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  1احسان آرشيد
 ي كارشناسي ارشددانشجو

  
  
  
2احمدرضا خورشيدوند

  استاديار

هاي دايروي تحليل ارتعاشات خمشي ورق
متخلخل اشباع شده با استفاده از روش مربعات 

  ديفرانسيلي
هاي دايروي ساخته شده از مواد متخلخل پژوهش حاضر به تحليل ارتعاشات ورق

نازك و خصوصيات مواد متخلخل به صورت توابعي نسبتا ورق مورد نظر  پردازد.مي
اند در راستاي ضخامت ورق متغير است. معادلات حاكم و شرايط مرزي كه ارائه شده

ه ب از اصل هميلتون حاصل مي شوند.و با استفاده ها بر اساس تئوري كلاسيك ورق
ند. با شوهاي طبيعي ورق محاسبه ميفركانسديفرانسيلي،  كمك روش مربعات

افزايش تخلخل، فركانس در توزيع غيرخطي متقارن تخلخل افزايش و در توزيع 
ماند و در هر دو توزيع، با افزايش فشردگي حفرات كه با ضريب يكنواخت ثابت مي

ت همچنين با افزايش نسب يابد.شود، فركانس افزايش مياسكمپتون نمايش داده مي
يابند. نتايج در دو شرط افزايش مي هاي طبيعيضخامت به شعاع ورق، فركانس

تر با ساده اند و در حالتمرزي گيردار و تكيه گاه ساده مورد بررسي قرار گرفته
  اند.گذاري شدههاي پيشين صحهپژوهش

  
  ورق دايروي، روش مربعات ديفرانسيليارتعاشات آزاد، مواد متخلخل،  : واژه هاي راهنما

  

 مقدمه  -1

اي داراي منافذ و حفرات مي باشد. بخش اسكلتي اين ماده ي متخلخل) ماده(يا يك ماده 3يك محيط متخلخل
ي اسكلتي، شوند. در اغلب موارد مادهناميده مي شود. معمولا حفرات با يك سيال پر مي 5يا قاب 4ماتريس

  شوند.ررسي ميهايي مانند فوم و كف اغلب نيز با استفاده از مفهوم محيط متخلخل بجامد است اما سازه
شود. تخلخل عبارتست از نسبت آن توصيف مي 6ي تخلخليك محيط متخلخل اغلب موارد به واسطه

ي متخلخل با كه منافذ و حفرات ماده طور مثال در صورتيي متخلخل به فضاي كلي آن. بهاي يك مادهحفره
                                                                                                                                                                                          

  گروه مهندسي مكانيك، واحد تهران جنوب، دانشگاه آزاد اسلامي، تهران، ايران ،ي كارشناسي ارشددانشجو1
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3 Porous 
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باشد، تخلخل منافذ و سيال ميسيالي پر شده باشند، نسبت حجم سيال به حجم كل ماده كه شامل حجم 
هاي گوناگوني مانند روش چشمي و با استفاده از شود. اين ويژگي اصلي مواد متخلخل را به روشگفته مي

  ]1[گيري كرد.توان اندازهميكروسكوپ كه روشي تقريبي است، روش انتشار گاز و استفاده از پمپ جيوه مي
گاهي  3الكتريكي هدايت ،2كششي استحكام ،1قبيل نفوذپذيريهاي اين محيط از ديگر مشخصه ها و ويژگي

سيال) و تخلخل محيط و ساختار منافذ  و جامد ي تركيبات آن (ماتريسهاي مربوطهتوانند از ويژگياوقات مي
باشد. حتي مفهوم تخلخل تنها براي يك محيط شده، اما چنين اشتقاقي معمولا داراي پيچيدگي مي مشتق

  حت دارد.پروالاستيك صرا
 خاك، هاي بسياري از علوم كاربردي و مهندسي مانند پالايش، مكانيكمفهوم محيط متخلخل در حوزه

-ستشناسي، زيسنگ، مهندسي نفت، بازسازي زيستي، مهندسي ساخت و ساز، علوم مربوط به زمين مكانيك

توان در حمل و نقل زميني، ميشناسي و بيوفيزيك و مهندسي مواد كاربرد دارد. براي مثال از مواد متخلخل 
هاي بدلها، مها و جدا كنندهريلي، دريايي و هوايي استفاده نمود. همچنين استفاده در صنعت بيو دارويي، فيلتر

ها را براي بررسي هاي مهمي كه اين مواد دارند، اهميت هر چه بيشتر آنها و ساير كاربردحرارتي و سردكن
  كند.خصوصياتشان نمايان مي

اي در مسائل طراحي ساختاري طور گستردهها بهها و ورقها، پوستههايي از مواد متخلخل مانند تيرساختار
شگام كنش پروالاستيك پيگيرند. بايوت در انجام مطالعه و بررسي در زمينه تعامل و بر هممورد استفاده قرار مي

ها (به صورت نشانه گذاري كنوني) را معرفي ي وي در اين زمينه، اين متغيرباشد. در مقالات برجستهمي
. اين ξ، و تغييرات محتوي حجم سيال ijε، تانسور كرنش جامد pP، فشار مايع ijσنمايد: تانسور تنش كلي مي

 4هاي جزئي مجددا تنظيم و تدوين گشت. در مدل بايوت، محيط دگرديسنظريه با استفاده از مفهوم تنش
  شود.متشكل از يك فاز جامد و فاز سيال در نظر گرفته مي يمتخلخل به عنوان يك زنجيره

 Detournay  وCheng ]1[ي هاهاي الاستيك فازكرنش محيط را به طور كلي به لحاظ ثابت-، روابط تنش
، 5زخي كنند. در طول ساليان گذشته، محققين بسياري به مطالعه و بررسي مسائلجامد و سيال بيان مي

هاي طبيعي نشان داد كه فركانس ]Abrate ]2اند. هاي مختلف پرداختهها با ويژگيرقو ارتعاشات و 6كمانش
باشند. وي همچنين همين نتايج را در مورد مي 7هاي صفحات همسانگردمتناسب با فركانس FGصفحات 

 ، كمانش و رفتار ورق]Khdeir ]3و  Reddyبه دست آورد.  FGهاي كمانش و خيز استاتيكي صفحات بار
هاي كلاسيك، مرتبه اول و مرتبه ي مركب را تحت ارتعاش آزاد با استفاده از تئوريچندلايه متعامد مستطيلي
هاي تحليلي دقيق و همچنين ها راه حلها با انواع مختلف شرايط مرزي مورد مطالعه قرار دادند. آنسوم ورق

  و بررسي دادند.شان مورد استفاده هاي عددي اجزا محدود را در مطالعهحل راه

                                                                                                                                                                                          
1 Permeability 
2 Tensile strength 
3 Electrical conductivity 
4 Deformable 
5 Deflection 
6 Buckling 
7 Isotropic 
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 Decha-Umphai  وMei ]4[ هاي دايروي را با استفاده ارتعاشات غير خطي حاصل از تحريكات خارجي ورق
هاي نسبت دامنه و فركانس را براي شرايط مرزي گوناگون و شرايط از روش اجزا محدود بررسي كرده و رابطه

  بارگذاري مختلف به دست آوردند.
 Wang  هاي دايروي ارتعاش آزاد متقارن محوري ورق ]5[و همكارانFGM ي سه بعدي را بر اساس نظريه

شان از قانون نمايي در راستاي ضخامت ورق ارائه دادند، كه مواد اين تئوري عملكرد مدرج داشته و خواص
ا در هر ها تمام معادلات و شرايط مرزي مربوطه رنمايد. با در نظر داشتن دو شرط مرزي، راه حلپيروي مي

يك راه حل دقيق ]Heydari 6 [و Najafizadehهاي قبلي مقايسه شدند. كنند و نتايج با پژوهشنقطه ارضا مي
ي تغيير شكل برشي مرتبه بالاتر صفحه را براي كمانش ورق هاي دايروي با عملكرد مدرج بر مبناي نظريه

بر  FGCPهاي كمانش ورق ها به دست آمده براي تحت فشار شعاعي يكنواخت ارائه دادند و نتايج را با بار
مقايسه نمودند. با استفاده از تئوري  2و تئوري كلاسيك ورق ها 1اساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول ورق

 وند.ششود، محاسبات نسبتا ساده ميها كه در آن اثرات تغيير شكل برشي عرضي ناديده گرفته ميكلاسيك ورق
Wu روشهاي دايروي را با استفاده از ارتعاش آزاد ورق ]7[ و همكاران GDQ  بررسي كردند. معادلات حاكم

  دقت بسيارخوبي به دست آمد. گسسته شده بودند ونتايج با GDQبراي بررسي فركانس طبيعي براساس روش 
Brayan ]8[ ي مسالهاي بحث كرد و راه حلي را براي ورق مسطح تحت فشار درون صفحه 3در مورد پايداري

خاصي از يك ورق دايروي جامد گيردار تحت بار فشاري يكنواخت به ازاي هر واحد طول دور صفحه ارائه داد. 
كار بست و از روش تغييرات براي رسيدن به جواب استفاده كرد. برايان همچنين كمانش وي اصل انرژي را به

ي كمانش يك ورق مدور جامد را با مساله ]Reismann ]9غيرمتقارن و متقارن را در تحليلش در نظر داشت. 
يك محدوديت الاستيك از نوع جهشي و مرزي هم راستا با محيط صفحه بررسي نمود. وي فرض كرد كه بار 

  كمانش در تطابق با حالت متقارن بوده است.
Amon  وWidera ]10[ ك تير ها پژوهش ريزمن را توسعه دادند و پايداري يك ورق مدور جامد را با يبعد

هاي كمانش ورق ]Yamaki ]11مجاور با سطح مقطع مستطيلي بررسي نمودند. در پژوهش انجام شده توسط 
هاي هاي كمانش اغلب موارد در شكلي ورق، پي برده شد كه بارحلقوي تحت فشار يكنواخت در هر دو لبه

متقارن دما  ي مدور را تحت توزيعهاكمانش ورق ]Forry ]12و  Klosnerشوند. مود بالاتر كمانش، پديدار مي
نيز ارتعاشات ورق هاي دايروي  ]13[آرشيد و خورشيدوند  مطالعه نمودند. ريتز-ريلي روش با استفاده از
تحت شرايط مرزي گيردار بررسي و  ي مياني ورقتوزيع متقارن تخلخل نسبت به صفحهدر حالت متخلخل را 

هاي طبيعي ورق دايروي متخلخل كه در آن، معادلات فركانسدست آوردن هدف پژوهش حاضر، به كردند.
آيند. دست ميها و با استفاده از اصل هميلتون بهحاكم بر مساله و شرايط مرزي بر اساس تئوري كلاسيك ورق

 دستدست آورد. جهت حل معادلات و بههاي كرنشي و جنبشي ورق را بهجهت استفاده از اين اصل بايد انرژي
 يخصوصيات مادهدر اين پژوهش شود. استفاده مي 4هاي طبيعي از روش مربعات ديفرانسيليكانسآوردن فر
  شود. در راستاي ضخامت ورق در دو حالت متغير و ثابت بررسي ميو توزيع حفرات متخلخل 

                                                                                                                                                                                          
1 First shear deformation theory (FSDT) 
2 Classical plate theory (CPT) 
3 Stability 
4 Differential quadrature method (DQM) 
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ات ري متخلخل تغييباشد كه با تغيير آن، خواص مادهي متخلخل ميمقدار تخلخل، مهمترين ويژگي يك ماده
ي فشردگي حفرات است به عنوان يكي از همچنين ضريب اسكمپتون كه نشان دهندهمهمي خواهد يافت. 

پارامترهاي مهم و تاثيرگذار بر ارتعاشات ورق مورد بررسي قرار گرفته است. نتايج در دو شرط مرزي مختلف 
  . انددست آورده شدهگاه ساده و گيردار هستند بهكه شامل شرايط مرزي تكيه

ر ب ، فشردگي حفرات، توزيع حفرات، شرايط مرزي و نسبت ضخامت به شعاع ورقنتايج، تاثير تخلخل تحليلبا 
شود شناخت بهتري از اين هاي طبيعي به خوبي قابل مشاهده خواهد بود كه اين موضوع سبب ميفركانس
  هاي مختلف، با توجه به نوع نياز، مورد استفاده قرار گيرند. دست آورده شود تا در طراحي ساختارمواد به

 
 به دست آوردن معادلات حاكم بر مساله  -2

  كرنش -روابط تنش -2-1
سطوح عمود بر سطح مياني پس از تغيير لاو،  -ورق نسبتا نازك فرض شده است و بنا بر فرضيات كرشهف

فاده از شود. با استعمود بر صفحه ناديده گرفته ميمانند. از اين رو، تغيير شكل برشي شكل مسطح باقي مي
 Reddyاز سطح مياني ورق به شكل زير توسط  zي هاي كرنش در فاصله)، مولفهCPTها (تئوري كلاسيك ورق

  ]14[اند: ارائه شده
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به ترتيب  ఏߛ̅و  ̅ఏߝ، ̅ߝهستند. در اينجا   zو  r ،θهاي كرنش در راستاي به ترتيب مولفه ఏߛو  ఏఏߝ، ߝكه 
 .باشندمي -θو  -rهاي خمشي و پيچشي نسبت به محور 1انحنا ఏ݇و   ،݇ఏఏ݇هاي كرنش سطح مياني، مولفه

در حالت خطي  Sandersهاي جابجايي بنا بر فرضيات ها با مولفههاي سطح مياني و انحناروابط بين كرنش
  ]15 [: عبارتست از
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1Curvature 
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  ]16[دست خواهند آمد: هاي تنش به)، عبارات زير براي مولفه1( ي) در معادله2( يبا جايگذاري معادله
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  ورق متخلخل -2-2
يكنواخت دايروي شكل ساخته است، يك ورق نشان داده شده )1رق مورد بررسي همانگونه كه در شكل (و

  است.  hو ضخامت  aباشد كه داراي شعاع شده از مواد متخلخل مي
  اي در مركز ورق گرفته شده است.براي اثبات روابط، سيستم مختصات استوانه

  
  كرنش در ورق متخلخل-روابط تنش -2-3

  ]1[ي متخلخل به صورت زير است: كرنش ماده -ي تنشرابطه
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  باشد و: دلتاي كرانكر مي ijδكه در آن 
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ي ورق دايروي متخلخلسههند -1شكل  

www.SID.ir

WWW.SID.IR
WWW.SID.IR


Arc
hive

 of
 S

ID

  83                                                                                        ا ...هاي دايروي متخلخل اشباع شده بتحليل ارتعاشات خمشي ورق

 
 

مدول بايوت،  Mفشار سيال داخل حفرات،  pP) دلالت بر ورق متخلخل دارد، 4ي (در رابطه pكه بالانويس 
)z(G  ،مدول برشيuυ شود (تخليه نشده) است كه ضريب پواسون در حالتي كه از حفرات سيال خارج نمي
5/0<  uυ<  υ   .استα  1ضريب بايوت تنش موثر است كه< α< 0  .استε  كرنش حجمي وξ  تغييرات در

  محتويات حجم سيال است. 
شكل  شود. تغييرمي صورت نسبت كرنش عرضي به كرنش محوري تعريفحالت كلي بهنسبت پواسون در 

ي مواد متخلخل متفاوت است، پس براي معرفي اين پارامتر در مواد هاي تخليه شده و تخليه نشدهدر حالت
  صورت زير نوشت: توان بهتفاوت قائل بوده و ميمتخلخل 
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ر اثر كند دكند و بيان ميي متخلخل بدون سيال را توصيف ميتاثير تخلخل بر رفتار ماده ሻߙሺضريب بايوت 
  شود: صورت زير تعريف ميكند و بهايجاد تخلخل، مقاومت بدنه چند درصد تغيير مي

 1
s

K

K
    )10(  

  باشد.همسانگرد همگن ميي مدول بالك ماده ௦ܭ
 صورت زيري مدول بالك با مدول برشي بهدهد. رابطهمدول بالك نيز تراكم پذيري يك ماده را نشان مي

  باشد:مي

 
 
 

2 1

3 1 2
K G








 )11(  

 
 
 

2 1

3 1 2
u

u
u

K G







 )12(  

متخلخل  يحفرات بر رفتار مادهبعد بسيار مهمي براي توصيف تاثير سيال درون ضريب اسكمپتون پارامتر بي
  باشد.باشد و به صورت نسبت فشار حفره به تنش حجمي كل جسم ميمي )ξ =0(در حالت تخليه نشده 

 0

1

1

1

u

p u

s

K Kdp
B

Cd Ke C

 


  


 )13(  

تراكم پذيري سيال  ܥ، مدول بالك حالت تخليه شده  ܭ، مدول بالك حالت تخليه نشده ௨ܭ	كه در آن 
اين ضريب همچنين تاثير تراكم پذيري سيال بر مدول الاستيك  هستند. تراكم پذيري جامد ௦ܥو  درون حفره

  دهد.ي متخلخل را نشان ميو تراكم پذيري كل ماده
 اي براي حالتي كه سيال از حفراتاي در مختصات استوانهكرنش دو بعدي براي حالت تنش صفحه -قانون تنش
  است:صورت زير به) ξ =0( 1شودخارج نمي

                                                                                                                                                                                          
1Undrained 
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2 ( )
2 ( )

1 2

2 ( )
2 ( )

1 2

( )

p u
rr rr p

u

p u
p

u

p
r r

G z
G z P

G z
G z P

G z

 

 

   


   


 

  


  




 )14(  

  كه: 
 ( )pP M    )15(  

  توان نوشت:)، در مختصات قطبي مي14ي (با ساده سازي رابطه

 

1 1

1 1

p
rr rr

p
rr

p
r r

A B

A B

G



 

 

  

  

 

 

 



 )16(  

  ]17[در آن:  كه

 

2
1 2

1

2
1 2

1

1

2 1

2 ( )(1 )
( )[1 (1 )] ( )
1 1 2

2 ( )(1 )
( )[(1 ) (1 )] ( )
1 1 2

2[1 ] ( )
1 2 (1 2 )(1 2 )

2 ( )

u u
u

u

u u
u u

u

u u

u u

C
A G z

C

C
B G z

C

C G z

C C G z

  
 

   
 

  
  

 
   

 

 
   

 


  

  

 

 )17(  

  

  توزيع تخلخل -2-4
  توزيع غيرخطي متقارن -2-4-1

  ]81[است:  صورت زير در نظر گرفته شدهتخلخل به 1در توزيع غيرخطي متقارن zبا  ρو  E ،Gروابط بين 

 

0 1

0 1

0 1

( ) [1 Cos( )]

( ) [1 Cos( )]

( ) [1 Cos( )]

z
G z G e

h

z
E z E e

h

z
z e

h





 

 

 

 

 )18(  

ك اي به فضاي كلي يباشد و مقدار آن بين صفر و يك است. نسبت فضاي حفرهضريب تخلخل ورق مي 1eكه 
تخلخل به معناي افزايش حجم حفرات نسبت به ي متخلخل را ضريب تخلخل گويند. افزايش ضريب ماده

   باشد.ي متخلخل ميفضاي كل ماده
                                                                                                                                                                                          
1Symmetric 

www.SID.ir

WWW.SID.IR
WWW.SID.IR


Arc
hive

 of
 S

ID

  85                                                                                        ا ...هاي دايروي متخلخل اشباع شده بتحليل ارتعاشات خمشي ورق

 
 

 h=z/2و  h-=z/2مدول برشي در  0Gو  h=z ،1G/2و  h-=z/2ي يانگ در مدول الاستيسيته 0Eو  1Eهمچنين 
و  ي مدول الاستيسيتهباشند. همچنين رابطهمي h=z/2و  h-=z/2چگالي جرم در  0ρو  1ρو به همين صورت 

ضريب پواسون است و در راستاي  υباشد كه در آن مي j (),+υ(1jG2= j E=0و1مدول برشي به صورت (
  ضخامت ورق ثابت در نظر گرفته شده است.

  
  توزيع يكنواخت -2-4-2

  وجود ندارد: z، هيچگونه وابستگي به تخلخل 1در توزيع يكنواخت

 

0 1

0 1

0 1

[1 ]

[1 ]

[1 ]

G G e

E E e

e 

 

 

 

 )19(  

متقارن و يكنواخت را بر حسب ضخامت ورق نشان غيرخطي هاي توزيع تخلخل در حالت )3(و  )2(هاي شكل
  دهند.مي
  
  اصل هميلتون -2-5

دست آوردن معادلات حاكم بر مساله و شرايط مرزي، از اصل تغييرات هميلتون استفاده شده است. براي به
  شود:صورت زير نوشته ميجي بههاي ديناميكي در صورت عدم وجود كار خاربراي سيستم 2اصل هميلتون

 
2

1

[ ] 0
t

t
U T dt    )20(  

  باشد.انرژي كرنشي كل سيستم مي Uانرژي جنبشي كل سيستم و  Tكه 
  

 

  توزيع تخلخل در حالت غيرخطي متقارن براي ضرايب تخلخل مختلف -2شكل

                                                                                                                                                                                          
1 Monotonous 
2 Hamilton’s principle 
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  توزيع تخلخل در حالت يكنواخت براي ضرايب تخلخل مختلف -3شكل
  
دست آورده و سپس در توان متوجه شد كه بايد انرژي جنبشي و كرنشي ورق را به) مي20ي (بررسي معادلهبا 

  آن جايگذاري كرد.
  ]19[) استفاده كرد: 21ي (توان از رابطهدست آوردن انرژي كرنشي ورق، ميبراي به

 
1

( )
2 rr rr r rU rdrd dz             )21(  

  شود:) به صورت زير بازنويسي مي21( ياستفاده از اصل تغييرات، معادله با

 
1 1 1 1

1 1

1
(2 2

2
2 ( ) )

rr rr rr rr

rr rr r r

U A B B A

B B G z rdrd dz

   

   

        

      

    

 

  )22(  

  توان استفاده نمود:) مي23ي (دست آوردن انرژي جنبشي ورق نيز از رابطهو براي به

 
2 2 2 22

0 0

2

1
( )( )

2

h
r

hT z u v w rdrd dz           )23(  

  ي فوق داريم:ي اول معادلهكه براي جمله

 

2 2

2

1 1
( )( ) ( ( ) )( )

2 2

1
{ ( ) } ( ) { ( )( ) }

2

v r z

r z r

u u
z rdrd dz z dz rdrd

t t

u u u
rdrd z dz rdrd P

t t t



 

   

   

 
    

 

  
     

  

 )24(  

  كه در آن:
 ( )z z dz P   )25(  

  سپس با استفاده از اصل هميلتون داريم:
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2

1

2

1
{ ( )( ) }

t
t

t
t r

I Tdt

u u
P rdrd dt

t t



 

 

 
   

 

  

  

 

2

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2

2

2

2

[ ( )( ) ]

[ ( ) | ( ) ]

Pr( ) | [ Pr( ) ]

t
r t

t t
r t t

t t
r t r t

u u
P dt rdrd

t t

u u
P u P udt rdrd

t t

u u
u drd udt drd

t t





 

 

  

   

 
   

 

 
    

 

 
      

 

 )26(  

  
) عمل خواهيم كرد و جملات مربوط به انرژي جنبشي را 23ي (ي ديگر معادلهبه روش مشابه براي دو جمله

  آوريم.دست ميبه
  

 2 2

1 1

2

2
Pr( ) | [ Pr( ) ]t t

r t r t

v v
v drd vdt drd

t t     
     

 
 )27(  

 2 2

1 1

2

2
Pr( ) | [ Pr( ) ]t t

r t r t

w w
w drd wdt drd

t t     
     

 
 )28(  

  
 معادلات حاكم و شرايط مرزي -3

  معادلات -3-1
ها، با فرض تقارن محوري، معادلات حاكم گيري از آن و انتگرال )28) تا (26) و (22ساده سازي معادلات (با 

  اند:دست آمدهصورت زير بهبر ورق مورد بررسي در حالت خطي به
  

  

 

2 2
0 0 0 0 0

2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) 0
2

hR h h hR h
U U U W W

aG aG aG R G a G a

h hREP
W U

G Ra aG

    




        

  
 )29( 

 

(4)
3 3 3 3 2 2

0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2

h R h h h hR
W W W W U

a G a G G a R a R G a G

h h h hREP
U U U W

a G a RG a R G aG

    

  


       

    

 

)30( 

مدول  0Gمدول الاستيك يانگ،  Eشعاع هر گره،  Rشعاع خارجي،  aضخامت ورق،  hكه در اين معادلات 
  اند.) معرفي شده35ي (ساير پارامترهاي استفاده شده در معادلات فوق در رابطه باشد.چگالي ورق مي ρبرشي و 
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  شرايط مرزي -3-2
  صورت زير نوشت: توان بهرا مي 1گاه سادهشرايط مرزي در حالت تكيه

  )=0r(در مركز ورق 
 0, 0, 0U W W     )31(  

  
  )r=aي ورق (در لبه

 

0, 0,U W   

3 3 2 2
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2rrM W W U U
a G a RG a G a RG

           
)32(  

  
  است. rمنتجه ي گشتاوري تنش در لبه ي بيروني ورق و در صفحه ي  rrMكه 

  توان نوشت: باشد ، مي 2و براي حالتي كه شرايط مرزي گيردار
  )=0r(در مركز ورق 

 0, 0, 0U W W     )33(  
  

  )r=aي ورق (در لبه
 0, 0, 0U W W     )34(  

  
  شوند:صورت زير تعريف ميشرايط مرزي ذكر شده به هاي استفاده شده در معادلات حاكم وپارامتر
  

 

2
1 1 1

2
1 1

, 2 , 2 ,

( ) , ,

z z z

z z z

A dz A zdz A z dz

P z dz B zdz B z dz

  

  

  

  

  

  
 )35(

 
 روش عددي -4

ست دهاي طبيعي ورق دايروي متخلخل بهدر پژوهش حاضر، با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي، فركانس
݂خواهند آمد. در اين روش تابع  ൌ ݂ሺݔሻ ܽي در دامنه ൏ ݔ ൏ ام  nگيرد و مشتق مورد بررسي قرار مي ܾ

  ]20[به صورت زير خواهد بود:   ixي در نقطه x(f(تابع 

 
( )

1

( )
| ( ) 1, 2,...,

i

n M
n

x x ij jn
j

d f x
c f x i N

dx 


   )36(  

)n(كه 
ijC ي مربوط به مشتق مرتبه 3ضريب وزنيn  ،امN و  4تعداد نقاط شبكهix ي مختصات نقطهi .ام است  

  ]21[صورت زير خواهد بود: ضرايب وزني براي مشتق مرتبه اول به
                                                                                                                                                                                          
1 Simply supported 
2 Clamped 
3 Weighting coefficient 
4 Grid points 
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(1)
(1)

(1)

( )

( ) ( )
i

ij
i j j

L x
c

x x L x



 

(1) (1)

1,

, 1, 2,...,

N

ii ij
j j i

c c

i j N

 

 




 

)37(  

  كه:

 
(1)

1 1,

( ) ( ), ( ) ( )
N N

i j j i
i i i j

L x x x L x x x
  

      )38(  

)x((1)L  مشتق اول)x(L  وix صورت اختياري انتخاب شوند. مختصات نقاط نمونه هستند كه ممكن است به  
  صورت زير است:ضرايب وزني براي مشتقات مرتبه دوم و بالاتر به

 

( 1)
( ) ( 1) (1)

( )

n
ijn n

ij ii ij
i j

c
c n c c i j

x x




 
     

 

( ) ( )

1,

N
n n

ii ij
j j i

c c i j
 

    

2,3,..., 1, , 1, 2,...,n N i j N    

)39(  

  
ترين روش براي انتخاب نقاط شبكه هاي مختلفي براي انتخاب موقعيت نقاط شبكه وجود دارد كه سادهگزينه

ي محاسباتي است. البته توزيع غير دامنهي برابر در راستاي مختصات ي محاسباتي، انتخاب با فاصلهدر دامنه
راين در اين دهد. بنابدست ميي مساوي بهيكنواخت نقاط شبكه نتايج بهتري را نسبت به نقاط شبكه با فاصله

كنيم. نام دارد استفاده مي لوباتو -گاوس -چبيشفي پژوهش از توزيع غير يكنواخت نقاط شبكه كه نقاط نمونه
  اين نقاط نمونه به اين صورت هستند:  

 

1
1 Cos

1
1, 2,...,

2i

i

N
r i N

       
)40(  

  

  صورت زير گسسته كرد و نوشت:توان به) را مي30) و (29با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي، معادلات (

 

2
1 1 10 0 0 0

2 2
1 10 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) 0
2 2

N N N

ij j ij j i ij j
j j j

N N

ij j ij j i
j j

hR h h hR
B U A U U C W

aG aG aG R G a

h h hREP
B W A W U

G a G Ra aG

   

 


  

 

    

  

  

  
 )41( 
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3 3 3 3 2
1 1 1 10 0 0 0

2 2 2 2 2
1 1 10 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

( ) 0

N N N N

ij j ij j ij j ij j
j j j j

N N N

ij j ij j ij j i
j j j

i

h R h h h
D W C W B W A W

a G a G G a R a R G

hR h h h
C U B U A U U

a G a G a RG a R G

hREP
W

aG

   

   



   

  

   

   



   

  



 

)42( 

  صورت زير گسسته كرد:توان به) را نيز مي34) تا (31شده در معادلات (همچنين شرايط مرزي گفته 
  گاه سادهشرط مرزي تكيه

  در مركز ورق

 
1 1

0, 0, 0
N N

i ij j ij j
j j

U A W C W
 

     )43(  

  
  ي ورقدر لبه

 

0, 0,i iU W   

3 3 2 2
1 1 10 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2

N N N

rr ij j ij j ij j i
j j j

M B W A W A U U
a G a RG a G a RG

   
  

        
)

  
  شرط مرزي گيردار

  در مركز ورق

 
1 1

0, 0, 0
N N

i ij j ij j
j j

U A W C W
 

     )45(  

  ي ورقدر لبه

 
1

0, 0, 0
N

i i ij j
j

U W A W


    )46(  

ي اول به ترتيب ضرايب وزني مربوط به مشتق مرتبه ijDو  ijA ،ijB ،ijCدر معادلات و شرايط مرزي گفته شده، 
  تا چهارم هستند.

  
 حل معادلات -5

راي در اين مرحله، ببا استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي، معادلات حاكم و شرايط مرزي گسسته شدند. حال 
  ]22[شوند: هاي طبيعي، معادلات و شرايط مرزي به فرم زير نوشته ميدست آوردن فركانسبه

 0dd db dd db

bd bb bd bb

M M K K dd

M M K K bb

      
       

     




 )47(  

 معادلات و يافته تعميم مختصه بردار به توجه با dd, Mdb, Mbd, Mbb, Mdd, Kdb, Kbd, KbbK هايماتريس كه
  .آيندمي دستبه مرزي شرايط و حركت
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ቄ݀با فرض اينكه پاسخ سيستم هارمونيك است، يعني 
ܾ
ቅ ൌ ൜݀̅തܾൠ ݁

ఠ௧ توان ) را مي47ي ماتريسي (معادله
  ) نوشت:49) و (48ي (صورت دو معادلهبه
  

        2 2 0dd dd db dbM d K d K b M b       )48(  

        2 2 0bb bb bd bdM b K b K d M d       )49(  
  

  آيد:دست ميبهصورت زير به ൛݀̅ൟبر حسب  ൛തܾൟ)، 49ي (با استفاده از رابطه
  

    12 2
bb bb bd bdb K M K M d 


           )50(  

  
  ) به دست خواهد آمد:51ي ()، رابطه48ي () در معادله50ي (از معادله ൛തܾൟبا جايگذاري 

  

  12 2 2 2
dd dd db db bb bb bd bdK M K M K M K M d   

                 
 )51(

 ضريب ماتريس دترمينان كه دارد بديهي غير جواب وقتي و است ويژه ي مقدارمعادله يك معادله اين كه
൛݀̅ൟ بنابراين. باشد صفر برابر ω دستبه) 52( جبري معادله حل از است سيستم طبيعي فركانس همان كه 
  آيد:مي

  12 2 2 2det 0dd dd db db bb bb bd bdK M K M K M K M   
                  

 )52(
نويسي شده و برنامه 1در اين پژوهش، روند حل با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي در نرم افزار متلب

  شده است.نتايج برحسب فركانس طبيعي محاسبه 
  

 نتايج و بحث -6

گاه ساده و گيردار براي دو نوع توزيع نتايج تحليل ارتعاشات ورق دايروي متخلخل تحت دو شرط مرزي تكيه
  تخلخل غيرخطي متقارن و توزيع يكنواخت در ادامه آمده است. 

ر تبراي حالت سادهابتدا با استفاده از معادلات و روش مربعات ديفرانسيلي، به بررسي و صحه گذاري جواب 
شود. به اين منظور چهار فركانس طبيعي ابتدايي ورق دايروي همسانگرد را با استفاده از روابط پرداخته مي

هاي دست آورده و سپس با پژوهشدست آمده و در حالتي كه ضرايب تخلخل و اسكمپتون برابر صفر باشند، بهبه
 υ=3/0و  GPa200=E ،3Kg/m7800=ρگرد از فولاد با شوند. جنس ورق دايروي همسانگذشته مقايسه مي

  آورده شده است. )1(است. همچنين مشخصات هندسي ورق در جدول 
گاه ساده براي شرايط مرزي تكيه )3(براي شرايط مرزي گيردار و نتايج جدول ) 2(نتايج موجود در جدول 

  شند. بادست آمده با دقت بالايي قابل قبول ميشود كه نتايج به مشاهده مي )3(و  )2(باشد. با بررسي جداول مي

                                                                                                                                                                                          
1 MATLAB 
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ي متخلخل در شود. خصوصيات مادههاي طبيعي ورق دايروي متخلخل پرداخته ميحال به بررسي فركانس
  د.انارائه شده است. نتايج براي دو نوع توزيع تخلخل غيرخطي متقارن و يكنواخت بررسي شده )1(جدول 

باشند كه در اين حالت، راي حالت توزيع تخلخل غيرخطي متقارن ميب )4(و جدول  )5(و  )4(هاي شكل
 ) برقرار مي باشند. 18روابط (

اه ساده گبر حسب ضريب تخلخل در شرايط مرزي گيردار و تكيه پايهتغييرات فركانس طبيعي  )4(شكل 
كه با افزايش دهد. با توجه به اين شكل مشخص است را نشان مي Bدر دو مقدار مختلف ضريب اسكمپتون 

كند. افزايش ضريب تخلخل به معناي افزايش حجم حفرات ضريب تخلخل، فركانس طبيعي نيز افزايش پيدا مي
  باشد. ي متخلخل مينسبت به فضاي كل ماده

  
و مشخصات هندسي ورق دايروي ]Cheng ]1و  Detournayارائه شده توسط  ،متخلخل يمادهخصوصيات  -1جدول

  )Tennessee marble(ي متخلخل ماده

 N. m(  60ൈ 109-2(مدول الاستيسيته 

 Kg. m(  2/7 ൈ 103-3(چگالي 

25/0 (υ)ضريب پواسون   

α 19/0  

 600 (mm)شعاع ورق 
 10 (mm)ضخامت ورق 

 

  
  

 ي چهار فركانس بي بعد خطي اول ورق دايروي همسانگرد تحت شرط مرزي گيردار مقايسه -2جدول

 

4ω 3ω 2ω 1ω  
 

 ]7[مرجع  216/10 771/39 104/89 184/158
 ]24[مرجع  2158/10 771/39 104/89 183/158 هاي عدديروش

 پژوهش حاضر 2158/10 7711/39 1041/89 1842/158

  
  

 گاه ساده ي چهار فركانس بي بعد خطي اول ورق دايروي همسانگرد تحت شرط مرزي تكيهمقايسه -3جدول

 

4ω 3ω 2ω 1ω  
 

 ]7[مرجع  935/4 720/29 156/74 318/138
 ]24[مرجع  977/4 76/29 20/74 34/138 هاي عدديروش

 پژوهش حاضر 9371/4 7350/29 1942/74 3896/138
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اه سادهگبر حسب ضريب تخلخل براي شرايط مرزي گيردار و تكيه پايهفركانس طبيعي  -4شكل
  در حالت توزيع غيرخطي متقارن تخلخل

  
فركانس به طور كلي به نسبت مجذور سفتي به جرم بستگي دارد كه با افزايش تخلخل، اگرچه سفتي 

شود و بنابراين اين نسبت افزايش پيدا كرده و در نهايت باعث افزايش يابد، ولي جرم بيشتر كم ميكاهش مي
باعث تفاوت رفتار مواد ، بيشتر بودن نرخ كاهش جرم نسبت به سفتيدر واقع  ]23[شود. فركانس طبيعي مي

 ]25[ هاي خاص اين مواد است.متخلخل با ساير مواد شده است و اين، يكي از ويژگي

مختلف ارائه شده  Bبر حسب ضرايب تخلخل و  پايهمقادير دقيق فركانس طبيعي  )4(همچنين در جدول 
 كند.عي نيز افزايش پيدا مي، فركانس طبيBتوان متوجه شد كه با افزايش ضريب است. با بررسي اين جدول مي

ش از يابد كه نرخ افزايش سفتي بيبه اين صورت كه با افزايش ضريب اسكمپتون، فشردگي حفرات افزايش مي
همچنين افزايش فركانس طبيعي با افزايش يابد. شود و بنابراين فركانس طبيعي افزايش ميافزايش جرم مي

   ضريب تخلخل نيز در اين جدول هم مشخص است.
  

  براي توزيع غيرخطي متقارن تخلخل Bو  1eبراي مقادير مختلف  پايهفركانس طبيعي  -4جدول
e1  

4/0  2/0  0/0  B شرايط مرزي 

6700/406  4093/391  6359/379 گاه سادهتكيه   
0/0  

4632/854  3986/822  6612/797  گيردار 
9704/415  3607/400  3181/388 گاه سادهتكيه   

3/0  
8150/867  2493/835  1254/810  گيردار 
9608/421  1263/406  9102/393 گاه سادهتكيه   

5/0  
4814/876  5906/843  2157/818  گيردار 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
300
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نيز تغييرات فركانس طبيعي پايه بر حسب نسبت ضخامت به شعاع ورق دايروي در دو شرط  )5(در شكل 
شود. در اين شكل مشخص است كه با افزايش مشاهده مي 1e=3/0مختلف با  Bمرزي گفته شده و با ضرايب 

و شرط د كند. همچنين با مقايسهنسبت ضخامت به شعاع، فركانس طبيعي به صورت خطي افزايش پيدا مي
براي شرط مرزي گيردار بيش از شرط مرزي  h/aتوان متوجه شد كه نرخ افزايش فركانس با افزايش مرزي مي

براي حالت توزيع تخلخل يكنواخت است. در اين توزيع  )5(و جدول  )7(و  )6(هاي شكل گاه ساده است.تكيه
تغييرات فركانس طبيعي بر حسب ضريب تخلخل ارائه شده است  )6(شود. در شكل ) استفاده مي19از روابط (

  اند.مدهد و ثابت باقي ميشود با افزايش تخلخل، هيچگونه تغييري در فركانس طبيعي رخ نميكه مشاهده مي
هاي طبيعي فقط به نوع توزيع تخلخل بستگي ندارند. به همين دليل است كه يد توجه داشت كه فركانسبا

يل دلبا وجود يكسان بودن توزيع مدول الاستيك و چگالي در حالت غيرخطي متقارن، فركانس طبيعي به
  هد.دنواخت تخلخل رخ نمييابند، ولي اين اتفاق براي توزيع يكساختار معادلات حاكم بر اين حالت افزايش مي

عادلات كنند ولي با توجه به اينكه مدر توزيع يكنواخت نيز مدول الاستيك و چگالي به يك نسبت تغيير مي
شوند و با تغيير در سفتي و چگالي معادل كه در شوند، برخي ضرايب صفر ميتر ميحاكم در اين حالت ساده

نيز مقادير فركانس  )5(جدول  كند.ت يكنواخت تغييري نميتعيين فركانس نقش دارند، فركانس طبيعي حال
براي توزيع تخلخل يكنواخت نيز همانند توزيع  دهد.و تخلخل متفاوت را نشان مي Bطبيعي پايه براي ضرايب 

 .كه دليل آن افزايش سفتي بيش از جرم است يابد، فركانس طبيعي افزايش ميBمتقارن، با افزايش  غيرخطي
 رد.خوبي مشاهده كتوان ثابت بودن فركانس طبيعي در ضرايب تخلخل مختلف را بههمچنين مي )5( در جدول

، )3(باشد. در اين شكل نيز همانند شكل و در حالت توزيع تخلخل يكنواخت مي )3(نيز مشابه شكل  )7(شكل 
  رسم شده است.  1e=3/0 براي )5(يابد. شكل با افزايش نسبت ضخامت به شعاع، فركانس طبيعي افزايش مي

  

 

بر حسب نسبت ضخامت به شعاع ورق براي شرايط مرزي گيردار و پايهفركانس طبيعي  -5شكل
  )1e=3/0(متقارن تخلخل غيرخطي گاه ساده در حالت توزيع تكيه
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اه سادهگبر حسب ضريب تخلخل براي شرايط مرزي گيردار و تكيه پايهفركانس طبيعي  -6شكل
  يكنواخت تخلخلدر حالت توزيع 

 
  

 براي توزيع يكنواخت تخلخل Bو  1eبراي مقادير مختلف  پايهفركانس طبيعي  -5جدول

 

e1 
 

4/0  2/0  0/0  B شرايط مرزي 

6358/379  6358/379  6358/379 گاه سادهتكيه   
0/0  

6612/797  6612/797  6612/797  گيردار 
3181/388  3181/388  3181/388 گاه سادهتكيه   

3/0  
1254/810  1254/810  1254/810  گيردار 
9102/393  9102/393  9102/393 گاه سادهتكيه   

5/0  
2157/818  2157/818  2157/818  گيردار 

  
 جمع بندي -7

اي گاه ساده بر مبنپژوهش حاضر به تحليل ارتعاشات ورق دايروي متخلخل تحت دو شرط مرزي گيردار و تكيه
ابتدا با استفاده از اصل تغييرات هميلتون، معادلات حاكم بر ورق مورد بررسي ها پرداخت. تئوري كلاسيك ورق
دست آورده شدند. اين تغييرات در دو حالت غيرخطي متقارن و يكنواخت و طبق توابع و شرايط مرزي به

دست آمده با استفاده از روش مربعات مشخص شده مورد بررسي قرار گرفتند. معادلات و شرايط مرزي به
  شدند. ) به معادلات جبري تبديل و سپس حلDQMفرانسيلي (دي
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بر حسب نسبت ضخامت به شعاع ورق براي شرايط مرزي گيردار  پايهفركانس طبيعي  -7شكل
  )1e=3/0(گاه ساده در حالت توزيع يكنواخت تخلخل و تكيه

 
كه تاثير تغيير تخلخل، فشردگي حفرات، توزيع حفرات، شرايط در نهايت فركانس طبيعي ورق به دست آمد 

  د:   نباشصورت زير مينتايج بهمرزي و نسبت ضخامت به شعاع ورق مورد بررسي قرار گرفتند و 
  

      در حالت توزيع تخلخل غيرخطي متقارن با افزايش ضريب تخلخل، فركانس طبيعي پايه نيز افزايش  -1
كند و فركانس كه با مجذور سفتي به جرم حالت جرم بيش از سفتي كاهش پيدا ميكند. در اين پيدا مي

  يابد.متناسب است نيز افزايش مي
 تغييرات تخلخل بر حسب فركانس طبيعي در حالت توزيع يكنواخت تخلخل تاثيري ندارد و فركانس  -2

  ماند. طبيعي ثابت مي
در هر دو شرط مرزي گفته شده و براي هر دو نوع توزيع تخلخل، در يك ضريب تخلخل ثابت، با افزايش  -3

Bبا افزايش فشردگي حفرات، سفتي ورق بيش از جرم آن زياد مي شود  يابد.، فركانس طبيعي نيز افزايش مي
  يابد.و بنابراين فركانس طبيعي افزايش مي

فركانس طبيعي در شرايط مرزي گيردار بيش از فركانس طبيعي در شرايط در هر دو نوع توزيع تخلخل،  -4
  گاه ساده است.مرزي تكيه

. اين كندصورت خطي افزايش پيدا ميبا افزايش نسبت ضخامت ورق به شعاع آن، فركانس طبيعي به -5
  اتفاق براي هر دو نوع توزيع تخلخل صادق است.

نسبت ضخامت به شعاع ورق، در شرايط مرزي گيردار بيش از نرخ افزايش فركانس طبيعي با افزايش  -6
  گاه ساده است.شرايط مرزي تكيه
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Abstract 
 

The present study provides the vibrations analysis of a solid circular plate made of porous 
material. The plate is assumed to be comparatively thin and the porous material properties vary 
through the thickness direction of the plate following given functions. The governing equations 
and boundary conditions are obtained based on the classical plate theory and by employing 
Hamilton’s principle. By using differential quadrature method the governing differential 
equations are converted to algebraic equations and the natural frequencies are obtained. The 
obtained results show by increasing the porosity, the natural frequency of the plate increases in 
poro/nonlinear symmetric distribution but the natural frequency remains constant in 
poro/monotonous distribution and in both of mentioned poro distributions, by increasing the 
pores compressibility which is shown by Skempton coefficient at constant porosity, the natural 
frequency of the plate increases too.  
Also by increasing the thickness to radius of the plate ratio, the natural frequency increases. 
The results are investigated for clamped and simply supported boundary conditions and are 
verified for the simpler state with the known results in the literature. 
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