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 کوپلشته از حرارت، ترموالاستیسیته غیر، ارتعاشات وادامواد هدفمند، پوسته کروی: راهنماهای واژه

 

 مقدمه -1
شوند. شوند از ترکیب دو یا چند جزء اصلی تشکیل میمی مواد مدرج تابعی که با نام مواد هدفمند شناخته

کند، بنابراین مکان تغییر می طور پیوسته با یکدیگر ترکیب شده و خواص ماده مخلوط با تغییراین اجزا به

 FGM3دهنده ماده آید. علت تغییرات حاصل، نسبت حجمی اجزای تشکیلجزء مواد ناهمگن به حساب می

در  4وسیله بولیای، برای اولین بار بههای سازهمسئله ارتعاشات حرارتی در المان باشد.در فرآیند ساخت می

گیرند، تنها مفهوم هایی که تحت تحریک حرارتی قرار میتا آن زمان برای سازه .]6[، مطرح شد(6591) سال

گرادیان دما یا شارحرارتی ای که با ترتیب که برای یافتن پاسخ سازه این مطرح بود. به 9استاتیکیپاسخ شبه

سازه به دست می  در توزیع دما صورت دینامیکی حل شده ومعادله انتقال حرارت به ابتدا تحریک شده است،
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 2محمدرضا اسلامی

 استاد

محوری واداشته تحلیل ارتعاشات غیرخطی متقارن

شده از مواد ی کروی ساختهاز حرارت در پوسته

 هدفمند
 یوابستگ ،آمدهدستبه یکسر حجم ۀرابط از پوسته خواص عتوزی رحاض قیدر تحق

و پاسخ پوسته  یحرارت یبارگذار است.لحاظ شده انیاز رابطه تولوک آن یحرارت
در  گریسطح د وثابت  یپوسته در دما یکیسطح سرام باشد.می یمتقارن محور

 یگذرا یاز معادلهما د عیاست. توز مفروض ی(حرارت قیعا ا)ی ترنییپا یدما
 و هامرتبه اول پوسته ی. از تئورشودیمحاسبه م انتقال حرارت کوپلریغ یرخطیغ

، دهیاستخراج معادلات استفاده گرد یکارمن برا-ونفمکان رتغیی-کرنش روابط
روش وسیلهدست آمده و بهبه تزیروش رو  لتونیاصل هماز  یکینامیمعادلات د

روش تفاضل  احرارت ب است. معادله انتقالحل شدهرافسون -وتنینو  ومارکین های
شده  یریگیدر زمان پ کلسونین -استفاده از روش کرنک و با سازیمحدود گسسته

بررسی و هندسه در پاسخ پوسته  یخواص، نوع بار حرارت عیاثر توز انیدر پا است.
 .استشده
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های حرارتی محاسبه شده و در معادله حرکت سازه قرار نتفاده از توزیع دما، نیروها و مماآمد. سپس با اس

شد. به بیان بهتر در معادله حرکت سازه به زمان صرف نظر می شود. اما در این قسمت از وابستگیداده می

 شد.استاتیکی، تأثیر اینرسی در معادله حرکت ناچیز فرض شده و نادیده گرفته مییافتن پاسخ شبه

عنوان فرض نشان داد که صرف نظر نمودن از تأثیر اینرسی در معادله حرکت که به (6591)بولی در سال 

وی  .]6[طور کامل و در همه موارد صحیح باشدتواند بهاستاتیکی مطرح بود، نمیخ شبهاساسی در یافتن پاس

طور ناگهانی در نازک را که سطح تختانی آن عایق حرارتی بوده و سطح فوقانی آن به 6یک تیر ایزوتروپیک

 معرض شار حرارتی قرار گرفته بود، موردبررسی قرار داد. 

گیرند، ارتعاشات ی تیرهای نازکی که تحت تحریک ناگهانی حرارتی قرار میهای بولی نشان داد که براپاسخ

حرارتی اتفاق می افتد. این بدان معناست که در برخی از حالت ها، نباید از تأثیر اینرسی در معاله حرکت 

های استاتیکی صرف نظر نمود. بدین ترتیب نتایج حاصل از مقاله بولی، سبب به چالش کشیده شدن پاسخ

 ها مطرح شده بودند.د که تا آن زمان برای تحریک ناگهانی حرارتی در سازهش

به تحلیل ارتعاشات حرارتی ورق ایزوتروپیک که تمام مرزهای  (6591)در سال  2پس از آن بولی و باربر

ناگهانی طور در این حالت نیز سطح تحتانی ورق عایق بوده و سطح فوقانی آن به .]2[آن ساده بود، پرداختند

در معرض شار حرارتی قرار گرفته بود. در یافتن پاسخ ارتعاشات عرضی ورق نیز از تئوری کلاسیک استفاده 

 های نازک بود.شد. نتایج این تحقیق موید پژوهش اولیه بولی و تصدیقی بر وجود ارتعاشات حرارتی در ورق

دند که در نظر گرفتن تأثیر اینرسی در ارتعاشات گونه ارائه دارا این دبولی و باربر، به ترتیب نتیجه کار خو

اندازه و یا تیر و ورق، هم 3عرضی تیر و ورق، زمانی حائز اهمیت خواهد بود که پریود اساسی ارتعاشات

استاتیکی تیر و ورق باشد. در همین راستا برای اعتبارسنجی پاسخ شبه 4تر از زمان مشخصه دماییبزرگ

بعد به نام پارامتر گردد، کمیتی بیدر چه صورت بر پاسخ دینامیکی منطبق میکیرشهف و اینکه این پاسخ 

 :]3[مطرح شد (6)صورت رابطه وسیله بولی بهپارامتر اینرسی به .( را معرفی نمودندB) 9اینرسی

(6) 
𝑩 = √

𝒕𝒓
𝒕𝑴

 

زمان مشخصه مکانیکی است که برابر با ضریبی از  𝒕𝑴زمان مشخصه دمایی بوده و  𝒕𝒓که در رابطه فوق، 

باشد. بولی و باربر نشان دادند که اهمیت تأثیر اینرسی با کاهش پارامتر پریود اساسی ارتعاشات سازه می

که این پارامتر در حالت حدی موردبررسی قرار داده شود، به این یابد. درصورتی( افزایش میBاینرسی )

𝑩ود که: اگر شیافته مینتیجه دست = یابد که مانع هرگونه تغییر شکلی تأثیر اینرسی به حدی افزایش می 𝟎

 در سازه )ورق و تیر( خواهد شد. 
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𝑩  که برای پارامتر اینرسی در نظر گرفته شود:از سویی درصورتی = تأثیر اینرسی به کلی از بین رفته و  ∞

پس از آنکه نتایج کارهای  آن منطبق خواهد شد.استاتیکی پاسخ ارتعاشات عرضی تیر و ورق بر پاسخ شبه

 (6511)در سال  6های نازک نشان داد، لیونزبولی و بولی و باربر لزوم در نظر گرفتن تأثیر اینرسی را در ورق

واقعیت وجود ارتعاشات حرارتی  ادعا نمود که نتایج حاصل از این مقالات صرفاً یک نتیجه ریاضی بوده و در

 پاسخ بماند.عدم وجود نتایج آزمایشگاهی نیز سبب شد تا این ادعا مدتی بی .]4[هد بودامکان پذیر نخوا

ای به اثبات رساندند. اولین نتایج های سازهسرانجام نتایج تجربی وجود ارتعاشات حرارتی را در المان

منتشر شد که در آن به وجود  NASAو در گزارشی از سازمان  2وسیله بیمبه (6515)آزمایشگاهی در سال 

 .]9[ارتعاشاتی ناشی از شار حرارتی در سازه تیری شکل ماهواره اذعان شده بود

بر روی تیر یک سر گیردار یک  4و ابدل سید 3وسیله ریمروتو به (1165)مطالعه تجربی دیگری در سال 

ترتیب اینبه .]1[سر آزاد که تحت تأثیر شار حرارتی در راستای عمود بر محور تیر قرار گرفته بود، انجام شد

نشان داده شد که بر خلاف ادعای لیوتز، نتایج حاصل از مقاله بولی و نیز بولی و باربر صرفاً یک محاسبه 

 نیا جیبا الهام از نتا دو پژوهش، کراوس نیپس از ا انطباق داشته است. ریاضی نبوده و کاملاً با واقعیت

  [.1ساده پرداخت] یمرز طیبا شرا یااستوانه یهادر پوسته یوجود ارتعاشات حرارت یبه بررس قاتیتحق

  ورق و پوسته( پرداخت. ر،یسازه )ت یهادر المان ینرسیا ریتأث تیاهم سهیبه مقا یو

آن به  از برخوردار بوده و پس یشتریب تیاز اهم رهایدر ت ینرسیا ریکه تأث دهدیشده نشان مارائه جینتا

 را مشاهده نمود. یبالاتر ریتأث توانیها مها و پوستهدر ورق بیترت

با در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص فیزیکی ماده نظیر مدول الاستیسیته و ضریب  1و مایرز 9استراود

تیرهای  8و جانا 1. ونکاتارامانا]8[ط حرارتی، پاسخ ورق مستطیلی را تحت شوک حرارتی به دست آوردندانبسا

روشی را برای  60و بسکوس 5. مانولیس]5[ی قرار دادندبررس موردنازک تحت بارگذاری حرارتی هارمونیک 

اند، معرفی طور ناگهانی تحت بارگذاری حرارتی قرارگرفتههای تیری شکل که بهیافتن پاسخ دینامیکی سازه

، هیل و همکاران (8065)و همکاران در سال  66وسیله مازومداردر سه تحقیقی که به ترتیب به .]60[نمودند

انجام شد، ارتعاشات حرارتی ورق و پوسته  (6584)و همچنین هیل و مازومدار در سال  (6582)در سال 

بررسی و  ابجایی موردج -و با فرض خطی بودن رابطه کرنش کهای کوچویسکوالاستیک تحت تغییر شکل

ای با استفاده از کرنش غیرخطی فون . پس از آن هیل و مازومدار در مقاله]63و62و66[تحلیل قرار گرفت

های بزرگ شکل ورق و پوسته ویسکوالاستیک تحت تغییرارتعاشات حرارتی  به بررسی 62کارمن
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ها با . آنقراردادند موردمطالعهای را تحت بار حرارتی یک ورق دایره 2و هایاشی 6ناکاجو .]64[پرداختند

  .]69[ی ساده ارائه دادندزاستفاده از تابع بسل پاسخی تحلیلی برای ورق دایروی با شرط مر

و همکاران، یک استراتژی برای متوقف کردن ارتعاشات حرارتی در تیر ایزوتروپیک و کنترل آن ارائه  3براش

و همکاران با  1چانگ .]61[موردبررسی قرار داد 9تأثیر شوک حرارتی را در ورق ارتوتروپیک 4تاچر .]61[دادند

 .]68[استفاده از روش المان محدود، ارتعاشات حرارتی ورق کامپوزیتی نازک چندلایه را تحلیل نمودند

اند پرداخته و چیده شده 8صورت ضربدریهای چندلایه کامپوزیتی که بهو تاچر به مطالعه پانل 1هوانگ

کارمن -تن تأثیر کرنش غیرخطی فونآنها سپس با در نظر گرف .]65[برای آن حل تحلیلی ارائه دادند

 .]20[شده از گرافیت و آلومینیوم را مورد تحلیل و بررسی قرار دادندهای چندلایه کامپوزیتی ساختهپانل

. در ]26[پاسخ تحلیلی برای پوسته چندلایه کامپوزیتی نازک تحت تحریک حرارتی ارائه داد 5خدیر

  .]22[های نازک خمیده کامپوزیتی پرداختتحقیقی دیگر، به بررسی ارتعاشات حرارتی تیر

انجام  66و اسلامی 60وسیله کیانیتحقیق و مطالعه بر روی ارتعاشات حرارتی مواد هدفمند برای اولین بار به

 .]23[شده از مواد هدفمند پرداختندها به بررسی ارتعاشات حرارتی ورق گرد ساختهگرفت. دراین پژوهش آن

شده از مواد هدفمند با سطح مقطع و همکاران، ارتعاشات حرارتی تیر ساخته 62غیاثیان هاآنپس از 

. پس از او علیپور و همکارانش ارتعاشات حرارتی ورق مستطیلی ]24[مستطیلی را موردبررسی قرار دادند

ورد در م تاکنونتحقیقاتی هستند که  ذکرشده. موارد ]29[شده از این مواد را مورد مطالعه قرار دادندساخته

 شده از مواد هدفمند انجام گرفته است. ای ساختههای سازهارتعاشات حرارتی المان

شده و با این فرض معادله در هر سه پژوهش تمام خواص مواد فلزی و سرامیکی، وابسته به دما در نظر گرفته

از کرنش  انتقال حرارت در راستای ضخامت تحلیل گردیده است. همچنین در استحصال معادلات حرکت،

 کارمن بهره برده شده است.-غیرخطی فون

توان به وجود ای، میهای سازهپس از بررسی تحقیقات صورت پذیرفته در مورد ارتعاشات حرارتی المان

شده از مواد هدفمند، ای ساختههای سازهخلأ نسبی و کمبود در بررسی و تحلیل ارتعاشات حرارتی در المان

شده از مواد ی کروی ساخته، به تحلیل و مطالعه ارتعاشات حرارتی پوستهتحقیقدر این  رونیازاپی برد. 

 هدفمند پرداخته خواهد شد. 

با استفاده از روابط  FGMکروی و با عمق کم بوده و معادلات حرکت پوسته  کاررفتهبهپوسته  تحقیقدر این 

 شود. کارمن و تئوری برشی مرتبه اول پوسته، استخراج می-فونخطی غیرتغییر مکان -کرنش
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فرض بر آن است که کلیه خواص ترمودینامیکی پوسته در راستای ضخامت توزیع یافته و همچنین وابستگی 

. سطح سرامیکی پوسته در معرض دما و یا شار حرارتی قرار خواهد شدحرارتی این خواص در نظر گرفته 

صورت عایق حرارتی در نظر گرفته تر و یا بهی است که سطح دیگر در دمای نسبتاً پایینگرفته و این در حال

بایست معادله انتقال حرارت پوسته تحلیل شده و با استفاده از توزیع قبل از تحلیل معادلات، می شود.می

شرایط مرزی آن  های حرارتی، محاسبه شده و در معادلات حرکت پوسته ودمای حاصل از این نیروها و ممان

بعدی و غیرکوپل در راستای ضخامت به جهت توزیع درجه جایگذاری شود. معادله گذرای انتقال حرارت یک

حرارت در ضخامت پوسته استفاده شده است. لحاظ نمودن اثر وابستگی حرارتی خواص ترمودینامیکی پوسته 

ادله انتقال حرارت با استفاده از روش سازی مکانی مع، سبب غیرخطی شدن این معادله خواهد شد. گسسته

سازی مکانی با صورت می پذیرد. درنهایت دستگاه معادلات حاصل از این گسسته 1تفاضل محدود مرکزی

 تحلیل شده و توزیع درجه حرارت به دست خواهدآمد. 2نیکلسون-استفاده از روش کرنک

سازی مکانی شده و دستگاه گسسته 3تزمعادلات حرکت و شرایط مرزی پوسته نیز با استفاده از روش ری

 تحلیل خواهد شد. 4گام زمانی نیومارکبهسازی مکانی با استفاده از روش گاممعادلات حاصل از این گسسته
 

 کرویمعادلات اساسی پوسته  -2
و زاویه  R، شعاع آن hشود. ضخامت پوسته شده از مواد هدفمند در نظر گرفته مییک پوسته کروی ساخته

 .مفروض است( 6باشد. دستگاه مختصات کروی مطابق شکل )می 𝜑از مرکز 

شود. بدین ترتیب خواص از مدل وویت استفاده می FGM به جهت تعیین خواص مکانیکی پوسته 

مکانیکی ماده نظیر مدول الاستیسیته، ضریب پواسون، هدایت حرارتی، ضریب انبساط حرارتی، ظرفیت 

عنوان تابعی خطی از نسبت حجمی فلز و سرامیک در نظر گرفته خواهد شد. گرمایی ویژه و چگالی به

نشان داده و تابع دما و ضخامت در نظر گرفته شود، با  P(z,T)د با که خاصیت مکانیکی ماده هدفمندرصورتی

 توان نوشت:ها میاستفاده از قانون مخلوط

(2) 𝑃(𝑧, 𝑇) = 𝑃𝑚(𝑇) 𝑉𝑚(𝑧) + 𝑃𝐶(𝑇) 𝑉𝐶(𝑧) 

باشد. همچنین بیانگر خاصیت مکانیکی فلز و سرامیک می 𝑃𝐶(𝑇)و  𝑃𝑚(𝑇)های در معادله بالا اندیس

𝑉𝑚(𝑧)  و𝑉𝐶(𝑧)  شود:صورت زیر تعریف میحجمی فلز و سرامیک بوده و بهنسبت 

(3)    𝑉𝐶(𝑧) = (
1

2
+
𝑧

ℎ
)

𝜁

 

(4) 𝑉𝑚(𝑧) = 1 − (
1

2
+
𝑧

ℎ
)

𝜁

 

                                                                                                                                              
1 Central Finite Difference 
2 Crank-Nicolson 
3  Ritz 
4 Newmark 
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بیانگر نماد ماده هدفمند است. این ضریب تغییرات درصد حجمی  𝜁در رابطه نسبت حجمی فوق، اندیس 

کننده این است که سطح فوقانی کند. رابطه فوق بیاناجزای ماده هدفمند را در طول ضخامت کنترل می

 باشد. پوسته دارای خواص کاملاً سرامیکی و سطح پایین آن دارای خواص کاملاً فلزی می

اده هدفمند با استفاده از رابطه تولوکیان بری هر جزء فلزی و یا وابستگی دمایی خواص مکانیکی م

صورت شده است. بر اساس این رابطه، هریک از خواص مکانیکی فلز و سرامیک را به سرامیکی در نظر گرفته

 ( بیان نمود:9توان به شکل رابطه )تابع غیرخطی از دما می

(9) 𝑃(𝑇) =  𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇

2 + 𝑃3𝑇
3) 

 به ها ضرایب وابستگی دمایی بوده و برای هر جزء فلزی و سرامیکی ماده هدفمند، منحصر𝑃𝑖در رابطه فوق، 

 بیانگر دما برحسب کلوین است.  Tباشند. همچنین فرد می

وابستگی مکانی و دمایی خواص مکانیکی ماده هدفمند در نظر  (9)تا  (2)ترتیب با استفاده از روابط  این به

 آید.شده از مواد هدفمند، معادلات حاکم بر آن به دست میه خواهد شد. پس از توصیف پوسته ساختهگرفت

 

 

 هندسه پوسته کروی مورد بررسی و دستگاه مختصات مربوطه. -1شکل
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 فرضیات حرکت -3
هاست که ترین تئوری پوستهساده است. این تئوری استفاده شده مرتبه اول برشیتئوری در این پژوهش از 

گیرد. اگر یک المان از پوسته دورانی در نظر گرفته شود اثرات برشی را در تغییر شکل پوسته در نظر می

روی سطح المان  xyz. سیستم مختصات اندشده انتخابهمان خطوط انحنای اصلی   βو  αمحورهای منحنی 

 zو  βمماس بر منحنی  y، محور αمماس بر محور منحنی  o مبدأدر  xگردد که محور ی انتخاب میاگونهبه

,𝜑)در نقطه  wو  u ،vهای باشد. جابجاییمرکز انحنا می طرفبه 𝜃, 𝑧) صورت تابعی از از صفحه میانی به

 :]21[ شود. یعنیهای این صفحه بیان میجابجایی

 ندارند. 𝜃ها تابعیت های کروی به علت تقارن، جابجاییاست در پوسته ذکر قابل

 
 جابجایی-معادلات کرنش -4

( 1ی میانی و تغییر در انحنای پوسته، طبق روابط )کرنش در هر نقطه از پوسته با استفاده از کرنش صفحه

 :استمحاسبه قابل

𝜀𝜑𝜑 الف(-1) = 𝜀𝜑𝜑 + 𝑧𝜅𝜑𝜑 

𝜀𝜃𝜃 ب(-1) = 𝜀𝜃𝜃 + 𝑧𝜅𝜃𝜃 

𝛾𝜑𝜃 پ(-1) = 𝛾𝜑𝜃0 + 𝑧𝜅𝜑𝜃 

𝛾𝜑𝑧 ت(-1) = 𝛾𝜑𝑧0 + 𝑧𝜅𝜑𝑧 

𝛾𝜃𝑧 ث(-1) = 𝛾𝜃𝑧0 + 𝑧𝜅𝜃𝑧 

 خواهد بود: (8)کارمن روابط کرنش به صورت روابط -خطی و طبق  رابطه فوندر کرنش غیر

𝜀𝜑𝜑 الف(-8) = 
1

𝑅
𝑢′ +

𝑤

𝑅
+ 
𝑍

𝑅
𝛼′ +

1

2𝑅2
𝑊′2 

𝜀𝜃𝜃 ب(-8) = 
1

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑠𝑖𝑛 𝜑
𝑢 +

𝑤

𝑅
+  𝑍

1

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑠𝑖𝑛 𝜑
𝛼′ 

𝛾𝜑𝜃 پ(-8) = 
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜑
+
𝑤

𝑅
+ 
𝑣

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑠𝑖𝑛 𝜑
+ 𝑍[

1

𝑅
𝛽′ − 

𝛽

𝑅

𝑐𝑜𝑠 𝜑

𝑠𝑖𝑛 𝜑
] 

𝛾𝜑𝑍 ت(-8) = 
−𝑢

𝑅
+
1

𝑅
𝑤′ + 𝛼 

 ث(-8)

 
 

𝛾𝜃𝑍 = 
−𝑣

𝑅
+ 𝛽 

𝑢 الف(-1) = 𝑢0(𝜑, 𝜃)  + 𝑧𝛼(𝜑, 𝜃) 

𝑣 ب(-1) = 𝑣0(𝜑, 𝜃) + 𝑧𝛽(𝜑, 𝜃) 

𝑤 پ(-1) = 𝑤0(𝜑, 𝜃) 
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 معادلات ساختاری -5
 :خواهند شدهای کرنش و تغییر دما در پوسته، معین ها برحسب مؤلفهپس از یافتن کرنش، تنش

(5) 

[
 
 
 
 
𝜎𝜑𝜑
𝜎𝜃𝜃
𝜎𝜃𝑧
𝜎𝜑𝑧
𝜎𝜑𝜃 ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄12 𝑄22 0 0 0
0 0 𝑄44 0 0
0 0 0 𝑄55 0
0 0 0 0 𝑄66]

 
 
 
 

(

 
 

{
 
 

 
 
𝜀𝜑𝜑
𝜀𝜃𝜃
𝛾𝜃𝑧
𝛾𝜑𝑧
𝛾𝜑𝜃}

 
 

 
 

−

{
 
 

 
 
(𝑇 − 𝑇0)𝛼𝜑
(𝑇 − 𝑇0)𝛼𝜃

0
0
0 }

 
 

 
 

)

 
 

 

 توان نوشت:( در رابطه فوق می𝑄𝑖𝑗) 1یافتهکاهشبرای ضریب ماتریس سفتی 

𝑄11 الف(-60) = 𝑄22 =
𝐸(𝑧, 𝑇)

1 − 𝑣2(𝑧, 𝑇)
 

𝑄12 ب(-60) = 𝑄21 = 𝑣(𝑧, 𝑇) 
𝐸(𝑧, 𝑇)

1 − 𝑣2(𝑧, 𝑇)
= 𝑣(𝑧, 𝑇)𝑄11 

 پ(-60)
𝑄44 = 𝑄55 = 𝐾

2  
𝐸(𝑧, 𝑇)

2(1 + 𝑣(𝑧, 𝑇))
 

 ت(-60)
𝑄66 =

𝐸(𝑧, 𝑇)

2(1 + 𝑣(𝑧, 𝑇))
 

گونه که عنوان شد، باشد. البته همانضریب تصحیح برشی در تئوری برشی مرتبه اول می 𝐾2در روابط بالا 

هایی به جهت تعیین این باشد. پژوهشاین ضریب تابع شرایط مرزی، نوع اعمال بار و جنس ماده نیز می

 ضریب برای مواد هدفمند نیز صورت پذیرفته است. 

 

 های تنشمنتجه -6
های تنش از روابط زیر محاسبه ها، منتجههای تنش و با استفاده از این مؤلفهمؤلفهپس از به دست آوردن 

ای بر واحد طول و نیروی برشی عرضی بر واحد طول روابط زیر برقرار شود. به ترتیب برای نیروی صفحهمی

 خواهد بود:

,𝑁𝜑𝜑) الف(-66) 𝑁𝜃𝜃 , 𝑁𝜑𝑍, 𝑁𝜃𝜑, 𝑁𝜃𝑍) = ∫ (𝜎𝜑𝜑, 𝜎𝜃𝜃 , 𝜎𝜑𝑍, 𝜎𝜃𝜑, 𝜎𝜃𝑍)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

,𝑀𝜑𝜑) (ب-66) 𝑀𝜃𝜃 , 𝑀𝜃𝜑) = ∫ (𝜎𝜑𝜑, 𝜎𝜃𝜃 , 𝜎𝜃𝜑)𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

ب( میتوان این روابط را به شکل -66الف( و )-66( در روابط )5به عبارت دیگر پس از جایگذاری رابطه )

 پ( خلاصه کرد:-66رابطه )

                                                                                                                                              
1 Reduced Stiffness Matrix 
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 پ(-66)

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑁𝜑𝜑
𝑁𝜃𝜃
𝑁𝜑𝜃
𝑀𝜑𝜑

𝑀𝜃𝜃

𝑀𝜑𝜃

𝑄𝜃𝑧
𝑄𝜑𝑧 }

 
 
 
 

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 0 𝐵11 𝐵12 0 0 0
𝐴21 𝐴22 0 𝐵21 𝐵22 0 0 0
0 0 𝐴66 0 0 𝐵66 0 0
𝐵11 𝐵12 0 𝐷11 𝐷12 0 0 0
𝐵21 𝐵22 0 𝐷21 𝐷22 0 0 0
0 0 𝐵66 0 0 𝐷66 0 0
0 0 0 0 0 0 𝐴44 0
0 0 0 0 0 0 0 𝐴55]

 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 
𝜀𝜑𝜑0
𝜀𝜃𝜃0
𝛾𝜑𝜃0
𝜅𝜑𝜑
𝜅𝜃𝜃
𝜅𝜑𝜃
𝛾𝜃𝑧0
𝛾𝜑𝑧0}

 
 
 

 
 
 

−

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑁𝜑𝜑
𝑇

𝑁𝜃𝜃
𝑇

𝑁𝜑𝜃
𝑇

𝑀𝜑𝜑
𝑇

𝑀𝜃𝜃
𝑇

𝑀𝜑𝜃
𝑇

0
0 }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

بیانگر ماتریس  Dijفشاری، ضرایب  –های ماتریس سفتی کششی بیانگر مؤلفه 𝐴𝑖𝑗ضرایب بطه که در این را

شوند. شدگی کشش و خمش در نظر گرفته میهای ماتریس جفتبیانگر مؤلفه 𝐵𝑖𝑗سفتی خمشی و ضرایب 

 شوند:محاسبه می (62رابطه )صورت ( به𝑄𝑖𝑗یافته )ها با استفاده از ضرایب ماتریس سفتی کاهشاین مؤلفه

(62) {

𝐴𝑖𝑗
𝐵𝑖𝑗
𝐷𝑖𝑗

} = ∫{
1
𝑧
𝑧2
} 𝑄𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 شود:محاسبه می (63از رابطه )( 62نیرو و ممان حرارتی در رابطه )

(63) (𝑁𝑇 , 𝑀𝑇) = ∫ (1, 𝑧)
1

1 − 𝑣(𝑧, 𝑇)
𝐸(𝑧, 𝑇)𝛼(𝑧, 𝑇)(𝑇 − 𝑇0)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 

 پروفیل دما -7
شود. در پوسته شده از مواد هدفمند بررسی میساختهدر این قسمت چگونگی یافتن توزیع دما در پوسته 

FGM بعدی و در راستای ضخامت های آن معمولاً در نظر گرفتن انتقال حرارت یکو متناسب با کاربرد

از  FGMکند، لذا در اینجا و در بررسی ارتعاشات حرارتی پوسته کفایت نموده و دقت کافی را فراهم می

 :]21[باشدصورت زیر میبعدی در غیاب تولید حرارت داخلی، بهی انتقال حرارت یکمعادله

(64) 
T T(K(z,T) ) (z,T)C (z,T)

z z t

  
 

  
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شده در نظر گرفته 0Tپیش از اعمال تحریک حرارتی پوسته و در زمان اولیه، دمای پوسته در دمای مرجع 

 توان نوشت:ی انتقال حرارت بالا میی معادلهاست. بنابراین برای شرط اولیه

(69) 𝑇(𝑧, 0) = 𝑇0 

تواند حالات متعددی داشته باشد. به بیان دیگر سطوح فوقانی و تحتانی می (64شرایط مرزی برای رابطه )

ی مختلف بارگذاری حرارتی شده و تحریک دمایی آن سبب شود. لیکن در این هابه صورتتواند پوسته می

صورت است. شرط مرزی در این دو حالت بهپژوهش به بررسی دو حالت مختلف تحریک حرارتی بسنده شده 

 باشد:زیر می

 اند.حالت اول: سطوح بالایی و پایینی پوسته در دمای ثابتی قرار داده شده

(61) 𝑇 (
ℎ

2
 , 𝑡) = 𝑇𝑐(𝑡)   , 𝑇 (−

ℎ

2
 , 𝑡) = 𝑇𝑚(𝑡) 

-می FGMبه ترتیب دمای سطوح بالایی )سرامیکی( و پایینی )فلزی( پوسته  Tm(t)و  cT(t)ی بالا، در رابطه 
 باشد.

 حالت دوم: سطح بالایی پوسته در دمای ثابتی قرار داده شده و سطح پایینی آن عایق شده است.

(61) 𝑇 (
ℎ

2
 , 𝑡) = 𝑇𝑐(𝑡)   ,

𝜕

𝜕𝑧
(𝑇 (−

ℎ

2
 , 𝑡)) = 0 

( تحلیل آن 64ی )ی انتقال حرارت رابطهترتیب با معین نمودن شرایط اولیه و شرایط مرزی معادله این به

مستقل از حرارت در نظر گرفته  FGMی ادهمکه خواص مکانیکی دانیم درصورتیمی پذیر خواهد بود.امکان

 1های با استفاده از روش جداسازی متغیرآسانبهی خطی تبدیل شده و معادله بهی انتقال حرارت شود، معادله

ی رخطیغای دلهباشد. ولی با توجه به در نظر گرفتن وابستگی دمایی، این معادله تبدیل به معامی حلقابل

ابتدا  با استفاده از . ]28[است نیکلسون استفاده شده –خواهد شد. برای حل این معادلات  از روش کرنک 

 گیرد:سازی مکانی  صورت میروش تفاضل محدود مرکزی گسسته

(68) 𝐾(𝑧𝑖 , 𝑇𝑖)
𝑇𝑖+1 − 2𝑇𝑖 + 𝑇𝑖−1

∆2
+ 𝐾,𝑧(𝑧

𝑖 , 𝑇𝑖)
𝑇𝑖+1 − 𝑇𝑖−1

2∆
= 𝜌(𝑧𝑖 , 𝑇𝑖)𝑐(𝑧𝑖 , 𝑇𝑖)𝑇̇𝑖 

 پس از جایگذاری شرایط مرزی دمایی، این معادله به شکل زیر خواهد بود:

(65) [𝐶𝑇(𝑇)]{𝑇̇} + [𝐾𝑇(𝑇)]{𝑇} = {𝐹𝑇(𝑇)} 

شوند. حال برای به دست آوردن پروفیلل سازی شده محاسبه میاز معادله گسسته Fو  C ،Kهای ماتریس

صورت که در هلر گلام زملانی خلواص دمایی، بایستی در هر گام زمانی یک پروسه تکراری انجام شود. به این 

محاسبه و  مجدداً (65)آمده از معادله دستبه Tشوند. سپس این خواص در ماده در دمای مرجع محاسبه می

 در معادله جایگزین خواهد شد تا این معادله دوباره حل شود.

                                                                                                                                              
1 Separation of Variables  
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 معادله حرکت -8
صل همیلتون با توجه به عدم در نظر از اصل همیلتون استفاده نموده و معادلات حاکم را به دست آورد. ا

 آید:صورت زیر درمیبه FGMگرفتن نیروی خارجی در ارتعاشات حرارتی پوسته 

𝛿 الف(-20) (∫ (𝑇 − 𝑈)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

) = 0 

𝛿 ب(-20)

{
 
 

 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝛼
𝛽 }
 
 

 
 

|
|

𝑡=𝑡1

= 𝛿

{
 
 

 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝛼
𝛽 }
 
 

 
 

|
|

𝑡=𝑡2

=

{
 
 

 
 
0
0
0
0
0}
 
 

 
 

 

محاسبه نماییم. انرژی جنبشی های موردنیاز برای استفاده از اصل همیلتون را بایست عبارتحال می

 شود.صورت زیر محاسبه میپوسته با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول به

(26) 𝑇 =
1

2
∬

(

 
 
∫𝜌𝑉2𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2 )

 
 
𝑑𝑥𝑑𝑦 

با قرار دادن رابطه سرعت در مختصات کارتزین در رابطه بالا و همچنین استفاده از روابط زیر برای اینرسی 

 پوسته:

(22) {
𝐼1
𝐼2
𝐼3

} = ∫ {
1
𝑧
𝑧2
} 𝜌(𝑧, 𝑇)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 توان نوشت:برای انرژی جنبشی پوسته می

(23) 
𝛿𝑇 =  ∫(𝐼1 ∗ (𝑢̇𝛿𝑢̇ +𝑣̇𝛿𝑣̇  +𝑤 ̇ 𝛿𝑤)̇ + 𝐼2 ∗ (𝑢̇𝛿𝛼̇ + 𝛼̇𝛿𝑢̇ + 𝑣̇𝛿𝛽̇ + 𝛽̇𝛿𝑣̇)

+ 𝐼3 ∗ (𝛼̇𝛿𝛼̇ + 𝛽̇𝛿𝛽̇)) 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑 

 توان نوشت:اکنون برای یافتن عبارت دوم اصل همیلتون می

(24) 
𝛿𝑢 =∬(𝜎𝜑𝜑 𝛿𝜀𝜑𝜑 + 𝜎𝜃𝜃𝛿𝜀𝜃𝜃 + 𝜎𝜃𝜑𝛿𝛾𝜃𝜑 + 𝜎𝜑𝑍𝛿𝛾𝜑𝑍 + 𝜎𝜃𝑍𝛿𝛾𝜃𝑍)

∗ 2𝜋𝑅2 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑑𝜑 𝑑𝑧 

های ها در پوسته کروی اشاره خواهد شد. برای شرایط مرزی، حالتحال به انواع شرایط مرزی و نحوه بیان آن

 توان در نظر گرفت:متداول زیر را می

 گاه گیردار:تکیه -6

φ = 𝜑0        𝑢 = 0, 𝑣 = 0,          𝑤 ≠ 0,          𝛼 = 0,          𝛽 = 0 

φ = 𝜑1        𝑢 = 0, 𝑣 = 0,          𝑤 = 0,          𝛼 = 0,          𝛽 = 0 
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 گاه ساده:تکیه -2

φ = 𝜑0        𝑢 = 0, 𝑣 = 0,          𝑤 ≠ 0,          𝛼 = 0,          𝛽 = 0 
φ = 𝜑1        𝑢 = 0, 𝑣 = 0,          𝑤 = 0,          𝛼 ≠ 0,          𝛽 ≠ 0 

 

 لبه آزاد: -3

φ = 𝜑0        𝑢 = 0, 𝑣 = 0,          𝑤 ≠ 0,          𝛼 = 0,          𝛽 = 0 

φ = 𝜑1        𝑢 ≠ 0, 𝑣 ≠ 0,          𝑤 ≠ 0,          𝛼 ≠ 0,          𝛽 ≠ 0 
 

 

 و بررسی نتایج -9
ی اعمال بایست صحت معادلات و همچنین درستی نحوه، میFGMقبل از بررسی ارتعاشات حرارتی پوسته 

موردبررسی قرار گیرد. برای حصول اطمینان از معادلات و  تحقیقشده در این های عددی استفادهروش

 پذیرد.صورت میگرفته است، ای با کارهایی که تاکنون انجامشده مقایسههمچنین صحت محاسبات انجام

ای مستقیماً بر روی ارتعاشات حرارتی پوسته کروی گونه که عنوان شد، تاکنون هیچ مطالعههمان

ی های جرم و سختی پوستهشده از مواد هدفمند انجام نشده است. لذا به جهت بررسی صحت ماتریسساخته

FGM صورت با این کار جنس پوسته به ی هدفمند را برابر صفر قرار داده کهدر این پژوهش، نمای ماده

ی ایزوتروپیک که در کارهای قبلی موجود است، توان نتایج را با پوستهشده و میایزوتروپیک در نظر گرفته

 اعتبارسنجی نمود.

، متناظر با برخی از شرایط FGMی پوسته بعد شدهفرکانس طبیعی اساسی بی( 4( تا )6ل )وادر جد

ی موجود در شدهو همچنین مقدار محاسبه φو در زوایای مختلف  R/h های مختلفمرزی برای نسبت

آمده در این پژوهش و مقادیر موجود در دستی نتایج بهمطالعات پیشین آورده شده است. از مقایسه

درستی صورت گونه استنباط نمود که استخراج معادلات و حل عددی بهتوان اینشده میتحقیقات انجام

 باشند.آمده دارای دقت کافی میدستهای جرم و سفتی بهماتریسپذیرفته و 

 

 های جرم و سفتی با استفاده از مقایسه فرکانس طبیعی اعتبارسنجی ماتریس -1جدول

 گاه گیردار.، تکیه.R/h=100 ،K=5/6 ،بعد شدهاساسی بی

 ]25[نتایج مرجع تحقیق حاضر

1124/0 110/0 
5386/0 538/0 
5831/0 584/0 
0282/6 020/6 
6621/6 016/6 
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 های جرم و سفتی  با استفاده از مقایسه فرکانس طبیعیاعتبارسنجی ماتریس -2جدول      

 ، لبه آزاد..R/h=200 ،K=5/6 ،بعد شدهاساسی بی        

φ=90 φ=60 φ=45 φ=30 
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
8102/0 8102/0 5656/0 5652/0 5480/0 5482/0 5195/0 5111/0 
5906/0 5903/0 5121/0 5136/0 5810/0 5811/0 0632/6 0610/6 
5111/0 5111/0 5524/0 5533/0 0633/6 0610/6 6093/6 6691/6 
5521/0 5508/0 0680/6 0699/6 0183/6 0101/6 3158/6 3395/6 
0046/6 009/6 0118/6 0928/6 2641/6 6126/6 8961/6 1045/6 

 

 

 های جرم و سفتی با استفاده از مقایسه فرکانس طبیعی اعتبار سنجی ماتریس  -3جدول        

 ، لبه آزاد..R/h=100 ،K=5/6 ،بعد شدهاساسی بی           
φ=90 φ=60 φ=45 φ=30 

تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
8109/0 8101/0 5655/0 5202/0 5453/0 5455/0 5154/0 5865/0 
5921/0 5936/0 5110/0 5180/0 5588/0 0068/6 0149/6 0813/6 
5831/0 5835/0 0665/0 0690/0 0111/6 0845/6 3153/6 4013/6 
0044/6 0065/6 0680/6 0533/6 0838/6 2198/6 6009/2 0618/2 
0444/6 0322/6 2950/6 2015/6 1541/6 9140/6 6518/3 8538/2 

 

 های جرم و سفتی با استفاده از مقایسه فرکانس طبیعی اعتبار سنجی ماتریس -4جدول       

 ، لبه آزاد..R/h=50 ،K=5/6 ،بعد شدهاساسی بی         
φ=90 φ=60 φ=45 φ=30 

تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع
تحقیق 

 حاضر
نتایج 

 ]25[مرجع

8168/0 8123/0 5222/0 5230/0 5921/0 5941/0 5522/0 0068/6 
5101/0 5165/0 5501/0 5542/0 0448/6 0991/6 2818/6 3213/6 
5510/0 5519/0 0886/6 0586/6 2594/6 3200/6 6204/2 6881/2 
0984/6 0905/6 3492/6 3619/6 8561/6 8362/6 1925/3 9319/3 
6531/6 6939/6 8028/6 1191/6 8016/2 9111/2 3931/4 3935/4 
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ها های عددی بر آنی فرکانس طبیعی اساسی از صحت معادلات و درستی اعمال روشمقایسه پس از

منظور جنس سرامیک و فلز این  بهحال به بیان نتایج پرداخته خواهد شد. اطمینان حاصل شد. 

 6سیلیکون نیترید ،FGMشده است. جز سرامیکی پوسته ی هدفمند ثابت در نظر گرفتهی مادهدهندهتشکیل

(4N3Siو جز فلزی آن فولاد ضدزنگ )2 (403SUSدر نظر گرفته ) شده است. خواص این دو ماده برای استفاده

 شده است.ارائه (9)ی هدفمند با لحاظ وابستگی دمایی در جدول در فرمول تولوکیان و یافتن خواص ماده

در نظر  K0T 300=در این پژوهش دمای مرجع که پوسته پیش از تغییر شکل در آن دما قرار دارد، 

نظر شود ی دمایی صرفبرای یافتن خواص ترمومکانیکی ماده از تأثیرات وابستگ کهیشده است. درصورتگرفته

شود. در این حالت خواص ها مقدار دما برابر دمای مرجع قرار داده میی زماندر فرمول تولوکیان در همه

 شود.ی این فصل نشان داده میدر ادامه 3TIDشده و با نماد مستقل از دما در نظر گرفته

شده و در هر زمان و دمایی خواص فرض تأثیر وابستگی دمایی لحاظ صورت پیشاما در این پژوهش به

ترمومکانیکی پوسته با قرار دادن دمای همان لحظه از همان مکان از ضخامت پوسته در فرمول تولوکیان 

جز مواردی به مواردنشان داده شده است. در تمام  4TDروز خواهد شد. این حالت با نماد دوباره محاسبه و به

های بعد موارد مؤثر بر ارتعاشات حرارتی پوسته در بخش است.که ذکرشده، وابستگی دمایی لحاظ شده 

شده از مواد هدفمند موردبررسی قرار خواهند گرفت. لازم به ذکر است سایر پارامترهای موردنیاز برای ساخته

 شود.طور جداگانه بیان میدر هر قسمت به FGMتحلیل پوسته 

 .]30[ منظور بیان نتایجبه FGMخواص پوسته  -5جدول

𝑃3 𝑃2 𝑃1 𝑃0 𝑃−1 ماده خاصیت 

0 0 8.086e-4 12.33e-6 0 ∝ ⌈1/𝐾⌉ 

SUS304 

0 -6.534e-7 3.079e-4 201.04e+9 0 𝐸⌈𝑃𝑎⌉ 

-7.223e-10 2.092e-6 -1.264e-3 15.379 0 𝐾⌈𝑊/𝑚𝐾⌉ 
0 0 0 8166 0 𝜌⌈𝑘𝑔/𝑚3⌉ 
0 3.797e-7 -2.002e-4 0.3262 0 𝜐 

-5.863e-10 1.636e-6 -1.0151e-3 496.56 0 𝐶𝑣⌈𝐽/𝑘𝑔𝐾⌉ 
0 0 9.10e-04 5.87e-06 0 ∝ ⌈1/𝐾⌉ 

Si3N4 

-8.95e-11 2.16e-07 -3.07 e -04 3.48e +11 0 𝐸⌈𝑃𝑎⌉ 

-7.88e-11 5.47e-07 -1.03e-03 13.723 0 𝐾⌈𝑊/𝑚𝐾⌉ 

0 0 0 2370 0 𝜌⌈𝑘𝑔/𝑚3⌉ 
0 0 0 0.24 0 𝜐 

-1.67e-10 2.92e-07 1.02e-03 555.11 0 𝐶𝑣⌈𝐽/𝑘𝑔𝐾⌉ 

                                                                                                                                              
1 Silicon Nitride 
2 Stainless Steel 
3 Temperature Independent 
4 Temperature Dependent 
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 تأثیر در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی 

اهمیت تأثیر در نظر گرفتن وابستگی حرارتی خواص ترمومکانیکی پوسته  ،در گام اول از بیان نتایج

( 1)ی اعمال بار حرارتی در جدول شده از مواد هدفمند بررسی خواهد شد. مشخصات پوسته و شیوهساخته

در دو حالتی که خواص  FGMی میانی پوسته ی حرارت صفحهتغییرات درجه (2)در شکل  است.بیان شده 

ترمومکانیکی پوسته مستقل و وابسته به دما هستند، نشان داده شده است. در تحریک حرارتی صورت گرفته، 

ر ناگهانی در دو طوبارگذاری حرارتی حالت اول بوده و این بدان معناست که سطح تحتانی و فوقانی پوسته به

شود، لحاظ نمودن اثر وابستگی دمایی خواص پوسته طور که ملاحظه میهمان اند.شدهدمای ثابت قرار داده

ها شود، در تمام زمانی انتقال حرارت محاسبه میی حرارتی که از طریق حل معادلهشود درجهسبب می

آمده است. همچنین دستدمایی خواص پوسته به تر از دمایی باشد که بدون در نظر گرفتن وابستگیپایین

 یابد.ر دماهای بالاتر افزایش میتفاوت میان این دو حالت با گذشت زمان و د

، TDگونه بیان نمود که با توجه به تغییر خواص ترمومکانیکی پوسته در حالت توان ایندلیل این امر را می

یافته و به ی تولوکیان کاهشدماهای بالا و با توجه به رابطهتبع آن نفوذ حرارت در هدایت حرارتی پوسته و به

شده با در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی پوسته ی حرارت تخمین زدههمین سبب درجه

اند، کمتر بوده و همچنین با گذشتن زمان کاهش نسبت به حالتی که خواص پوسته مستقل از دما فرض شده

به ترتیب تغییرات نیروی محوری حرارتی و ممان حرارتی پوسته  (4)و شکل ( 3)در شکل  یابد.می

شده از مواد هدفمند در دو حالتی که خواص ترمومکانیکی پوسته مستقل از دما و وابسته به آن ساخته

شود در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی گونه که ملاحظه میهستند بیان شده است. همان

دما فرض  از مستقل ی حرارت، نیرو و ممان حرارتی را بیشتر از حالتی که خواص پوستهبرخلاف درجه پوسته

 زند.اند، تخمین میشده

 

 تأثیر در نظر گرفتن وابستگی  در بررسی FGMمشخصات پوسته  -6جدول                         

 دمایی خواص ترمومکانیکی.                              

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 حالت اول حالت اعمال بار حرارتی

 2 نمای ماده هدفمند

cT  K100 

mT  K300 

H mm60  

R m6  
φ 50 
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 پوسته یکیترمومکان خواص کهیدرصورت( 6) اول، حالت یحرارت کیتحر تحت یانیم صفحه حرارت درجه راتییتغ -2شکل

 .باشد شده لحاظ یکیترمومکان خواص ییدما یوابستگ کهیدرصورت( 2. )شوند گرفته نظر در دما از مستقل
 

 
  پوسته یکیترمومکان خواص کهیدرصورت( 6) اول، حالت یحرارت کیتحر تحت یحرارت یروین راتییتغ -3شکل

 .باشد شده لحاظ یکیترمومکان خواص ییدما یوابستگ کهیدرصورت( 2. )شوند گرفته نظر در دما از مستقل
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  پوسته یکیترمومکان خواص کهیدرصورت( 6) اول، حالت یحرارت کیتحر تحت یحرارت ممان راتییتغ -4شکل

 .باشد شده لحاظ یکیترمومکان خواص ییدما یوابستگ کهیدرصورت( 2. )شوند گرفته نظر در دما از مستقل

 

گونه بیان نمود که نیروی محوری حرارتی و ممان حرارتی در هر زمان مبین توان ایندلیل این امر را می

ی میانی پوسته و گشتاور اول سطح این تابع نسبت به صفحه zنسبت به محور  f(z,T)سطح زیر نمودار تابع 

 باشند:می

(29) 
𝑓(𝑍, 𝑇) =

𝐸(𝑍, 𝑇)𝛼(𝑍, 𝑇)

1 − 𝜐(𝑍, 𝑇)
(𝑇 − 𝑇0) 

خواص، مقدار تابع فوق و همچنین گشتاور اول سطح آن با گذشت زمان با در نظر گرفتن تأثیر دمایی 

بیشتر از حالت  TDشود نیروی محوری حرارتی و ممان حرارتی در حالت یابد. این امر سبب میافزایش می

TID .بوده و همچنین با گذشت زمان افزایش یابد 

در دو حالتی که خواص  FGMی میانی پوسته نسبت جابجایی عرضی به ضخامت صفحه (9) در شکل

ی مهمی که از اند، نشان داده شده است. نکتهشدهترمومکانیکی پوسته مستقل و وابسته به دما در نظر گرفته

باشد. با های نسبتاً ضخیم میاستاتیکی در پوستهفرما بودن پاسخ شبهاین نمودار قابل استنباط است، حکم

توجهی در حرارت و همچنین معادلات حرکت پوسته، ارتعاشات قابلی انتقال توجه به حل دینامیکی معادله

های اینرسی پوسته که توان تأثیر کم ترمالبته با دقت در این نمودار می شود.این نمودار مشاهده نمی

 ارتعاشات بسیار اندکی را سبب شده است، مشاهده نمود. 
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های گونه نتیجه گرفت که در تحلیل پوستهتوان اینیپوشی بوده و مچشمراحتی قابلهای اینرسی بهتأثیر ترم

ی نکته باشد.نمی FGMنسبتاً ضخیم تحت تحریک حرارتی لزومی به حل دینامیکی معادلات حرکت پوسته 

این است که در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی جابجایی  دیآیدیگری که از این نمودار برم

-بینی میاند، پیشی حرارت فرض شدهعرضی پوسته را بیشتر از حالتی که خواص پوسته مستقل از درجه
بیشتر تخمین زدن نیرو و ممان حرارتی و تأثیر مستقیم این دو عامل بر معادلات به کند؛ که این امر با توجه 

 باشد.انتظار میکت پوسته، کاملاً قابلحر

تمام معادلات با استفاده از در نظر گرفتن وابستگی دمایی خواص ترمومکانیکی پوسته تحلیل  در ادامه

 شده و نتایج آن بیان شده است.

 

 بررسی وجود ارتعاشات حرارتی 
پرداخته و میزان  FGMدر گام دوم از بیان نتایج این پژوهش، به بررسی وجود ارتعاشات حرارتی در پوسته 

شود. بدین منظور با استاتیکی در پوسته تحت تحریک حرارتی موردبررسی قرار داده میکارآمدی پاسخ شبه

دینامیکی تحت تحریک دمایی ثابت قرار دادن شعاع و زاویه پوسته کروی، ضخامت را تغییر داده و پاسخ 

بیان شده است. پاسخ دینامیکی پوسته  (1)شود. مشخصات پوسته در جدول حالت اول محاسبه می

 نشان داده شده است. (1)های مختلف در شکل شده از مواد هدفمند به ازای ضخامتساخته

 

 
 خواص کهیدرصورت( 6) اول، حالت یحرارت کیتحر تحت پوسته یمرکز نقطه ضخامت به یعرض ییجابجا سبتن -5شکل

 .باشد شده لحاظ یکیترمومکان خواص ییدما یوابستگ کهیدرصورت( 2. )شوند گرفته نظر در دما از مستقل پوسته یکیترمومکان
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های های ضخیم و حتی نسبتاً ضخیم که تأثیر ترمگونه استنباط نمود که در پوستهاین قسمتاز نتایج این 

های نماید؛ اما برای تحلیل پوستهاستاتیکی جهت تحلیل کفایت میاست، پاسخ شبه اینرسی پوسته ناچیز

ی انتقال حرارت، بایست علاوه بر معادلهی ارتعاشات ناشی از بارگذاری حرارتی، مینازک و با توجه به مشاهده

 .صورت دینامیکی مورد تحلیل قرار گیردمعادلات حرکت پوسته نیز به

 

 ی.وجود ارتعاشات حرارت یدر بررس FGMمشخصات پوسته  -7جدول

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 حالت اول حالت اعمال بار حرارتی

 6 ی هدفمندنمای ماده

Tc 320 K 

Tm  K300 
H mm 6،2،9،60 
R m6  

φ 50 

 

 

 تحت تحریک حرارتی حالت اول. FGMپاسخ دینامیکی نقطه مرکزی پوسته  -6شکل
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 ماده هدفمند تأثیر نمای 

شده از مواد ی ساختههای پوستهی پاسخی هدفمند و همچنین مقایسهتأثیر نمای مادهدر این قسمت 

استاتیکی و استاتیکی بررسی خواهد شد. مشخصات پوسته و نوع هدفمند در سه نوع تحلیل دینامیکی، شبه

 شده است. مشخص (8)بارگذاری حرارتی در جدول 

صورت استاتیکی و ی انتقال حرارت و معادلات حرکت بهیافتن پاسخ استاتیکی معادله لازم به ذکر است در

ی انتقال حرارت استاتیکی، معادلههای اینرسی مورد تحلیل قرار گرفته است. در تحلیل شبهنظر از ترمبا صرف

معادلات حرکت شود و در صورت دینامیکی تحلیل شده و در هر لحظه نیرو و ممان حرارتی محاسبه میبه

صورت استاتیکی تحلیل قرار داده خواهد شد. به این صورت که در هر لحظه معادلات حرکت به FGMپوسته 

ی انتقال حرارت و معادلات در یافتن پاسخ دینامیکی معادله آید.به دست می یکیاستاتشده و پاسخ شبه

تا  (1)شود. از شکل اینرسی تحلیل می هایصورت دینامیکی و با در نظر گرفتن ترمبه FGMحرکت پوسته 

تحت  FGMو استاتیکی نقطه مرکزی پوسته  یکیاستاتهای دینامیکی، شبهی پاسخبه مقایسه (60)شکل 

 شده است.ی هدفمند متفاوت پرداختهبارگذاری حرارتی حالت اول و به ازای نمای ماده

بر پاسخ  یکیاستاتثانیه پاسخ شبه گونه که در نمودارها مشخص است، پس از گذشت چند صدمهمان

دما به حالت پایدار رسیده و  جیتدرشود. علت این امر این است که با گذشت زمان بهاستاتیکی منطبق می

شود با گذشت زمان کند و این مسئله سبب میهای حرارتی به مقدار ثابتی میل میتبع آن نیروها و ممانبه

ی شود که دامنههمچنین در این نمودارها ملاحظه می پوسته ایجاد نگردد.استاتیکی تغییری در پاسخ شبه

که درنهایت و پس از گذشت زمان، به علت تأثیر یابد تا اینتدریج افزایش میبه FGMپاسخ دینامیکی پوسته 

وند، شاستاتیکی بر هم منطبق میهای اینرسی پوسته حول مقدار ثابتی که در آن پاسخ استاتیکی و شبهترم

لازم به ذکر است دلیل میل نمودن پاسخ دینامیکی به مقداری ثابت همانند علتی است که در  کند.نوسان می

که های قبل نیز اشاره شد، درصورتیطور که در قسمتاستاتیکی عنوان شد. البته همانمورد پاسخ شبه

وده و پاسخ حاصل از تحلیل دینامیکی های اینرسی ناچیز بتوجهی باشد، تأثیر ترمپوسته دارای ضخامت قابل

 استاتیکی منطبق خواهد شد.های ناشی از تحلیل استاتیکی و شبهنیز بر پاسخ

 

 ی هدفمند.در بررسی نمای ماده FGMمشخصات پوسته  -8جدول

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 حالت اول حالت اعمال بار حرارتی

 0،6،2،9 ی هدفمندنمای ماده

Tc K360 
Tm K300 
H mm6 
R m6 

φ 50 
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  FGM پوسته یمرکز نقطه یکیاستات و یکیاستاتشبه ،یکینامید هایپاسخ سهیمقا -7شکل

 ζ=0. اول حالت یحرارت کیتحر تحت

 

  FGM پوسته یمرکز نقطه یکیاستات و یکیاستاتشبه ،یکینامید یاهپاسخ سهیمقا -8شکل

 .ζ=6. اول حالت یحرارت کیتحر تحت
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  FGM پوسته یمرکز نقطه یکیاستات و یکیاستاتشبه ،یکینامید یاهپاسخ سهیمقا -9شکل

 .ζ=2. اول حالت یحرارت کیتحر تحت

 

 

  FGM پوسته یمرکز نقطه یکیاستات و یکیاستاتشبه ،یکینامید یاهپاسخ سهیمقا -11شکل

 .ζ=9. اول حالت یحرارت کیتحر تحت

www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID
 699                                                                                           ...محوری واداشته از حرارت درتحلیل ارتعاشات غیرخطی متقارن

ها به ازای افزایش ی پاسخشود، افزایش دامنهنمودارها مشاهده میی حائز اهمیت دیگری که در این نکته

شود نسبت حجمی ی هدفمند افزایش یابد سبب میباشد. هر چه نمای مادهی هدفمند مینمای ماده

ی هدفمند به سمت خواص فلزی میل بیشتری یافته و خواص مادهکاهش FGMسرامیک در معادلات پوسته 

اینکه فلز در مقایسه با سرامیک مقاومت کمتری در برابر اعمال بار حرارتی دارد طبیعی  پیدا کند. با توجه به

است با میل نمودن خواص پوسته به سمت خواص فلزی، میزان جابجایی عرضی ناشی از اعمال بارگذاری 

هر چه ی نمودارهای این قسمت مشاهده نمود که توان با مقایسههمچنین می حرارتی افزایش خواهد یافت.

نیز افزایش  FGMیابد، پریود ارتعاشات پوسته تبع آن نسبت حجمی فلز افزایش میی هدفمند و بهنمای ماده

ی ارتعاشات حرارتی پوسته بیان ی دامنهخواهد یافت. دلیل این امر نیز همانند علتی است که برای مقایسه

 باشد.شد، میل نمودن خواص به سمت خواص فلزی می

 
  های حرارتیبارگذاریتأثیر نوع 

شده از مواد های قبل با توجه به بررسی تأثیر عوامل مختلف در ارتعاشات حرارتی پوسته ساختهدر قسمت

هدفمند، در تمام موارد بارگذاری حرارتی ثابت و مطابق با حالت اول در نظر گرفته شد. در این قسمت تأثیر 

و مقایسه میان دو بارگذاری حالت اول و دوم بررسی  FGMنوع بارگذاری در پاسخ ارتعاشات حرارتی پوسته 

و با اعمال بارگذاری حرارتی  (5)ای با مشخصات نشان داده شده در جدول پوسته جهتنیخواهد شد. بد

طور ناگهانی در دمای ثابت قرار حالت دوم که در آن سطح تحتانی عایق حرارتی بوده و سطح فوقانی آن به

 شود.بررسی قرار داده می داده شده است، مورد
تحت تحریک حرارتی نوع دوم بیان  FGMی میانی پوسته ی حرارت صفحهتغییرات درجه( 66)در شکل 

توان دریافت که نفوذ حرارت در پوسته متأثر از تأثیر ی انتقال حرارت میشده است. با استفاده از معادله

شده از مواد هدفمند تابع نسبت های ساختهپوسته عواملی نظیر هدایت حرارتی، چگالی، ظرفیت ویژه و در

 باشد.ی هدفمند میتبع آن نمای مادهحجمی فلز و سرامیک و به

شود که در این نمودار و با توجه به لحاظ نمودن وابستگی حرارتی خواص ترمومکانیکی پوسته مشاهده می

یابد؛ اما با توجه به هدفمند کاهش می یهای ابتدایی میزان نفوذ حرارت با افزایش نمای مادهدر ثانیه

-شود که در زمانی هدفمند متفاوت، ملاحظه میتغییرات نامنظم خواص ترمومکانیکی پوسته به ازای ماده
های با نمادهای هدفمند غیر های بالاتر و همچنین در دماهای بیشتر، ترتیب میزان نفوذ حرارت در پوسته

 کند.صفر تغییر می

شود، عدم ی تمام سرامیکی )پوسته با نمای هدفمند صفر( تفاوتی که مشاهده میدر خصوص پوسته

باشد. تأثیرپذیری نفوذ حرارتی این پوسته از نسبت حجمی پوسته و تغییرات خواص در راستای ضخامت می

ت در وابسته است. این در حالی است که نفوذ حرار K / ρCvنفوذ حرارت در این پوسته تنها به ترم نفوذ، 

ی علاوه بر این ترم به نسبت حجمی، تغییرات خواص در راستای ضخامت و نمای ماده FGMهای پوسته

باشد. البته لازم به ذکر است این ترم با توجه به لحاظ نمودن اثرات وابستگی حرارتی هدفمند نیز مرتبط می

 خواص ترمومکانیکی پوسته به دما نیز وابسته خواهد بود.
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 (.2در بررسی تأثیر نوع بارگذاری حرارتی ) FGMمشخصات پوسته   -9جدول

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 حالت دوم حالت اعمال بار حرارتی
 0،6،2،9 ی هدفمندنمای ماده

Tc K400 
H mm9 
R m6 
φ 50 
 
 
 
 
 
 

 

 

  یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته یانیم یصفحه حرارت درجه راتییتغ -11شکل

 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و دوم حالت

 

نسبت به تحریک حرارتی حالت دوم بیان شده است.  FGMتغییرات نیروی حرارتی پوسته  (62)در شکل 

تدریج و با گذشت زمان افزایش یافته و این امر ی نقاط پوسته بهبا توجه به حالت اعمال بارگذاری دمای همه

ی نقاط پوسته به دمای تحریک سطح فوقانی برسند، که همه یشود نیروی حرارتی هم تا زمانمیسبب 

 افزایش یافته و سرانجام به مقدار ثابتی میل نماید.
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نسبت به تحریک حرارتی حالت دوم نشان داده شده  FGMتغییرات ممان حرارتی پوسته ( 63در شکل )

عنوان شده که ممان حرارتی مبین گشتاور اول سطح تابع بیان شده  ریاضی ممان حرارتی تعریف ست. درا

ی حرارت تمام باشد و این بدان معناست تغییرات درجهی میانی پوسته می( نسبت به صفحه29در رابطه )

 نقاط در راستای ضخامت پوسته نسبت به هم در مقدار ممان حرارتی دخیل هستند.

 

 
 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و دوم حالت یحرارت کیتحر تحت FGM وستهپ یحرارت یروین راتییتغ -12شکل

 

 
 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و دوم حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته یحرارت ممان راتییتغ -13شکل
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ثابت در نظر گرفته در بارگذاری حرارتی حالت اول با توجه به اینکه دماهای سطوح فوقانی و تحتانی پوسته 

سطح پایین پوسته قرار داشت. این امر شدند، دمای نقاط پوسته نیز متأثر از قید دمایی سطح بالا و هممی

تدریج و شد تفاوت دمایی میان نقاط بالای صفحه میانی پوسته و نقاط پایین صفحه میانی پوسته بهسبب می

مقدار ثابتی میل نماید. تحلیل بارگذاری حالت اول در  با گذشت زمان افزایش یافته تا اینکه سرانجام به

در بارگذاری حرارتی حالت دوم سطح فوقانی در دمای ثابت قرار داده شده و  انتهای فصل بررسی خواهد شد.

شود برخلاف بارگذاری باشد. این امر سبب میاین در حالی است که سطح تحتانی پوسته عایق حرارتی می

تدریج افزایش یافته و با گذشت زمان دمای نقاط پوسته یکسان م نقاط مختلف پوسته بهحالت اول، دمای تما

 داد.شود؛ که این یکسان شدن دمای تمام نقاط در بارگذاری حرارتی حالت اول رخ نمی

به پوسته کاملاً ایزوتروپیک   FGMکه نمای ماده هدفمند برابر صفر در نظر گرفته شود، پوسته درصورتی

واهد شد. به همین دلیل در اثر اعمال بارگذاری حالت دوم و پس از یکسان شدن دمای نقاط تبدیل خ

( برابر صفر شده و در نتیجه پس از گذشت زمان، مقدار 29شود که گشتاور اول سطح رابطه )ملاحظه می

 .رسدیمممان حرارتی پوسته ایزوتروپیک )سرامیکی( به صفر 

غیر ایزوتروپیک در ابتدای بارگذاری حرارتی حالت دوم، دمای نقاط عنوان یک ماده به FGMدر پوسته 

تدریج دمای نقاط پایینی پوسته نیز افزایش بالای صفحه میانی پوسته بالاتر است. پس از گذشت زمان، به

یافته و به دمای نقاط بالایی آن نزدیک شده تا اینکه سرانجام درجه حرارت در تمام نقاط پوسته یکسان 

( و اینکه پس از گذشت چند ثانیه دما در تمام نقاط پوسته یکسان خواهد 29با توجه به رابطه ) شد.خواهد 

بایست برابر صفر باشد شود که گشتاور اول این رابطه برای پوسته ایزوتروپیک میگونه استنباط میشد، این

شده از مواد هدفمند، تهکه این امر برای پوسته تمام سرامیکی کامل مشهود است. لیکن در پوسته ساخ

باشد. این امر ضریب پواسون، مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی در هر سطحی از پوسته متفاوت می

به صفر میل  FGMشود با وجود متعادل شدن درجه حرارت در پوسته، مقدار ممان حرارتی پوسته سبب می

علت اینکه علیرغم صفر شدن ممان درنهایت  باشد.( بیانگر جابجایی عرضی پوسته می64شکل ) نکند.

 کند، وجود نیروی حرارتی و صفر نبودن آن است.یی عرضی پوسته به سمت صفر میل نمیجابجا

شود. ( مشاهده نمی64نکته آخر اینکه با توجه به ضخیم در نظر گرفتن پوسته، ارتعاشات حرارتی در شکل )

بسیار ریزی را در نمودار جابجایی عرضی نقطه میانی پوسته به های اینرسی پوسته نوسانات البته عبارت

ای با همان شرایطی که در این قسمت تحت تحریک حرارتی حالت دوم قرار داده حال پوسته اند.وجود آورده

جای عایق حرارتی در دمای مرجع نگه شود؛ با این تفاوت که سطح تحتانی پوسته بهشد، در نظر گرفته می

یابد. سایر پارامترهای ترتیب شیوه بارگذاری از حالت دوم به حالت اول تغییر میایند شد. بهداشته خواه

 ( بیان شده است.60شود. مشخصات پوسته در جدول )پوسته ثابت در نظر گرفته می

( به ترتیب تغییرات درجه حرارت صفحه میانی، تغییرات نیرو و ممان حرارتی و 68( تا شکل )69از شکل )

تحت تحریک حرارتی حالت اول و به ازای  FGMت جابجایی عرضی به ضخامت نقطه مرکزی پوسته نسب

 نمای ماده هدفمند متفاوت نشان داده شده است.

 

www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID
 695                                                                                           ...محوری واداشته از حرارت درتحلیل ارتعاشات غیرخطی متقارن

 
  دوم حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته ضخامت به یمرکز نقطه یعرض ییجابجا نسبت -14شکل

 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و

 

شود که با توجه به در نظر گرفتن وابستگی ( همانند بارگذاری حرارتی حالت دوم مشاهده می69)در شکل 

حرارتی خواص ترمودینامیکی پوسته، در لحظات ابتدایی میزان نفوذ حرارت با افزایش نمای ماده هدفمند 

نمای ماده هدفمند  یابد؛ لکن وابستگی حرارتی خواص ترمودینامیکی پوسته و تغییرات آن به ازایکاهش می

میان این حالت بارگذاری و  ذکرقابلتفاوت  های بالاتر تغییر یابد.شود این ترتیب در زمانمتفاوت سبب می

تحریک حالت دوم این است که در این حالت با توجه به ثابت بودن دمای صفحه پایینی پوسته، دمای نقاط 

کند. این در حالی است که در و پایین پوسته میل میمختلف پوسته سرانجام به مقداری مابین دمای بالا 

بارگذاری حالت دوم و با توجه به مقید نبودن دمای سطح تحتانی پوسته، دمای تمام نقاط حتی سطح پایینی 

 شوند.پوسته به دمای تحریک سطح سرامیکی و فوقانی همگرا می

 (.6ارتی )در بررسی تأثیر نوع بارگذاری حر FGMمشخصات پوسته   -11جدول 

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 اولحالت  حالت اعمال بار حرارتی

 0،6،2،9 ی هدفمندنمای ماده

Tc 400 K 

Tm 300 K 

H 9 mm 

R 6 m 

φ 50 
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  اول حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته یانیم یصفحه حرارت درجه راتییتغ -15شکل

 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و

 

 
  ینما یازا به و اول حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته یحرارت نیروی راتییتغ -16شکل

 .متفاوت هدفمند یماده
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  ینما یازا به و اول حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته یحرارت ممان راتییتغ -17شکل

 .متفاوت هدفمند یماده

 

به اول به تعادل رسیدن پوسته در بارگذاری حالت  زمانمدتگونه که در نمودارها قابل مشاهده است، همان

( مشاهده 61در شکل )کمتر است.  دلیل ماهیت بارگذاری و ثابت بودن دمای سطوح فوقانی و تحتانی پوسته

شود که روند تغییرات نیروی حرارتی پوسته تحت تحریک حرارتی حالت اول تفاوت چندانی با تغییرات می

از بارگذاری حرارتی حالت دوم نداشته و تنها مقادیر نیروی حرارتی حاصل از تحریک  نیروی حرارتی ناشی

حالت دوم، به علت افزایش درجه حرارت نقاط مختلف پوسته به درجه حرارت سطح فوقانی، بیشتر خواهد 

یی در سریع رسیدن به تعادل دما زمانمدتشود که ممان حرارتی با توجه به ( ملاحظه می61در شکل ) بود.

از ممان حرارتی ناشی از بارگذاری  ترعیسر مراتببهنقاط مختلف پوسته در بارگذاری حرارتی حالت اول، 

رسد. میزان ممان حرارتی بیشینه در دو حالت بارگذاری، تفاوت چندانی با حرارتی حالت دوم به تعادل می

تبع آن یکدیگر نداشته ولی تحریک حرارتی حالت دوم، گرم شدن تدریجی دمای نقاط پایینی پوسته و به

خواهد میل دمای نقاط مختلف پوسته به درجه حرارت یکسان ا لذکاهش ممان حرارتی را به همراه دارد. 

ها علاوه بر ممان، نیروی حرارتی نیز بر جابجایی موثر است، علیرغم صفر با توجه به اینکه در پوسته .نمود

های حرارتی حالت اول و دوم به تحریک FGMشدن ممان حرارتی تفاوت آشکاری در پاسخ دینامیکی پوسته 

استاتیکی حاکم بوده و شود. در این نمودار پاسخ شبه( مشاهده نمی64( و )68های )لاز مقایسه شک

 یابد. شود که با افزایش نمای ماده هدفمند، افزایش میارتعاشات بسیار ریزی مشاهده می
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  اول حالت یحرارت کیتحر تحت FGM پوسته ضخامت به یمرکز نقطه یعرض ییجابجا نسبت -18شکل

 .متفاوت هدفمند یماده ینما یازا به و

 
 

  اندازه زاویه پوستهتأثیر 
. در شودمیبررسی  FGMپوسته بر میزان و چگونگی ارتعاشات حرارتی پوسته  زاویهدر این قسمت تأثیر 

شده در نظر گرفته (66جدول )صورت شرط مرزی مختلف به دوای با مشخصات زیر و با اولین مقایسه، پوسته

 است:

 

 اندازه زاویه پوستهدر بررسی تأثیر  FGMمشخصات پوسته  -11جدول 

 گاه سادهتکیه شرط مرزی

 حالت اول حالت اعمال بار حرارتی

 6 ی هدفمندنمای ماده

Tc K100  
Tm  K300 
H mm 9 
R m6/0  

φ 5049و10و 
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  اولتحت تحریک حرارتی حالت  FGMپوسته نسبت جابجایی عرضی نقطه مرکزی به ضخامت  -19شکل

 .متفاوت زوایایو به ازای 

 

مختلف و در اثر تحریک حرارتی  زوایایی میان نسبت جابجایی عرضی به ضخامت در مقایسه (65)در شکل 

 به دلیل انحنای کمتر، ی مهمی که در این نمودار وجود دارد این است کهحالت اول آورده شده است. نکته

 عرضی در حالتی که زوایا کمتر باشد، بیشتر است. جابجایی

 

 گیریبندی و نتیجهجمع -11
بررسی قرار گرفت. معادلات حرکت  شده از مواد هدفمند، در این مقاله موردارتعاشات حرارتی پوسته ساخته

کارمن و تئوری برشی مرتبه اول پوسته -تغییر مکان فون-با استفاده از روابط کرنش FGMپوسته 

آمده اند. در این پژوهش کلیه خواص ترمومکانیکی پوسته در راستای ضخامت توزیع یافته و همچنین دستبه

ته در وابستگی حرارتی این خواص با استفاده از رابطه تولوکیان در نظر گرفته شد. سطح سرامیکی پوس

صورت عایق حرارتی تر و یا بهمعرض دما و یا شار حرارتی قرار گرفته و سطح دیگر آن در دمای نسبتاً پایین

به یافتن پاسخ معادله انتقال حرارت در پوسته  ازینازآنجاکه قبل از تحلیل معادلات حرکت  در نظر گرفته شد.

ی حرارتی محاسبه شده و در هاممانه، نیروها و باشد، با استفاده از توزیع دمای حاصل از این معادلمی

بعدی و غیرکوپل معادلات حرکت پوسته و شرایط مرزی آن قرار داده شد. معادله گذرای انتقال حرارت یک

 در راستای ضخامت به جهت یافتن توزیع درجه حرارت در پوسته مورداستفاده قرار گرفت.

ای نامیکی پوسته سبب شد این معادله تبدیل به معادلهلحاظ نمودن اثر وابستگی حرارتی خواص ترمودی

سازی مکانی معادله انتقال حرارت با استفاده از روش تفاضل محدود مرکزی صورت غیرخطی شود. گسسته

نیکلسون -سازی مکانی با استفاده از روش کرنکپذیرفت. درنهایت دستگاه معادلات حاصل از این گسسته

 ارت به دست آمد.تحلیل شده و توزیع درجه حر
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سازی مکانی شده و دستگاه معادلات حرکت و شرایط مرزی پوسته نیز با استفاده از روش ریتز گسسته

 این گام زمانی نیومارک تحلیل شد. بهبهسازی مکانی با استفاده از روش گاممعادلات حاصل از این گسسته

 دفمند به دست آمد.شده از مواد هترتیب پاسخ ارتعاشات حرارتی پوسته ساخته

شده استاتیکی نیز که در آن اثرات اینرسی در معادلات حرکت پوسته در نظر گرفتهبرای یافتن پاسخ شبه

که در تحلیل سازی مکانی معادلات حرکت و شرایط مرزی آناست، دستگاه معادلات حاصل از گسسته

لات حرکت پوسته با استفاده از روش معادله انتقال حرارت نیز همانند معاد FGMاستاتیکی پوسته شبه

 گاوس تحلیل شده و پاسخ استاتیکی پوسته به دست آمد.

پرداخته شد. این نتایج  FGMبه بررسی تأثیر عوامل مختلف در ارتعاشات حرارتی پوسته  در این مطالعه

. نتایج اصلی ارائه گردیده است قسمتمطرح شده و تحلیل نتایج نیز در همان  (5)بخش صورت نمودار در به

 نمود: خلاصهصورت زیر توان بهحاصل از این نمودارها را می

شده از مواد هدفمند های نازک ساختهوجود ارتعاشات حرارتی در پوستهژوهش نتیجه نخست این پ -6

بایست تأثیر اینرسی پوسته موردتوجه قرار های نازک میباشد. در پوستهتحت بارگذاری حرارتی می

استاتیکی، خطای رت نادیده گرفتن این تأثیر و بسنده نمودن به تحلیل شبهگرفته و در صو

 شود.ی مشاهده میتوجهقابل
یافته و با کمتر شدن دامنه ارتعاشات تر شود، تأثیر اینرسی در آن کاهشضخیم FGMهرچه پوسته  -2

خواهد شد.  استاتیکی منطبقناشی از تحریک حرارتی پاسخ حاصل از تحلیل دینامیکی بر پاسخ شبه

ضخیم نیز نیازی به تحلیل دینامیکی نبوده و  نسبتاًهای های ضخیم و حتی در پوستهلذا در پوسته

 استاتیکی دقت مطلوب را برآورده خواهدنمود.پاسخ شبه
های مخصوصاً در بارگذاری FGMاهمیت تأثیر در نظر گرفتن وابستگی خواص ترمودینامیکی پوسته  -3

هود بوده و در نظر نگرفتن این تأثیر سبب کمتر تخمین زدن جابجایی حرارتی با شدت بالا مش

 عرضی پوسته خواهد شد.
شود می FGMدهنده پوسته تغییر نمای ماده هدفمند که سبب تغییر نسبت حجمی اجزای تشکیل -4

تبع آن نسبت نیز بر ارتعاشات پوسته تأثیرگذار خواهد بود. هرچه نمای ماده هدفمند افزایش یابد، به

های ناشی از سه نوع تحلیل خشود بزرگی پاسحجمی افزایش خواهد یافت. این امر باعث می

ند سبب استاتیکی و دینامیکی افزایش یابد. همچنین افزایش نمای ماده هدفماستاتیکی، شبه

( و 𝑆𝑖3𝑁4افزایش پریود نوسانات نیز خواهد شد. این نتایج به ازای در نظر گرفتن سیلیکون نیترید )

آمده دستعنوان جزء فلزی و جزء سرامیکی ماده هدفمند بهبه ترتیب به ( 𝑆𝑈𝑆304) فولاد ضدزنگ

 است.
ی داشته باشد. املاحظهقابلتأثیر  FGMتواند بر پاسخ پوسته نحوه اعمال بارگذاری حرارتی نیز می -9

یت در بارگذاری حالت دوم که در آن سطح فوقانی پوسته در دمای ثابت و سطح حائز اهمنکته 

تحتانی آن عایق حرارتی شده است، این بوده که در پوسته نسبتاً ضخیم با نمای ماده هدفمند برابر 

سان شدن دمای تمام نقاط در انتهای کند. علت این امر یکصفر، ممان حرارتی به صفر میل می

به ازای سایر مقادیر ماده هدفمند و با توجه به یکسان نبودن  FGMباشد. اما در پوسته بارگذاری می
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رغم یکسان نبودن درجه حرارت در انتهای بارگذاری، ممان خواص پوسته در سطوح مختلف، علی

بودن ضرایب انبساط و حرارتی فلز نسبت  )به علت بیشتر صفر یرغحرارتی پوسته به عددی منفی و 

 به سرامیک( میل خواهند کرد.
های با زاویه کوچکتر جابجایی عرضی بیشتری خواهند داشت. این پدیده به انحنای کمتر این پوسته -1

 ها مربوط است.پوسته

تحلیل دینامیکی و گیری نمود که گونه نتیجهتوان با استفاده از نتایج حاصل از این پژوهش، ایندر پایان می

های نسبتاً ضخیم و ضخیم، ضرورتی نداشته و حل در نظر گرفتن تأثیر اینرسی پوسته در پوسته

های نازک استفاده از تحلیل دینامیکی استاتیکی دقت مطلوب را فراهم خواهدآورد. اما در بررسی پوستهشبه

هایی ترمومکانیکی پوسته در بارگذاری. همچنین در نظر نگرفتن تأثیر وابستگی خواص خواهد داشتضرورت 

 ی ایجاد نماید.توجهقابلی خطا تواندیمبا شدت حرارتی بالا، 
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 نمادهای انگلیسیفهرست 

𝐴  :فشاری -ماتریس سفتی کششی 

𝐵  :پارامتر اینرسی و ماتریس سفتی جفت شدگی کشش و خمش 
𝐶, 𝐶𝑇  :ماتریس میرایی 
𝐶𝑣  :ظرفیت گرمایی ویژه 

𝐷  :سفتی خمشی 

𝐸  :مدول الاستیسیته 
𝐹, 𝐹𝑇  :بردار نیرو 

ℎ  :ضخامت پوسته 
𝐼0, 𝐼1, 𝐼2  :پارامترهای اینرسی پوسته 

𝐾  :ضریب هدایت حرارتی 

𝐾2  :ضریب تصحیح برشی 

𝑀  :ممان خمشی و ماتریس جرم 

𝑀𝑇  :ممان حرارتی 

 𝑁 :نیروی محوری 
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𝑁𝑇  :نیروی حرارتی 

Pm  :خواص جز فلزی در ماده هدفمند 

𝑃𝑐  :خواص جز سرامیکی در ماده هدفمند 

𝑄  : کاهش یافتهماتریس سفتی 

R  :شعاع پوسته 
𝑇  :دما 

𝑡𝑀  :زمان مشخصه دمایی 

𝑡𝑟  :زمان مشخصه مکانیکی 

U  :انرژی کرنشی 

u0  : جابجایی صفحه میانی در راستایx 
𝑉  :بردار سرعت پوسته 

𝑉𝑚  :نسبت حجمی جز فلزی در ماده هدفمند 

Vc  :نسبت حجمی جز سرامیکی در ماده هدفمند 

v0  : جابجایی صفحه میانی در راستایy 

𝑤0  : جابجایی صفحه میانی در راستایz 

 
 نمادهای یونانی

α 𝛽, :انحناهای پوسته 

αθ, 𝛼𝜑  :ضرایب انبساط حرارتی 

𝛾  :کرنش برشی پوسته 
𝛿  :اپراتور تغییرات 

ε  :تنسور کرنش 

ζ  :نمای ماده هدفمند 

𝜅  :تغییر انحنای ورق 
𝜈  : پواسونضریب 
𝜌  :چگالی 

𝜎  :تنسور تنش 

𝜙  :زاویه مرکزی پوسته 
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Abstract 
 

In this study, thermally induced vibrations of a Functionally Graded Material (FGM) 
Spherical Cap discussed. Distribution of shell properties in the direction of thickness is 
calculated from volume fraction relationship. Dependency to temperature is expressed based 
on the Touloukian formula. Thermal loading on the shell is axisymmetric and the response of 
the shell have been considered axially symmetric. Ceramic rich surface of the shell is 
subjected to temperature rise, whereas the metal rich surface of the shell is kept at reference 
temperature or thermally insulated. Temporal evolution of temperature profile across the shell 
thickness is obtained through solution of one-dimensional heat conduction equation. This 
equation is originally nonlinear since temperature dependency of thermal conductivity is 
taken into account. 
The first-order shear theory and Von-Karman compatibility relations has been used for 
deriving the equation. Dynamics equations are derived using Hamilton's principle and with 
the application of Ritz method has become a set of nonlinear time-dependent algebraic 
equations. Solving this set of equations is done with Newmark integral method help with 
numerical method Newton-Raphson. Solution of the transient one dimensional heat 
conduction equation with the arbitrary type of time-dependent boundary conditions is carried 
out employing the central finite difference method combined with the Crank–Nicolson time 
marching scheme. After validating the developed computer code, some parametric studies are 
accomplished to show the influences of various involved parameters. It is shown that 
temperature dependency, geometrical non-linearity, shell thickness, power law index, and the 
type of thermal loading, all affect the temporal evolution of plate characteristics. 
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