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 مقدمه  -1
ترین مسائل مکانیک و بررسی دینامیک سیالی که در تماس با اجسام صلب یا الاستیک است، از اساسی

از زمان( و ناپایا )متغیر با زمان( مطرح است. ریاضیات کاربردی است. این مسأله در حالت پایا )مستقل 

های حرکت ناپایا، هنگامی است که حرکت از حالت سکون شروع یا نوسانی باشد. بعد از ترین حالتمرسوم

اصل عدم لغزش، سرعت  به شود که با توجهای در سیال نزدیک مرز جامد تشکیل میشروع حرکت، لایه

 ت. سیال با سرعت مرز جامد، یکسان اس
                                                                                                                                                                                              

 khodaei@phdstu.scu.ac.ir-e  مهندسی مکانیک، دانشگاه شهید چمران اهواز، اهواز دانشکده ، ادانشجوی دکتر1
 naderan_k@scu.ac.ir   مهندسی مکانیک، دانشگاه شهید چمران اهواز، اهوازدانشکده نویسنده مسئول، استاد،  2
 es.ac.ir-mdmanshadi@mut     مهندسی هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، اصفهاندانشکده دانشیار، 3
 a.yaghootian@scu.ac.ir    ازمهندسی مکانیک، دانشگاه شهید چمران اهواز، اهودانشکده استادیار، 4

 29/30/79، تاریخ پذیرش: 33/30/79تاریخ دریافت: 

محمداحسان خدائی 

 1میدانشاه
 دانشجوی دکترا 

 

 2خسرو نادران طحان
 استاد

 

 3مجتبی دهقان منشادی
 دانشیار

 

 4امین یاقوتیان 
 استادیار

 حل دقیق سرعت و فشار سیال لزج ناشی از

 مرزی دوبعدی اثر سینماتیکی موج حرکتی
ی مسأله استوکس نوع دوم، مرز پایین سیال لزج در پژوهش حاضر، برای توسعه

شود. این نهایت ساکن، همزمان در دو جهت تحریک میبیناپذیر نیمهتراکم
های تحریک دوبعدی که ناشی از اثر سرعت موج متحرک است، شرط مرزی معادله

های سرعت و مکانی میدان-مانیاستوکس خطی دوبعدی است. حل دقیق ز-ناویر
میکرومتر از مرز 09/1ی نوسانی سرعت تا فاصله دهد، دامنهفشار نشان می

متر از مرز پایین، تحریک، دارای میرایی سریع است. سپس، تا ارتفاع یک میلی
باشد. همچنین در ناحیه با ها دارای میرایی کند میهای کمیتی نوساندامنه

های فشار و سرعت، متغیراست اما پس از آن، فاز بین کمیت میرایی سریع، اختلاف
ها وجود دارد. با توجه به نتایج پژوهش، ی با اختلاف فاز ثابت بین کمیتاناحیه

فرض ثابت یا ناچیز بودن فشار در حالتی که فقط جابجایی افقی از نوع ارتعاش 
مودی باشد، در است، فرض مناسبی است. اما در صورتی که تحریک مرز از نوع ع

نظر گرفتن فشار ثابت در راستای عمود برسطح، صحیح نیست. تغییرات مکانی در 
های سرعت بر یکدیگر، های سرعت موج مرزی تحریکی، به همراه تأثیر مؤلفهمؤلفه

شود. درضمن، تحریک مرزی در دو جهت عمودی و فشاری می باعث تشکیل موج
 شود.های سیال میهافقی باعث حرکت چرخشی میراشونده ذر

www.SID.ir

mailto:a.yaghootian@scu.ac.ir
http://www.SId.ir


Archive of SID
  1379ستان زم، چهارمسال بیستم، شماره                              نشریة پژوهشی مهندسی مکانیک ایران                                  232

کند )مقدار در این فاصله سرعت سیال از سرعت روی مرز در یک ضخامت معلوم به مقدار مشخصی تغییر می

مشخص یعنی، اگر سیال ساکن باشد سرعت سیال در دوردست به صفر و در صورتی که دارای حرکت افقی 

ان سرعت در این لایه، رسد(. در نتیجه به دلیل وجود گرادینهایت، میباشد به مقدار سرعت سیال در بی

توان سیال نزدیک به  مرز جسم را لزج و سیال دور از این لایه را نیروهای برشی دارای اهمیت شده و می

 آل در نظر گرفت.غیرلزج یا ایده

تواند ناشی از حرکت تمام جسم صلب )حرکت کشتی در آب( یا حرکت مرز جسم حرکت در حالت ناپایا می

شود. نوسان در رگ( باشد که هر دو باعث تغییراتی در سیال نزدیک جسم می الاستیک )پمپ شدن خون

های در محیط 1ی انتشار موجاجسام صلب یا حرکت نوسانی مرز اجسام الاستیک، حالت خاصی از پدیده

شده نام دارند. به های هدایتشوند، موجهای مکانیکی که در محیط مرزدار منتشر میمکانیکی است. موج

اند که بین مرز جامد و سیال در حال انتشار های هدایت شدهای از موج، دسته[1] 2های شولتثال موجطور م

های مکانیکی ظاهر در محیط 4های متحرکو موج 3های نوسانی ایستادهها به دو صورت موجهستند. این موج

های متحرک به طور همزمان در جدر زمان یا فضا ولی موبه طور جداگانه های نوسانی ایستاده شوند. موجمی

، از نوع [2]شوند. به طور مثال حرکت صفحه تخت در مسأله استوکس نوع دوم فضا و مکان منتشر می

 ،ی عددیتعداد قابل توجهی مطالعه ی منتشر شونده در طول زمان است.های نوسانی ایستادهحرکت موج

 اند. دینامیک سیالات در تماس با مرز جامد الاستیک دارای انتشار موج را بررسی کرده

 -های ناویرمعادله 0با استفاده از روش حل عددی مسقیم [4]و کوادریو و ریکو  [3]بوگارد و همکاران 

مان گسترش های نوسانی ایستاده که در طول زکه مرز سیال در معرض موجاستوکس، با در نظر گرفتن این

و  [2]، اسکات [0]اند. اما ویوتی و همکاران یافته است، دینامیک سیالات حاکم بر مسأله را تحلیل کرده

های نوسانی ایستاده که در طول مکان گسترش پیدا کرده، با در نظر گرفتن موج [9]کیمارلی و همکاران 

 اند. حل عددی برای سیالات حاکم ارائه داده

با استفاده از  [11]، احمد و همکاران [13]، کوادریو و ریکو [7]، کوادریو و همکاران [0]شن و همکاران 

فضایی،   -با استفاده از روش عددی المان محدود زمان [12]روش حل عددی مستقیم و تیان و همکاران 

برای  2قیقحل د های متحرک قرار دارند.اند که مرز آن در معرض موجحل دینامیک سیالاتی را ارائه داده

 ها، محدود است. مسائل دینامیک سیالات به دلیل ماهیت غیرخطی آن

شوند. در دسته اول، مانند های دقیق به دو دسته تقسیم میحل [2]بندی ارائه شده در با توجه به دسته

های های حاکم صفر یا در مقابل جملههای منطقی، جمله غیرخطی معادلهمسأله استوکس نوع دوم، با فرضیه

مناسب حل  هایشود. اما در دسته دوم با فرضیهیمسأله ارائه م شود و حل دقیقدیگر ناچیز فرض می

 شود.، ارائه می[13]مجانبی برای مسأله مورد نظر، مانند ریکو و هیکس 

                                                                                                                                                                                              
1 Wave Propagation 
2 Scholte Waves 
3 Standing Oscillating Waves 
4 Travelling Waves 
5 Direct Numerical Solution 
6 Exact Solution 

www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID
 239                                                                                                ...اثر سینماتیکیحل دقیق سرعت و فشار سیال لزج ناشی از 

 
 

ی پروفیل سرعت سیال بالای یک صفحه که در مانند مسأله استوکس نوع دوم، معادله [14]مارتین و هاگر 

رض موج نوسانی ایستاده گسترش یافته در طول زمان است، را ارائه داد. با این تفاوت که موج برشی دارای مع

ی سرعت در با در نظرگرفتن موج متحرک بین مرزی که دارای مؤلفه [10]ی میراشونده است. کی دامنه

در جامد را بررسی کرد.  جهت مماس و عمود بر سطح است، اثر ویسکوزیته و انتقال حرارت بر انتشار موج

های با استفاده از تبدیل لاپلاس معادله [19]با استفاده از تبدیل فوریه و ژو و همکاران  [12]ایسدن و سادر 

استوکس، حل دقیقی برای سرعت و فشار سیال، هنگامی که سیال در تماس با مرز جامد در  -خطی ناویر

با در  [10]اند. گوسیو و سیمونوا اشد، ارائه دادهمعرض موج متحرکی است که دارای مؤلفه عمودی ب

نظرگرفتن موج بین مرزی متحرکی که دارای سرعت در جهت مماس و عمود بر سطح است، اثر وجود مؤلفه 

 ،با استفاده از نظریه آکوستیک [17]اند. کوجیما و همکاران برشی در سیال را به صورت تحلیلی بررسی کرده

پروفیل میانگین فشار سیال روی مرز را در حضور  ،با استفاده از پایستاری مومنتوم مقدار قله فشار مرزی و

 اند.موج مرزی ناشی از ضربه، استخراج کرده

ناپذیر هدف این پژوهش ارائه و بررسی حل دقیق توزیع بخش نوسانی میدان سرعت و فشار سیال تراکم

 انی در دو جهت افقی و عمودی( دارای حرکت نوسکه مرز آن )مرز در تماس با جامد باشدمیساکنی  لزج

استوکس خطی شده در حالت دو بعدی، بدون فرض فشار ثابت -های ناویرمعادلهبرای ارائه حل دقیق،  است.

ی )الف( شرط مرزی تحریک شود. نوآوری در این پژوهش در سه حوزهدر راستای عمود بر سطح، استفاده می

های تحلیلی ارائه شده، است. اول نوع شرط های اصلی و )ج( فضای رابطهادلهسازی معکننده، )ب( نوع ساده

های مرزی در اجسام الاستیک خطی )مانند های انتشار موجکه در مسألهمرزی تحریک کننده؛ با توجه به این

، در این [1]کنند های رسیده به مرز در دو جهت افقی و عمودی مرز را تحریک می(، موج1های رایلیموج

پژوهش، هر دو جهت عمود و مماس بر سطح سیال، تحریک شده و همچنین اثر موج مرزی از نوع 

ها به چگونگی تولید، انتشار و کوپل شدن این موجدر این تحقیق، منتشرشونده در زمان و مکان است. البته 

افقی و عمودی، در نظر شود و تنها اثر سینماتیکی آن، یعنی سرعت حرکت سیال مورد نظر، بررسی نمی

دهد که در نظر گرفتن نشان می [17, 19, 12]ها های اصلی حل؛ بررسیی دوم، معادلهشود. حوزهگرفته می

است، فرض مناسبی  ی عمودیفشار ثابت در راستای عمود بر سطح، در حالتی که تحریک فقط دارای مؤلفه

فشار در راستای عمود برسطح استفاده نشده است. پژوهش، از فرض ثابت بودن  ، در ایننیست. بنابراین

مستقیم فرض  لحاظ نمودنهای تحلیلی میدان سرعت و فشار است که به دلیل فضای رابطه ،سومین نوآوری

تواند .این موضوع میها برحسب زمان به دست آمده اندرابطهها، سیال در معادله هایوسانی بودن حرکت ذرهن

 ها یک صفحه مرتعش است، کاربرد داشته باشد.ساز فراصوت که در آنارهای بخدر بررسی دستگاه

 

 های مرزی حاکم بر مسألهها و شرطمعادله -2

-تراکم نهایت سیال لزجبیمورد استفاده در این پژوهش، محیط دوبعدی نیمه سیستم(، 1با توجه به شکل )
استوکس خطی شده در حالت دو بعدی،  -ناویرهای استفاده از معادله پژوهشناپذیر ساکن است. هدف دراین 

                                                                                                                                                                                              
1 Rayleigh 
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بدون فرض فشار ثابت در راستای عمود بر سطح و ارائه حل دقیق توزیع بخش نوسانی میدان سرعت و فشار 

 این سیستم در حالی که مرز آن دارای حرکت نوسانی در دو جهت افقی و عمودی باشد، است. 

استوکس و -های اصلی ناویردر حرکت است از معادله که مرز سیال به صورت عمودی و افقیبه دلیل این

های های ساده کننده رابطهشروع و با اعمال فرضیه [2]( 3–1معادله پیوستگی برای جریان دو بعدی، ناپایا )

 شود.ارائه میلزج که در تماس با یک سطح افقی جامد است  ناپذیرتراکمحاکم بر سیال 

در جهت  x( قرار گرفته است که y>0ناپذیر در نیم فضای بالایی )کم( سیال لزج ترا1با توجه به شکل )

 به عنوان مؤلفه عمود بر سطح است. yمماس بر سطح و 

(1)  𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑓 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
) 

(2)  𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜈𝑓 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
) 

(3)  𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
= 0 

، معادله پیوستگی سیال است. در (3)ی و رابطه yو  xهای حرکت در جهت معادله (2)و  (1)های رابطه

-، مؤلفه عمود بر سطح سرعت ذره𝑣سیال بر حسب متر بر ثانیه،  یها، مؤلفه افقی سرعت ذره𝑢، هااین رابطه
، چگالی سیال بر حسب 𝜌دینامیکی سیال بر حسب پاسکال، ، فشار ترمو𝑝های سیال بر حسب متر بر ثانیه، 

 ، لزجت سینماتیکی سیال بر حسب متر مربع بر ثانیه است. 𝜈𝑓کیلوگرم بر مترمکعب و 

 ,�̅�(𝑥, 𝑦)های سیال و فشار سیال دارای دو بخش متوسط )شود که سرعت ذرهفرض می

�̅�(𝑥, 𝑦), �̅�(𝑥, 𝑦)( و نوسانی )𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑝1(𝑥, 𝑦, 𝑡) است. ناپایا بودن  (4)( به صورت

 .باشدمیبه دلیل حضور بخش نوسانی است به همین دلیل بخش متوسط مسقل از زمان  سیستم

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = �̅�(𝑥, 𝑦) + 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = �̅�(𝑥, 𝑦) + 𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(4)  𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = �̅�(𝑥, 𝑦) + 𝑝1(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

 آید.دست میبه (0)به صورت  x، معادله مؤلفه سرعت در جهت (1)در  (4)با جاگذاری 

 
 

 ناپذیر نیمه بی نهایت ساکنبرای محیط سیال لزج تراکمها و شرط مرزی تحریک کننده مختصه سیستم -1شکل

Incompressible Viscous Fluid in Semi-space 

𝑣1(𝑥,0,𝑡) = 𝑉0 sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) 

𝑢1(𝑥,0,𝑡) = 𝑈0 cos(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) 

Y 

X 
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(0)  

[�̅�
𝜕�̅�

𝜕𝑥
+
1

𝜌

𝜕�̅�

𝜕𝑥
+ �̅�

𝜕�̅�

𝜕𝑦
− 𝜈𝑓 (

𝜕2�̅�

𝜕𝑥2
+
𝜕2�̅�

𝜕𝑦2
)] +

𝜕𝑢1
𝜕𝑡
+ �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕�̅�

𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+ �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑣1
𝜕�̅�

𝜕𝑦
+ 𝑣1

𝜕𝑢1
𝜕𝑦
+
1

𝜌

𝜕𝑝1
𝜕𝑥
− 𝜈𝑓 (

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

) = 0 

استوکس حاکم بر  -های ناویرای معادلهکه بخش متوسط سرعت و فشار، همان حل پایه لازم به ذکر است

، معادله (0)ی ای از رابطهپایهرو با کسر کردن این حلباشد )عبارت داخل کروشه(. از اینصفحه تخت می

 آید. دست میبه (2)غیرخطی بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت مماس بر سطح به صورت 

(2)  

𝜕𝑢1
𝜕𝑡
+ �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕�̅�

𝜕𝑥
+ {𝑢1

𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+ 𝑣1

𝜕𝑢1
𝜕𝑦
} + �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑦
+ 𝑣1

𝜕�̅�

𝜕𝑦
+
1

𝜌

𝜕𝑝1
𝜕𝑥

− 𝜈𝑓 (
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

) = 0 

ی فرکانسی کیلوهرتز یا عملگرهای در محدوده که در عمل سرعت موجی که توسطهمچنین به دلیل این

از طرفی سرعت  متر بر ثانیه است.ی میلیای از مرتبهکند، دارای دامنهمگاهرتز، مرز سیال را تحریک می

توان از ضرب دو بخش نوسانی در یکدیگر شود، بنابراین میی متر برثانیه فرض میمتوسط جریان از مرتبه

(𝑢1
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+ 𝑣1

𝜕𝑢1

𝜕𝑦
سازی(. با این فرض، )فرض خطی در مقابل جملات دیگر، صرف نظر کرد (2) یرابطه در( 

آید. ، بدست می(9)های سیال به صورت ، برای ذرهxشده بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت معادله خطی

دست به  (0)شده بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت عمود بر سطح به صورت به طور مشابه، معادله خطی

 آید.می
(9)  𝜕𝑢1

𝜕𝑡
+ �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕�̅�

𝜕𝑥
+ �̅�

𝜕𝑢1
𝜕𝑦
+ 𝑣1

𝜕�̅�

𝜕𝑦
+
1

𝜌

𝜕𝑝1
𝜕𝑥
− 𝜈𝑓 (

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

) = 0 

(0)  𝜕𝑣1
𝜕𝑡
+ �̅�

𝜕𝑣1
𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕�̅�

𝜕𝑥
+ �̅�

𝜕𝑣1
𝜕𝑦
+ 𝑣1

𝜕�̅�

𝜕𝑦
+
1

𝜌

𝜕𝑝1
𝜕𝑦
− 𝜈𝑓 (

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑦2

) = 0 

�̅�مورد نظر ساکن ) که سیالبا در نظر گرفتن این = �̅� = های حرکت و ( و دارای چگالی ثابت است، معادله0

شوند. در ( تبدیل می11-7ناپذیر به صورت )شده بخش نوسانی حاکم بر سیال لزج تراکمپیوستگی خطی 

 ، لزجت دینامیکی برحسب پاسکال ثانیه است.𝜇𝑓ها این رابطه

(7)  
�̅�
𝜕𝑢1
𝜕𝑡
+
𝜕𝑝1
𝜕𝑥

= 𝜇𝑓 (
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

) 

(13)  �̅�
𝜕𝑣1
𝜕𝑡
+
𝜕𝑝1
𝜕𝑦

= 𝜇𝑓 (
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑦2

) 

(11)  𝜕𝑢1
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

= 0 

رونده در زمان و فضا است. در معرض اثر سینماتیکی موج حرکتی پیش y=0(، سیال در 1با توجه به شکل )

 بردار سرعت این موج مرزی، دارای دو مؤلفه، در دو جهت عمود و مماس بر سطح است. 
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-همچنین با توجه به اصل انتشار، فرض می .باشدمی (13)و  (12)های های این سرعت به صورت رابطهمؤلفه
 ت، محدود است.نهایشود سرعت حرکت سیال در بی

(12)  
@ 𝑦 = 0 ∶ 𝑢1 = 𝑈0e

i(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

(13)  @ 𝑦 = 0 ∶ 𝑣1 = 𝑉0𝑒
𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡+𝜑) 

ی سرعت نوسانی در جهت مماس و عمود بر سطح بر به ترتیب دامنه 𝑉0و  𝑈0، (13)و  (12)های در رابطه

ای برحسب رادیان ، فرکانس زاویه𝜔، عدد موج برحسب معکوس متر، 𝑘متر بر ثانیه هستند. همچنینحسب 

های . فرض بر این است که رابطهباشدمیهای سرعت برحسب رادیان ، اختلاف فاز بین مؤلفهφبر ثانیه و 

جامد با سیال در تماس  y=0های مرزی، جایی که در ، به کمک نظریه الاستیک خطی برای موج(13)و  (12)

که و این (13)و  (12)ه همراه شرایط مرزی ب (11)الی  (7)به این ترتیب روابط  اند.است، به دست آمده

نهایت بیهای حاکم بر محیط دوبعدی نیمهنهایت محدود است )اصل انتشار(، معادلهسرعت سیال در بی

ناپذیر ساکن که مرز آن دارای حرکت نوسانی در دو جهت افقی و عمودی است را تشکیل تراکم سیال لزج

 دهند.می

 

 حل مسأله -3

 روش حل مسأله -1-3

های داخل سیال و فشار های سرعت حرکت ذرههای مرزی حاکم بر سیال ساکن لزج، مؤلفهبا توجه به شرط

u1(x, y, t)ها به صورت حاکم بر آن = U(y)e
i(kx−ωt) ،v1(x, y, t) = iV(y)e

i(kx−ωt)  وp1(x, y, t) =

P(y)ei(kx−ωt) به صورت نمایی در نظر  هاها، رابطهبرای سادگی محاسبهشوند. توجه شود که فرض می

های سرعت و فشار نهایی، قابل های مرزی و رابطهاست، اما از نظر فیزیکی، بخش حقیقی شرطگرفته شده 

سازی و تعریف (، انجام عملیات ساده11-7) هایها در معادلهاین فرضیه در نظر گرفتنباشند. با انتشار می

αfپارامتر 
 شود.( حاصل می12-14)های ، رابطه(19)به صورت  2

(14)  𝑈′′(𝑦) − 𝛼𝑓
2𝑈(𝑦) =

𝑖𝑘

𝜇𝑓
𝑃(𝑦) 

(10)  𝑉′′(𝑦) − 𝛼𝑓
2𝑉(𝑦) =

−𝑖

𝜇𝑓
𝑃′(𝑦) 

(12)  𝑉′(𝑦) = −𝑘𝑈(𝑦) 

(19)  𝛼𝑓
2 = 𝑘2 −

𝑖𝜔

𝜈𝑓
 

ی بخش نوسانی سرعت و فشار سیال لزج است. برای حل های حاکم بر دامنه(، معادله12-14های )رابطه

ی شود. برای حذف جمله فشار، ابتدا از رابطهحذف می (10)و  (14)های ی فشار از رابطهها، دامنهمعادله

عبارت سمت راست تساوی، برحسب مشتق فشار، به دست  شود تامشتق گرفته می yنسبت به متغیر  (14)

که عدد موج مخالف صفر است )به تعبیری حتما در مرز تحریک کننده سیال، آید. سپس با فرض این
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بارت حاصل از شود. در نهایت با تجمیع دو عضرب می kدر  (10)ی وجود دارد(، رابطه xتغییرات در جهت 

، (17)های و تعریف پارامتر (12)ی سپس با در نظر گرفتن رابطهشود. این عملیات، فشار از طرفین حذف می

 آید.می سطح به دست ی سرعت نوسانی در جهت عمود بربرای دامنه (10)معادله دیفرانسیل مرتبه چهار 

(10)  𝑉′′′′(𝑦) − 𝛾𝑓𝑉
′′(𝑦) + 𝛽𝑓𝑉(𝑦) = 0 

(17)  𝛾𝑓 = 𝑘
2 + 𝛼𝑓

2     ,      𝛽𝑓 = 𝑘
2𝛼𝑓
2 

های معلوم است. برای حل این معادله دیفرانسیل، ، یک معادله دیفرانسیل مرتبه چهار با ضریب(10)ی رابطه

V(y)ی سرعت در جهت عمود بر سطح به صورت دامنه = ery شود. ، جاگذاری می(10)ی فرض و در رابطه

پس از انجام عملیات ریاضی و همچنین با در نظر گرفتن شرط محدود بودن سرعت با فاصله گرفتن از سطح، 

های دلخواه سرعت ناشی از حل ضریب 𝐴4و  𝐴2آید.به دست می (23)، به صورت yی سرعت در جهت دامنه

 آید.های مرزی به دست میمعادله دیفرانسیل هستند که مقادیر آن با استفاده از شرط
(23)  

𝑉(𝑦) = 𝐴2𝑒
−𝑘𝑦 + 𝐴4𝑒

−𝛼𝑓𝑦 

αfریشه دوم عدد مختلط  αf، (23)ی در رابطه
 شود.تعریف می (21)است که به صورت  2

(21)   𝛼𝑓 = 𝐵 [cos (
𝜃′

2
) + isin(

𝜃′

2
)] = 𝐵𝑒

𝑖𝜃′

2 ,   𝐵 = √𝑘4 +
𝜔2

𝜈𝑓2
4

 ,   𝜃′ = tan−1
−𝜔

𝑘2𝜈𝑓
 

v1(x, y, t)در فرض  (23)با جاگذاری  = iV(y)ei(kx−ωt) مؤلفه در جهت ،y های سیال به سرعت ذره

و در نظر  (12)ی در رابطه (23)ی عمودی سرعت آید. همچنین با جاگذاری دامنهدست میبه (22)صورت 

u1(x, y, t)گرفتن فرض  = U(y)ei(kx−ωt) مؤلفه در جهت ،x به  (23)های سیال به صورت سرعت ذره

 آید.دست می

(22)  
𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑖(𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 + 𝐴4𝑒
−𝛼𝑓𝑦)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

(23)  𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (𝐴2𝑒
−𝑘𝑦 +

𝛼𝑓

𝑘
𝐴4𝑒

−𝛼𝑓𝑦)𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

-های سیال در رابطهسرعت ذره xی مؤلفه اگر دامنهشود. در ادامه رابطه فشار حاکم بر مسأله بررسی می
ی ناشی فشار نوسان یسازی رابطهجاگذاری شود، پس از مرتب (14)ی در نظر گرفته شود و در رابطه (23)ی 

 آید.دست میبه (22)از حرکت نوسانی مرز به صورت 
(24)  [𝑘2𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 +
𝛼𝑓
3

𝑘
𝐴4𝑒

−𝛼𝑓𝑦] − 𝛼𝑓
2 [𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 +
𝛼𝑓

𝑘
𝐴4𝑒

−𝛼𝑓𝑦] =
𝑖𝑘

𝜇𝑓
𝑃(𝑦) 

(20)  (24) ⟹ (−𝛼𝑓
2 + 𝑘2)𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 =
𝑖𝑘

𝜇𝑓
𝑃(𝑦) 

(22)  (20)
(19)
⇒ (−𝑘2 +

𝑖𝜔

𝜈𝑓
+ 𝑘2)𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 =
𝑖𝑘

𝜇𝑓
𝑃(𝑦) ⟹ 𝑃(𝑦) =

𝜔𝜌

𝑘
𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 

 آید.دست میبرای فشار به (27)ای رابطه (10)در  (23)ی از طرفی با جاگذاری رابطه
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(29)  

𝑘2𝐴2𝑒
−𝑘𝑦 + 𝛼𝑓

2𝐴4𝑒
−𝛼𝑓𝑦 − 𝛼𝑓

2𝐴2𝑒
−𝑘𝑦 − 𝛼𝑓

2𝐴4𝑒
−𝛼𝑓𝑦 = −

𝑖

𝜇𝑓
𝑃′(𝑦)  

⟹ (𝑘2 − 𝛼𝑓
2)𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 = −
𝑖

𝜇𝑓
𝑃′(𝑦)   

(20)  ⟹ −
𝑖

𝜇𝑓
𝑃′(𝑦) = (𝑘2 − 𝑘2 +

𝑖𝜔

𝜈𝑓
)𝐴2𝑒

−𝑘𝑦⟹ 𝑃′(𝑦) = −𝜔𝜌𝐴2𝑒
−𝑘𝑦   

(27)  
   ∫ (20)𝑑𝑦 

→       𝑃(𝑦) = −
𝜔𝜌

−𝑘
𝐴2𝑒

−𝑘𝑦 + 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

ی دست آمده در رابطهکه فشار به دست آمده از هر دو روش باید با یکدیگر برابر باشند، ثابت بهبا توجه به این

-دست میبه (22)ی ی فشار نوسانی به صورت رابطهشود. بنابراین دامنهبرابر با صفر در نظر گرفته می (27)
 آید.

 
 های تحلیلی سرعت و فشار  قابل انتشار در سیالرابطه -2-3

توانند هر عددی باشند. اما از نظر ، می(13)و  (12)های مرزی از نظر ریاضی مقدار دامنه و اختلاف فاز شرط

3𝜋ها محدود و اختلاف فاز ، نسبت دامنه[1]فیزیک انتشار موج مرزی 

2
𝜑اختلاف فاز  است. در ادامه  =

3𝜋

2
در  

 (12)های مرزی محاسبه شوند و شرط y=0در  (23)و  (22)های سرعت شود. حال اگر مؤلفهنظر گرفته می

ها آیند. در ادامه با جاگذاری مقادیر این ضریبدست میبه A4 و A2های در نظر گرفته شوند، ضریب (13)و 

و همچنین در نظر گرفتن بخش  (22)و  (23)، (22)در  (21)از  αfو بخش حقیقی و موهومی پارامتر 

فشار قابل انتشار در های سرعت در دو جهت عمود و مماس بر سطح و های تحلیلی مؤلفهحقیقی، رابطه

تعریف شده  (33)به صورت  θو  a ،bآیند. توجه شود که پارامترهای ( به دست می33-32سیال به صورت )

 است.

(33)  

𝑣1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎
[{−(𝑉0 + 𝑈0)𝑘b cos(𝜃)

− [𝑘2𝑈0 − 𝑉0𝐵
2  + (𝑉0 − 𝑈0)𝑎𝑘] sin(𝜃)}𝑒

−𝑘𝑦   

+ { [−𝑘 𝑎+𝑘2](𝑉0 + 𝑈0) sin(𝜃 − 𝑏𝑦)

+  𝑘 b(𝑉0 + 𝑈0) cos(𝜃 − 𝑏𝑦)}𝑒
−𝑎𝑦] 

(31)  

𝑢1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎
[{−(𝑉0 + 𝑈0)𝑘b sin(𝜃) 

+ [𝑘2𝑈0 − 𝑉0𝐵
2  + (𝑉0 − 𝑈0)𝑎𝑘] cos(𝜃)}𝑒

−𝑘𝑦

− { [𝑘 𝑎 −𝐵2](𝑉0 + 𝑈0) cos(𝜃 − 𝑏𝑦)

−  𝑘 b(𝑉0 + 𝑈0) sin(𝜃 − 𝑏𝑦)}𝑒
−𝑎𝑦] 

(32)  

𝑝1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝜔𝜌

𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎
{−(𝑉0 + 𝑈0)b sin(𝜃)

+ [𝑘𝑈0 − 𝑉0√𝑘2 + (𝜔 𝑘𝜈)⁄ 2
+ (𝑉0 − 𝑈0)𝑎] cos 𝜃}𝑒

−𝑘𝑦 

(33)  
𝑎 = √𝑘4 +𝜔2 𝜈𝑓2⁄

4
cos(0.5 tan−1(−𝜔 𝑘2𝜈𝑓⁄ ))    
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𝑏 = √𝑘4 + 𝜔2 𝜈𝑓2⁄
4

sin(0.5 tan−1(−𝜔 𝑘2𝜈𝑓⁄ ))    

𝜃 = 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡   

 هاسنجی رابطهصحت-3-3

فرض نوسانی  کردن لحاظناپذیر، با های تحلیلی برای سرعت و فشار سیال لزج تراکمدر این پژوهش رابطه

و اصل انتشار، به  (13)، (12)های مرزی ( با تأمین شرط11-7های )های سیال در معادلهبودنی حرکت ذره

( ارائه شد. با توجه به جستجوهای انجام شده استفاده از روش جاگذاری مستقیم و استخراج 32-33صورت )

 (، در پژوهشی دیده نشده است. 32-33روابط به صورت )

یا در نظر  [23, 10, 10]بردار سرعت به توابع پتانسیل برداری و عددی  های دیگری مانند تجزیهاما با روش

 ها ارائه شده است. ، رابطه[22, 21]گرفتن سیال لزج به شکل جامد فرضی 

ها، تر رابطهتحلیلی این پژوهش، قابل مقایسه با دو روش دیگر است. به تعبیری، با بررسی دقیق هایرابطه

جزیه بردار سرعت یا جامد فرضی، در این پژوهش نهفته هستند. جمله شامل های تشود که روشمشاهد می

با توجه به تعریف  A4، بخش پتانسیل سرعت و جمله شامل ضریب (23)و  (22)های در رابطه A2ضریب 

است.  1، بخش چرخشیاست [10]( مرجع 13ی )در رابطه κیا  [21]ضی در که مشابه مدول برشی فر (19)

کننده به های سادهتحلیلی، با اعمال فرضیه هایرابطهعلاوه بر این مقایسه، در ادامه برای بررسی بیشتر 

 آیند.، دو حالت خاص به دست می(32-33) هایرابطه

شود که مرز سیال لزج فقط به صورت افقی مرتعش است یعنی شرط مرزی در : فرض می1حالت خاص 

y=0  به صورتu1 = U0 cos(−ωt) ( به 30-34های سرعت سیال به صورت )است. در این صورت مؤلفه-
 آیند.دست می

(34)  (33)
𝑉0=0, k→0

⇒      𝑣1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

√𝜔2 𝜈2⁄
[0]⟹ 𝑣1 = 0 

(30)  

(31)
𝑉0=0, k→0

⇒     𝑢1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈0 cos (−𝜔𝑡 +

√𝜔2 𝜈𝑓2⁄4
sin (

𝜋

4
) y) 𝑒

−√𝜔2 𝜈𝑓2⁄
4

cos(
𝜋

4
)𝑦

 

⟹ 𝑢1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈0 cos (𝜔𝑡 − √𝜔/2𝜈𝑓 y) 𝑒
−√𝜔/2𝜈𝑓𝑦 

یکسان است. اما فشار ناشی از  [2]های سرعت مسأله استوکس نوع دوم ، با رابطه(30)و  (34)های رابطه

 آید. دست میبه (32)تحریک سطح زیرین سیال به شکل ارتعاش افقی، به صورت 

(32)  (32)
 k→0, 𝑉0=0

⇒       𝑝
1−𝑅𝑒

(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √
𝜔𝜇𝑓𝜌

2
𝑈0(cos(𝜔𝑡) + 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)) 

                                                                                                                                                                                              
1 Vortex 
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توان در نظر گرفت این است که مرز سیال لزج دارای حرکت موج متحرکی : حالتی که می2حالت خاص 

به همراه اصل انتشار، بر مسأله  (13)باشد که فقط دارای مؤلفه عمودی است. به تعبیری فقط شرط مرزی 

 ( است.37-39های سرعت و فشار حاکم بر سیال به صورت )حاکم است. در این صورت مؤلفه

(39)  
𝑣1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑉0
𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎

[{−𝑘b cos(𝜃) + [𝐵2 − 𝑎𝑘] sin(𝜃)}𝑒−𝑘𝑦

+ { [−𝑘 𝑎+𝑘2] sin(𝜃 − 𝑏𝑦) + 𝑘 b cos(𝜃 − 𝑏𝑦)}𝑒−𝑎𝑦] 

(30)  
𝑢1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑉0
𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎

[{−𝑘b sin(𝜃) + [−𝐵2  + 𝑎𝑘] cos(𝜃)}𝑒−𝑘𝑦

− {[𝑘 𝑎 −𝐵2] cos(𝜃 − 𝑏𝑦) −  𝑘 b sin(𝜃 − 𝑏𝑦)}𝑒−𝑎𝑦] 

(37)  𝑝1−𝑅𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝜔𝜌𝑉0

𝑘2 + 𝐵2 − 2𝑘𝑎
{−b sin(𝜃) + [−√𝑘2 + (𝜔 𝑘𝜈)⁄ 2

+ 𝑎] cos 𝜃}𝑒−𝑘𝑦 

های این تفاوت که رابطه. با باشدمییکسان  [12]های تحلیلی سرعت و فشار در ( با رابطه37-39) هایرابطه

 برحسب جابجایی و در حوزه فرکانس است.  [12]موجود در 

 

 نتایج و تفسیر حل میدان سرعت و فشار در سیال -4
، تغییرات (31)و  (33)های تحلیلی میدان سرعت برای درک رفتار سیال ساکن در حضور مرز نوسانی، رابطه

در ادامه ترسیم شده و همچنین برآیند بردار سرعت ذره های سیال در صفحه،  در فضا و زمان (32)فشار 

 ی افقیمتر بر ثانیه، دامنهمیلی V 0/3)0) ی عمودیاست. برای ترسیم این نمودارها، از مقادیر عددی دامنه

(0(U 70/3 متر بر ثانیه، فرکانسمیلی (f )2/3 مگاهرتز و طول موج مرز نوسانی (𝜆 )1 متر و از میلی

 شود. ناپذیر استفاده میهای فیزیکی آب به عنوان سیال لزج تراکممشخصه

تواند، هر مقدار عددی باشد اما از نظر های مرز نوسانی، میلازم به ذکر است که از نظر ریاضی مشخصه

ی افقی سرعت به عمودی محدود است های تولید موج مرزی، نسبت دامنهفیزیک انتشار موج مرزی و راه

اند که حداکثر فشاری که روی مرز سیال نتخاب شدهای ا. درضمن، مقادیر عددی برای ترسیم به گونه[1]

 (، تجاوز نکند.]17[شود از فشار تبخیر آب )حدود سه کیلوپاسکال ایجاد می
 

 و فشار سیالها میدان سرعت ذرهمکانی تغییرات  -1-4

در ها و فشار سیال، نمودارهایی های سرعت ذرهبر میدان تغییرات مکانیدر این بخش برای بررسی تأثیر 

های سرعت و فشار در راستای ضخامت ( تغییرات مؤلفه2اند. شکل )میکروثانیه ترسیم شده 0/1زمان دلخواه 

دهد. به این ترتیب، عددهای محور افقی بالایی سیال را در یک نمودار در فاصله دور از مرز تحریک نشان می

های سرعت با واحد متر بر ثانیه و گر مؤلفهگر فشار بر حسب پاسکال، عددهای محور افقی پایینی نمایاننشان

ی هر دو کمیت سرعت و فشار (، دامنه2محور عمودی، ضخامت سیال بر حسب متر است. با توجه به شکل )

کنند. اما با توجه به متر از کف سیال، میرا شده و به صفر میل میدر راستای ضخامت در فاصله یک میلی
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است، مؤلفه افقی سرعت، در نزدیکی سطح، دچار ی از کف ترسیم شدهمیکرون 13(، که در فاصله 3شکل )

 تغییرات سریعی شده است )خط ممتد(.

 

 

 دور از انتها  -در راستای عمود بر سطح های سرعت پروفیل فشار و مؤلفه -2شکل

  
 

 

 نزدیک مرز -های سرعت در راستای عمود بر سطح پروفیل فشار و مؤلفه -3شکل
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که این عمودی هم دچار تغییری مشابه پروفیل مؤلفه افقی شده است اما به دلیل این مؤلفهالبته پروفیل 

رسد که ( برای مؤلفه افقی روی داده است، کوچک است، به نظر می3چه در شکل )تغییر در مقایسه با آن

( مشخص است، از 2شکل ) طور که درن پروفیل فشار همانمؤلفه عمودی بدون تغییر است. همچنی پروفیل

 متری میرا شده است.پاسکال روی سطح شروع و بدون شکستگی در پروفیل آن، در فاصله یک میلی 2003

که چرا این شکستگی برای پروفیل های سرعت و اینبرای بررسی و دلیل ایجاد چنین شکستگی در مؤلفه

( توجه کرد. حرکت دوبعدی که در سیال قابل انتشار 32-33های تحلیلی )توان به رابطهفشار وجود ندارد، می

 در حال گسترش یافتن است.  xاست، در جهت 

 ضرایبو بخش دوم شامل  e−kyهای جمله این حرکت ترکیب دو حرکت است. بخش اول شامل ضریب

−) expجمله  (k4 +ω2 νf
2⁄ )
1

4cos(0.5 tan−1(−ω k2νf⁄ )) y)  .است 

در مرز تحریک شده  xدر جمله نمایی، که عدد موج در جهت  kل وجود در بخش اول حرکت، به دلی

است. اما در  xتوان در نظر گرفت که بخش اول، ناشی از تغییرات فضایی مرز متحرک در راستای است، می

 بخش دوم حرکت، علاوه بر عدد موج، ضریب لزجت سیال هم در جمله نمایی وجود دارد. 

( 3( و )2گر میرایی در راستای عمود بر سطح است که خود را در شکل )یانهای نمایی، بوجود این جمله

شود. دیده می [12]های سرعت و فشار درحوزه فرکانسها به شکل مشابه، دررابطهنشان داده است. این جمله

 فدر این پژوهش، میرایی ناشی از بخش اول، میرایی کند و میرایی ناشی از بخش دوم، میرایی سریع، تعری

( باعث کاهش 2)شکل  فاصله دور از سطح ( و میرایی کند در3)شکل  شود. میرایی سریع در نزدیکمی

 شوند. می های نوساندامنه

2π/(−(k4اثر تحریک سطح، ابتدا در  +ω2 νf
2⁄ )
1

4cos(0.5 tan−1(−ω k2νf⁄ و سپس در فاصله  (((

2π/k متر می ( و فاصله دوم، یک میلی3میکرون )شکل  09/1ی اول، رود. در این پژوهش، فاصلهاز بین می

های متفاوت، میزان تأثیر های سرعت وجود دارند اما به دلیل ضریبهای مؤلفهاین دو میرایی در رابطه باشد.

ها متفاوت است اما در فشار، تنها اثر ناشی از میرایی کند وجود دارد. به همین دلیل است که در شکل آن

های سرعت، تغییر سرعت وجود دارد. در مورد د ندارد اما در پروفیل مؤلفه(، تغییری در پروفیل فشار وجو3)

توان بیان کرد که است، می (31)ی که حالت خاصی از رابطه (30)ی حالت خاص اول، با توجه به رابطه

در مسأله استوکس نوع دوم  kکه میرایی سریع است اما به دلیل اینمسأله استوکس نوع دوم، فقط دارای 

 افتد.نهایت اتفاق میصفر است و نوعی ارتعاش است، میرایی کند وجود ندارد یا به تعبیر ریاضی در بی

دهد که تغییرات این کمیت، به دلیل تغییرات ی فشار نشان می، در رابطهexp (−ky)ی وجود فقط جمله

ه در سیال به دلیل انتشار موج مرزی در فضا است. فشار فضایی مرز متحرک است. به تعبیری، فشار ایجاد شد

های معمول ارتعاشی که از ی فرکانس، در حالتی که سیال آب یا هوا باشد، در محدوده(32)ناشی از تحریک 

ی پایین و در حد متر بر ثانیه است، دارای دامنهمرتبه کیلوهرتز و دارای سرعت تحریک مرز از مرتبه میلی

فرض ثابت بودن فشار در عرض لایه مرزی و حتی  (32)ی باشد. به این ترتیب با توجه به رابطهپاسکال می

 ناچیز بودن آن در حالتی که فقط جابجایی افقی از نوع ارتعاش وجود داشته باشد، فرض معقولی است. 
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 میکرون از کف 2/3در فاصله  در جهت مماس بر سطحهای سرعت پروفیل فشار و مؤلفه -4شکل

 

های سرعت و فشار در تغییرات مکانی را بررسی نمود، ترسیم تغییرات مؤلفهتوان تأثیر حالت دیگری که می

 2/3میکروثانیه و ارتفاع از کف دلخواه  0/1ی دلخواه (، در لجظه4راستای افق در یک نمودار است. در شکل )

گر فشار بر حسب عددهای محور عمودی سمت راست نشانمیکرون، این تغییرات، ترسیم شده است. 

های سرعت با واحد متر بر ثانیه و محور افقی، گر مؤلفه، عددهای محور عمودی سمت چپ نمایانپاسکال

( در طول سیال، برای دو و نیم برابر طول موج تحریکی ترسیم شده 4شکل ) طول سیال بر حسب متر است.

 (، تغییرات مکانی در جهت افقی، سینوسی و نامیرا است.4است. با توجه به شکل )

 
 ها و فشار سیال در یک دوره زمانیتغییرات میدان سرعت ذره -2-4

مان تناوب در ادامه برررسی رعت و فشار سیال در طول یک دوره زدر این بخش تغییرات زمانی میدان س

برای بررسی همزمان تأثیر زمان و ارتفاع بر تغییرات سرعت و فشار، در یک دوره زمانی، شود. ابتدا، می

 (0)سیال در شکل پایینی میکرون از مرز  0/1و  2/3، 2/3علاوه بر کف، در سه ارتفاع  ها،تغییرات کمیت

های سرعت )محور سمت چپ( برحسب متر بر ثانیه و واحد تغییرات واحد مؤلفهترسیم شده است. 

 فشار) محور سمت راست( برحسب پاسکال، است.

از مرز تحریک شده، به دلیل به وجود میرایی در جهت عمود بر  ارتفاع(، با افزایش 0با توجه به شکل )

های ترسیم شده، میزان تغییر حداکثر شود. در ارتفاعی تغییر متغیرها کمتر میمرز، میزان حداکثر دامنه

ی تغییرات، میزان اختلاف فاز بین بر حداکثر دامنهی افقی از دو کمیت دیگر بیشتر است. علاوهی مؤلفهدامنه

ها و همچنین ها هم با یکدیگر در حال تغییر است. البته این اختلاف فاز بین فشار و هرکدام از مؤلفهکمیت

الف(، اختلاف فاز فشار نسبت به -0دو مؤلفه با یکدیگر متفاوت است. به این مفهوم که با توجه به شکل )

درجه و اختلاف فاز بین  -73مودی درجه، اختلاف فاز فشار نسبت به مؤلفه ع -103مؤلفه افقی، روی مرز 

 درجه است )دلیل منفی بودن، نسبی بودن تعریف اختلاف فاز است(. -73مؤلفه عمودی نسبت به افقی، 
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 میکرون فاصله از کف 2/3 -ب-5شکل روی مرز پایینی                                         -الف-5شکل          
 

 

  میکرون فاصله از کف 0/1 -د-5شکل میکرون فاصله از کف                                2/3 -ج-5شکل           

 

 های سرعت و فشار در فواصل عمودی مختلف از مرز تحریک شدهتغییرات زمانی مؤلفه -5شکل 

 
مرز تحریک و حرکت توان دریافت که با فاصله گرفتن از د(، می-0ج( و )-0ب(، )-0های )اما با مشاهده شکل

ها دچار تغییر شده و از یک ارتفاعی به بعد، ی افقی سرعت ذرهدر عمق سیال، اختلاف فاز بین فشار و مؤلفه

شوند. برای بررسی ها و فشار در طول زمان، بر یکدیگر منطبق میتغییرات دو منحنی مؤلفه افقی سرعت ذره

 ( ترسیم شده است. 2)یال در شکل بهتر موضوع، اختلاف فاز در طول ارتفاع از کف س

برای استخراج مقدار اختلاف فاز از روی نمودار زمانی، ابتدا تبدیل فوریه سریع هر کمیت در طول زمان 

ی قبل به ها در مرحلهدست آمده است. سپس تابع همبستگی متقابل بین دو کمیت که تبدیل فوریه آنبه

گر ، زاویه فاز این تابع، بیان[23]ریف تابع همبستگی مختلط شود. با توجه به تعدست آمده، استخراج می

افزار متلب نوشته شد و اختلاف فاز باشد. بر اساس شیوه بیان شده، کدی در نرماختلاف فاز بین دو کمیت می

 ( در طول ارتفاع از کف سیال ترسیم شده است.2ها به صورت شکل )بین کمیت
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 شدهتغییرات اختلاف فاز نسبی متغیرها در راستای عمود بر سطح تحریک -6شکل

 
-از کف سیال را نشان می فاصله، محور عمودی اختلاف فاز بر حسب درجه و محور افقی (2) در نمودار شکل

-دهد. اختلاف فاز فشار نسبت به مؤلفه افقی با خط ممتد، اختلاف فاز فشار نسبت به مؤلفه عمودی با خط
ارائه شده است. با  (2)خط در شکل -چین و اختلاف فاز مؤلفه عمودی سرعت نسبت به مؤلفه افقی با نقطه

ها ثابت و برابر با ، اختلاف فاز بین فشار نسبت به مؤلفه عمودی سرعت در تمام ارتفاع(2)توجه به شکل 

 افتد.ی خاص اتفاق میناحیهثابت بودن اختلاف فاز برای دو حالت دیگر، در  درجه است. اما -73قدار م

شود. خط عمودی در شده است، شروع می نشان داده (2)این ناحیه خاص، از خط عمودی که در شکل 

شود. ارتفاعی است که از آن به بعد، میزان تغییرات اختلاف فاز نسبی برای هر سه حالت صفر می (2)شکل 

میکرون است. اما مقدار عددی اختلاف فاز در این ناحیه 09/1در این مسأله،  (2)این ارتفاع با توجه به شکل 

، در ناحیه با اختلاف فاز ثابت، اختلاف فاز بین فشار (2)برای سه حالت متفاوت است. با توجه به نمودار شکل 

 درجه است. 73ی افقی سرعت صفر و اختلاف فاز بین دو مؤلفه سرعت و مؤلفه

های عمودی و افقی سرعت و فشار سیال در چهار نقطه از طول هدر پایان این بخش، تغییرات زمانی مؤلف

( ترسیم شده است. لازم به ذکر است که 9میکرون از کف در شکل ) 2/3افقی سیال در ارتفاع دلخواه 

توجه شود چهار نقطه طوری انتخاب شده است که  ( یکسان است.0ی نمودار با شکل )رو واحدهای عددی

شود. نکته دیگری که در ها از این فاصله به بعد تکرار میوج ترسیم شده و پروفیلچهار نمودار در یک طول م

 ها با تغییر فاصله در جهت افقی ثابت است.ی کمیتین شکل وجود دارد این است که حداکثر دامنهامورد 
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 متر از مبدأمیلی0/3در فاصله افقی  -ب-7شکل در فاصله افقی صفر از مبدأ              -الف-7شکل          
 

 

 

 متر از مبدأدر فاصله افقی یک میلی -د-7شکل متر از مبدأ             میلی9/3در فاصله افقی  -ج-7شکل          

 

 میکرون از کف 2/3در ارتفاع دلخواه  اصل افقیهای سرعت و فشار در فوتغییرات زمانی مؤلفه -7شکل

 
های سرعت عمودی و افقی و فشار در فواصل ، تغییرات زمانی و مکانی مؤلفه(9( و )4به شکل )با توجه 

ی نامیرا در افقی یکسان و از نوع سینوسی و بدون میرایی هستند. دلیل این موضوع هم انتخاب موج با دامنه

های داخل سیال و کت ذره(، از ابتدا حر13( و )12جهت افقی است. به این تعبیر که با توجه به شرط مرزی )

u1(x, y, t)صورت ها بهفشار حاکم بر آن = U(y)ei(kx−ωt) ،v1(x, y, t) = iV(y)ei(kx−ωt)  و

p1(x, y, t) = P(y)ei(kx−ωt)   شدند.  لحاظ هامعادلهفرض و در 

رو پس از در این جا فرض بر این است که عدد موج و فرکانس هر دو اعداد حقیقی هستند. از این

شود می yو در نتیجه تغییرات دامنه، تنها وابسته به  شوندنمی خارج، از داخل آرگومان هاعادلهمجاگذاری در 

 ای تغییرات در جهت افقی مطابق با تحریک مرز سیال و نامیرا است.و به گونه
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 حل تحلیلی امختلف ب ای سرعت و کانتور گردابه سیال درلحظاتهتوزیع دو بعدی بردارهای برآیند مؤلفه -8شکل 

 
 ها در محیط سیالهای سرعت ذرهتوزیع بردارهای برآیند مؤلفه -3-4

های مختلف های سرعت در طول و ضخامت سیال، در زمانای بردار برآیند مؤلفه(، توزیع لحظه0در شکل )

ز سیال بر حسب متر داده شده، بردار برآیند دو مؤلفه سرعت در هر نقطه ا ترسیم شده است. هر بردار نشان

(، چگونگی توزیع دو بعدی کانتور گردابه در محیط سیال بر حسب 0. همچنین در شکل )باشدمیثانیه بر 

 (، ارائه شده است.0زمینه با مقدار طیف رنگی واقع در سمت راست شکل )معکوس زمان، در پس

و  (33)ی میدان سرعت به وسیله ،[2]لازم به ذکر است که مقادیر گردابه موجود با استفاده از تعریف 

میکروثانیه با یکدیگر اختلاف دارند. شکل  29/3، (0)های رسم شده در شکل اند. زماندست آمدهبه (31)

های مختلف های سیال در ضخامت و طول سیال را در زمان، تصویری از چرخش بردارهای سرعت ذره(0)

در فضا میرا  هاذره، با افزایش فاصله از سطح تحریک، بردار برآیند سرعت (0)دهد. با توجه به شکل نشان می

توان دریافت که تحریک با مسأله استوکس نوع دوم، می (0)شود. با مقایسه حرکت ایجاد شده در شکل می

که در شود در حالیهمزمان در دو جهت موازی و عمود بر سطح، باعث حرکت چرخشی در سیال می

 شود.رخشی ایجاد نمیهای سیال به صورت موازی حرکت کرده و چاستوکس نوع دوم تنها لایه
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کند. به طور مثال ها در فضا تغییر می، جهت چرخش بردار برآیند سرعت ذره(0)همچنین با توجه به شکل  

ها خلاف ساعتگرد، ی صفر، با حرکت از چپ به راست روی سطح، چرخش بردار برآیند سرعت ذرهدر لحظه

تحریک، با حرکت از چپ به راست چرخش بردار برآیند متر از مرز میلی 1/3اما به طور مثال در ارتفاع 

 یکرومتر است. م 10/3، برابر با (0)ها، ساعتگرد است. در مسأله حاضر این ارتفاع با توجه به شکل سرعت ذره

های توان بیان کرد که ارتفاع تغییر جهت چرخش بردار برآیند مؤلفهمی (0)( و 3(، )2با مقایسه شکل )

(، مؤلفه عمودی سرعت 3( و )2شود. با توجه به شکل )است که مؤلفه افقی سرعت صفر میسرعت، ارتفاعی 

دهد. صحت این موضوع با حل معادله همواره منفی است اما مؤلفه افقی سرعت در ارتفاعی تغییر علامت می

برای شکل  (43)ی ، بررسی شده است. با حل عددی رابطهباشدمی (31)ی که از صفر قرار دادن رابطه (43)

 آید. دست میمیکرون به09/1، محل تغییر علامت چرخش بردار برآیند سرعت، (0)

 

(43)  

Γ = (𝑘 − 𝑎)−1[ln{−(𝑉0 + 𝑈0)𝑘b sin(𝜃) + [𝑘
2𝑈0 − 𝑉0𝐵

2  + (𝑉0 − 𝑈0)𝑎𝑘] cos(𝜃)}] 

𝑓(𝑦) = − [𝑘 𝑎 −𝐵2](𝑉0 + 𝑈0) cos(𝜃 − 𝑏𝑦) −  𝑘 b(𝑉0 + 𝑈0) sin(𝜃 − 𝑏𝑦) 

𝑦 − (𝑘 − 𝑎)(−1) ln(𝑓(𝑦)) = Γ 

شود. همچنین محل ارتفاع تغییر ، کانتور گردابه سیال در نزدیکی سطح تشکیل می(0)با توجه به شکل 

جهت چرخش سرعت، با مرکز گردابه یکسان است. این کانتور گردابه در طول زمان بر روی سطح حرکت 

گردابه در نزدیکی سطح تشکیل شده و با افزایش ارتفاع از مرز تحریک شده، میرا  کند اما بیشترین مقدارمی

 شود.می

 

 گیرینتیجه -5

استوکس و معادله پیوستگی برای جریان دو بعدی، ناپایا شروع  -های اصلی ناویردر این پژوهش از رابطه

دارای دو بخش نوسانی و های سیال و فشار سیال کرده و سپس با استفاده از سه فرض الف( سرعت ذره

استوکس حاکم بر صفحه -های ناویرای معادلههمان حل پایه ،، ب( بخش متوسط سرعت و فشارمتوسط است

های های خطی بخش نوسانی مؤلفه، معادلهی بخش نوسانیباشد و ج( کوچک بودن اندازه دامنهتخت می

که سیال اج شد. در ادامه با توجه به ساکن بودن سیال اولیه و ایناستخر ت در دو جهت افقی و عمودیسرع

های تحلیلی سرعت و فشار بر حسب زمان و رابطهارائه شد.  سیستمحاکم بر  هایمعادلهناپذیر است، تراکم

ها و فشار سیال، ارائه حرکت ذرهبودن فرض هارمونیک  در نظر گرفتنناپذیر با مکان برای سیال لزج تراکم

های تحلیلی که ناشی از تحریک همزمان در دو جهت افقی و عمودی مرز پایینی شد. با استفاده از این رابطه

 ارائه شد.  فضا، تغییرات میدان سرعت و فشار در طول زمان و باشدمیسیال 

جهت ر های سرعت و فشار دی نوساندهد که دامنهها نشان میتحلیل رفتار سیال با استفاده از این رابطه

. این میرایی در جهت عمود بر سطح در دو ارتفاع اتفاق و در جهت افقی نامیرا استمستهلک  عمود بر سطح

افتد. میرایی سریع در نزدیکی سطح و میرایی ناشی از تغییرات کند، در فاصله دور از سطح تا ارتفاع یک می
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مؤلفه افقی سرعت در نزدیکی سطح و میزان نفوذ ی افتد. تغییر دامنه، اتفاق مییمرزول موج تحریک برابر ط

 ی عمودی سرعت بیشتر است.آن در سیال، نسبت به مؤلفه

های فشار و سرعت با یکدیگر و تغییر این پارامتر با ارتفاع با استفاده از تابع همبستگی اختلاف فاز بین کمیت

که تا ارتفاعی که میرایی سریع وجود دارد، متقابل، در این پژوهش بررسی شد. با توجه به نتایج نشان داد شد 

 ها ثابت است. ها متغیر است اما از این ارتفاع به بعد اختلاف فاز بین کمیتاختلاف فاز بین کمیت

فرض ثابت بودن فشار در عرض لایه مرزی و حتی ناچیز بودن آن در حالتی که فقط نشان داده شد که 

اما در صورتی که تحریک مرز از نوع  ه باشد، فرض معقولی است.جابجایی افقی از نوع ارتعاش وجود داشت

عمودی باشد، در نظر گرفتن فشار ثابت در راستای عمود برسطح، صحیح نیست. دلیل تشکیل چنین فشاری، 

که در این پژوهش از آن صرف نظر نشده است.  باشدمیها کوپل بودن سرعت عمودی و افقی در معادله

که در  (32)ی رابطهشود. به تعبیری فشاری میموج در مرز تحریک شده باعث تولید همچنین تغییر فضایی 

تغییرات مکانی موج مرزی به همراه ، ناشی از باشدمیناپذیر های فشاری در سیال لزج تراکمگر موجعمل بیان

 های سرعت است.کوپل بودن مؤلفه

، نوعی موج پیشرونده میرا است که از روی سطح تحریک شده و (31)و  (33)از نظر عملی میدان سرعت 

مکانی -حریک زمانیشود. این حرکت چرخشی میراشده ناشی از تبا فاصله گرفتن از سطح این موج میرا می

های سرعت در سیال که جهت چرخش بردار . ارتفاع تغییراست همزمان در دو جهت عمودی و افقی مرز

همان مرکز گردابه سیال است، به صورت تحلیلی ارائه شد. نشان داده شد که در نتیجه وجود دو حرکت افقی 

شوند که این ناحیه بین مرز سیال و سیال با سرعت کمتر های تشکیل میو عمودی، در نزدیکی سطح گردابه

یکی از کاربردهای عملیاتی نتایج حاصل  یک بالشتک جداکننده عمل کند.کند، به تعبیری مانند را جدا می

های تواند بررسی تأثیر پارامترهای مختلف بر میدان سرعت و فشار برای ساخت دستگاهاز این پژوهش، می

-های آکوستیکی یا بررسی شرایط لازم برای جدایش سیال با استفاده از موجبخارساز فراصوت و میکروسکوپ
های حاضر این است که این متحرک، قبل از اجرای عملیات ساخت باشد. در ضمن کاربرد نظری رابطههای 

 .استتواند پایه و اساس برای شرایطی باشد که سیال در حال حرکت ها میرابطه
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 های انگلیسیفهرست نماد
𝐴2, 𝐴4 ضرایب دلخواه سرعت ناشی از حل معادله دیفرانسیل سرعت :(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑎 (33ی )رابطهی : پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝐵 ی ریشه دوم عدد مختلط : دامنه𝛼𝑓

 (21ی )، تعریف شده در رابطه2
𝑏 (33ی )ی رابطه: پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝑖  1−√): یکه موهومی )برابر با 
𝑘  ،عدد موج :(m−1) 
𝑃 ی بخش نوسانی فشار سیال، : دامنه(𝑃𝑎) 
𝑝  ،فشار سیال :(𝑃𝑎) 
�̅�  ،بخش متوسط فشار سیال :(𝑃𝑎) 
𝑝
1
 (𝑃𝑎): بخش نوسانی فشار سیال،  

𝑝
1−𝑅𝑒

 (𝑃𝑎):بخش حقیقی بخش نوسانی فشار سیال،  
𝑡  ،زمان :(𝑠) 
𝑈0 ی بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت : دامنهx ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑢 ( مؤلفه سرعت در جهت مماس بر سطح پایینی سیال :x ،)(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑢1  بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت :x ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑢1−𝑅𝑒  قسمت حقیقی بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت :x ،(𝑚 𝑠)⁄ 
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�̅�  بخش متوسط مؤلفه سرعت در جهت :x ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑉0 ی بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت : دامنهy ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑣 ( مؤلفه سرعت در جهت عمود بر سطح پایینی سیال :y ،)(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑣1  بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت :y ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑣1−𝑅𝑒 y ،(𝑚: قسمت حقیقی بخش نوسانی مؤلفه سرعت در جهت   𝑠)⁄ 
�̅�  بخش متوسط مؤلفه سرعت در جهت :y ،(𝑚 𝑠)⁄ 
𝑥  ،مختصات مماس بر سطح پایینی سیال :(𝑚) 
𝑦  ،مختصات عمود بر سطح پایینی سیال :(𝑚) 

 نمادهای یونانی
𝛼𝑓 (19ی )ی رابطه: پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝛽𝑓 (17ی )ی رابطه: پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝛾𝑓 (17ی )ی رابطه: پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝜃 (33ی )ی رابطه: پارامتر کمکی، تعریف شده به وسیله 
𝜃′  آرگومان ریشه دوم عدد مختلط :𝛼𝑓

 (21ی )، تعریف شده در رابطه2
𝜆  ،طول موج :(𝑚) 
𝜇𝑓  ،لزجت دینامیکی سیال :(𝑝𝑎.𝑠) 
𝜈𝑓  ،لزجت سینماتیکی سیال :(𝑚2 𝑠)⁄ 
𝜌  ،چگالی سیال :(𝑘𝑔 𝑚3)⁄ 

𝜑  اختلاف فاز :(𝑟𝑎𝑑) 
𝜔 ای : فرکانس زاویه(𝑟𝑎𝑑 𝑠)⁄ 
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Abstract 

 

In the present study, to extend the Stokes' second problem, the bottom edge of viscous 
incompressible semi-space resting fluid is excited in two dimension, simultaneously. This 
two-dimensional excitation which is the effect of velocity of two-dimensional travelling 
wave, is boundary condition for the two-dimensional linear Navier-Stokes equations. The 
time-space exact solution for fluid velocity and pressure show that the amplitude of 
oscillating velocity has fast damping in space till 1.87 micron from excited surface. After this 
height, the amplitude of oscillating quantities has a slowly damping. In the first region (in fast 
damping region), phase difference between pressure and velocity is changing, but after that 
there is a region with constant phase difference. The space variation in velocity components 
of surface wave, together with the coupling of velocity components in main equations, 
produces pressure wave. It has been found that kinematic effect of vertical and horizontal 
harmonic motion cause damped rotational motion in fluid.  
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