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سوخت مربعي بسط مجتمع  پخش مستقل از زمان در رآكتورهاي با ي براي حل معادله نامه كامپيوتري يك برنودالبسط بر اساس روش  :يدهكچ
نودال بسط ده از روش استفابا و توزيع قدرت مختلف  هاي گروهدر  ضريب تكثير مؤثر، شار ي  محاسبهي در اين مقاله به نحوه. داده شده است

بسط ها با روش  هاي محاسباتي تفاضل محدود و اجزاي محدود، از مقايسه نتايج آن  روشي بارهپس از مختصر توضيحي در. پرداخته شده است
افق خوبي بين  توكه اند نودال با مسايل آزمون معروف مقايسه شدهبسط دست آمده از روش ه نتايج ب. ده استشنودال، برتري روش نودال اثبات 

 .شود ها مشاهده مي آن
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Abstract: A polynomial nodal method is developed to solve few-group neutron diffusion 
equations in cartesian geometry. In this article, the effective multiplication factor, group flux 
and power distribution based on the nodal polynomial expansion procedure is presented. In 
addition, by comparison of the results the superiority of nodal expansion method on finite-
difference and finite-element are fully demonstrated. The comparison of the results obtained by 
these method with those of the well known benchmark problems have shown that they are in 
very good agreement. 
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٤٧

   مقدمه -1
ــ ي نخــستين مرحلــه ســال از 50بــه نزديــك اكنــون  كــارگيري ه ب
وشته شده براي   هاي تفاضل محدود در كدهاي كامپيوتري ن        روش

تـر در   هـاي بـيش   پيـشرفت . گذرد  چند گروهي مي  هاي  هحل معادل 
تر   افزار كامپيوتر، امكان حل معادلات پيچيده       ها و سخت    الگوريتم

امـا هنـوز هـم بـه دليـل          . استرا فراهم ساخته    كتور  آدر فيزيك ر  
 صـريح تمـام   سـازي  محدوديت حافظه و زمان اجرا، قادر بـه مـدل        

به جاي اين كار با تعيـين پارامترهـاي         . يستيمكتور ن آاي يك ر  زاج
شده،  پخش براي نواحي بزرگ همگن    چند گروهي   معادل تئوري   

اغلب شامل يك مجتمع سوخت در يك صفحه عرضي، بـه حـل             
بـراي  ،   بـه روش تفاضـل محـدود       ئلهحـل مـس   . يمپـرداز    مـي  ئلهمس

. بندي نياز دارد     مش ي  به تعداد زيادي نقطه   رسيدن به جواب دقيق     
اسـتفاده از   محاسباتي روش تفاضل محدود مـا را بـه          زياد   ي  نههزي

. كنـد   هدايت مي تر،   هاي محاسباتي مؤثرتر، ولي با دقت كم        روش
 شـار متوسـط در نـواحي همگـن          ي  محاسـبه كه براي   ها    اين روش 

نـودال شـناخته    بـسط   هـاي      بـه عنـوان روش     ،رونـد   به كار مي  شده  
 شد اولـين نـسل از ايـن          ارايه 1964سال  كه در    flarمدل  . ندا  شده
هـاي بـسط نـودال از ديربـاز مـورد توجـه              روش. ]1[ها بـود      روش
 در حـال توسـعه      ،هاي مختلـف   در هندسه هم  و اكنون    ]2[ اند  بوده

 شكافت در يك    ي  در اين تحقيق به منظور حل معادله       .]3[ هستند
 يـك  ،ثر و توزيع شارؤهمگن و يافتن ضريب تكثير مچندكتور  آر

 نوشته شده است كـه از روش        )NEM)1پيوتري به نام     كام ي  برنامه
 ،CITATIONاين برنامه ماننـد كـد       . كند بسط نودال استفاده مي   

بنـدي و مشخـصات مـواد را بـه           هندسه، شرايط مرزي، طـرز مـش      
هاي مختلف،    در گروه  شار   ي  و به محاسبه   گيرد  ميعنوان ورودي   
  .پردازد  ميوانثر و توزيع تؤضريب تكثير م

  
   محاسباتروش -2

 توان بـه صـورت     ميرا  نوترون در سه بعد     گروهي   پخش   ي  معادله
  زير نوشت
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صورت تعريف  اين  ثر بوده و به     ؤكثير م تابع ضريب ت   Σ كه در آن  
  شود مي
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)(rrΦ هــاي   آن را شــار گــروههــاي ماتريــسي اســت كــه ســتون
   يعني،دهد مختلف تشكيل مي

  
)3            (            )](),...,(),([)( 21 rrrr G
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ΦΦΦ=Φ  

  
باشد، بنـابراين     دو گروهي مي   ي  در اين مقاله هدف حل معادله     

بــراي حــل ايــن معادلــه ســه روش . اســت =2G بــالا ي در معادلــه
  .شود وضيح داده ميت

  
  وش تفاضل محدود ر2-1

توضـيح داده شـده     بـه طـور مفـصل       اين روش در مراجع مختلـف       
جـا آورده    در ايـن   ]4[ شـده از مرجـع       جـدا معادلات نهايي   . است
  شود مي
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 Sآن اسـت و      ر مركـز  دشـار    iφاي اسـت كـه     بـازه  iΔ ه در آن  ك

  .هاي ديگر است گروهدر  ناشي از شكافت يا پراكندگي ي چشمه
  
   محدوديروش اجزا 2-2

ــزايروش  ــه در آن  اجــ ــت كــ ــي اســ ــدود روشــ   ، روش  محــ
اي قطعـه قطعـه      ابـع چنـد جملـه      بـا اسـتفاده از تو      )2(گالركين-ريتز

اي هرميـت    در اين مقاله از توابع چنـد جملـه        . ]5[ گردد اعمال مي 
ع و  ر حـسب آن تـاب     تـابع دلخـواه را ب ـ       كـه هـر    شده اسـت  استفاده  

اي از  يــك تــابع هرميــت چنــد جملــه. زنــد مــشتقاتش تقريــب مــي
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٤٨

 ي   در دو سـر بـازه      m-1مـشتق مرتبـه       را تـا   fتابع   m2-1 ي  درجه
  شود صورت زير نمايش داده مي  بهكه زند تقريب ميمورد نياز 
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  در فــضاي . گــردد  تعيــين مــيمنفــردصــورت ه تــابع هرميــت بــ
 يـك تــابع هرميـت بــا   جـزء  تـابع هــر  ،اي قطعــه قطعـه  چنـد جملـه  

 ي  تعريـف شـده و در بقيـه   جزءاست كه فقط در آن   ) 5(يت  خاص
ما علاقمند به برقراري پيوستگي در جريـان    چون  . نقاط صفر است  

  دهيم باشيم توابع پايه را به صورت زير تغيير مي مي
  

                                     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤
=

+
+

+

−
−

−

1
1

1
1

1

iii

iii

i

xxxU
D

xxxU
DU θ

θ

  

)6(  
  

 جزءتوسط ضريب پخش در دو      م، برابر مقدار    θ كه در آن پارامتر   
فرض . گرديم  باز مي  ئلهاكنون به حل مس   . شود همسايه انتخاب مي  

 زيـر   صـورت  بـه    ئله يك اپراتور مشتق انتگرال باشد و مـس        Tكنيد  
  مرتب گردد

  
)7                                                               ()()( rfrT =φ 
  

  زنيم تقريب مي) 6( بسط آن با توابع  از طريقرا rφ)(تابع
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iα      تقريـب  با قـرار دادن . باشد ها مي  تابعي از نقاط مرزي بين سلول 
 و Uدر توابــــع وزن آن و ضــــرب طــــرفين ) 7(در معادلـــه  ) 8(

  :رسيم  ميمسئله ماتريسي شكلمنه به اگيري روي د انتگرال
  

                                                                                Aα=F  
A=mαtrix{∫TUiUj} 
α=col{αi} 

{ }∫= ifUcolf  

)9(  
  .نامند را ماتريس سفتي مي Aكه در آن 

  روش نودال در يك بعد 2-3
كنـيم   قسيم مـي  ت  شكل  بزرگ و مستطيل   ي   ناحيه Mكتور را به    آر

 ثابـت فـرض     گـره هـا در هـر       سطح مقطع . شوند  ناميده مي  گرهكه  
ه بـه  وبـر روي هـر گـر      ) 1 (ي  گيـري از معادلـه     با انتگرال . شوند مي

  مسير مي تعادل نوترون ي معادله
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ي تعريـف زيـر را دارنـد و بـه صـورت             يهاي جز  در آن جريان  كه  
  اند  نشان داده شده1هندسي در شكل 
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l   و r چپ و راست سـلول و        هاينماد h     باشـد و     ضـخامت آن مـي

  ودش  به صورت زير تعريف ميدرون سلولشار متوسط 
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درون  شار و جريـان      ي  دانستن رابطه مستلزم  ) 10 (ي  حل معادله 

 سـازگار   – اين رابطه به صورت خـود      ،در روش بسط  . سلول است 
 هـر سـلول     ون در  در بسط شار .  است شده پخش حاصل    ،از معادله 
  شود ر گروه به صورت زير در نظر گرفته ميو براي ه

  

)13                                             (∑
=

=
N

n
n

m
gn

m
g ufau

0
, )()(ϕ  

  

  
  .هاي جزيي  نمايش هندسي جريان-1شكل 
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٤٩

 و بـه صـورت      اسـت بعد شده در سـلول        مختصات بي  uكه در آن    
  شود زير تعريف مي

  

)14(                       10 ≤≤ u,0 m
m

hx
h
xu ≤≤=  

  
  ]٢[ به صورت زير هستند) 13 (ي توابع بسط رابطه

  

0f (u)=1 

1f (u)=2u-1 

2f (u)=6u(1-u)-1 

3f (u)=6u(1-u)(2u-1) 

4f (u)=6u(1-u)(6u2-6u+1) 
)15(  
  

شوند  اي انتخاب مي   توابع بسط به گونه   . اند هشد رسم   2شكل  و در   
 سـلول وسط در كه با سه تابع اول بتوان شار را در چپ و راست و           

 توابع بايد در چپ و راست صفر        ، براي مراتب بالاتر   ؛دكرحساب  
بنـابراين بـا اعمـال      . ها روي سلول صفر گـردد      شوند و انتگرال آن   

توان سـه    ميوسط آنط مرزي شار در چپ و راست سلول و    شراي
 بالاتر  ي  ب مرتبه يضرا ي  براي محاسبه . دكر ابضريب اول را حس   

بـا ضـرب طـرفين      . كنـيم  دار استفاده مي    وزن ي  مانده از روش باقي  
  گيري روي سلول داريم در تابع وزن و انتگرال) 1 (ي معادله
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برابـر همـان    )  مـورد نيـاز    ي  تا درجـه  ( توابع وزن را     ،در اين تحليل  
  .گيريم توابع بسط مي

  

  
  . بسط نودالي  رسم توابع پايه-2شكل 

  بعد روش نودال در دو 2-4
 ٤[ محدود در مراجع مختلـف       يهاي تفاضل محدود و اجزا     وشر

يك بعـدي بـه دو    و تعميم روش اند بسط داده شده به دو بعد     ]٥و  
در . دقـت دارد   اما بسط روش نودال به دو و سه بعد نياز به          . ندا بعد

 y, xاي در دو جهـت   ه از ضـرب دو تـابع چنـد جملـه    ك ـ يصورت
طي خب مجهول زياد شده و جملات غير      ي تعداد ضرا  شوداستفاده  

 ابعـاد را    ،گيـري   انتگرال از طريق  دبنابراين باي  .شود ميشامل  نيز  را  
هاي مربـوط بـه متغيـر ديگـر را در            م و جمله  ر جدا كني  ديگ از يك 
  روشن براي. تر بسط دهيم    جهت خاص تا حد ممكن كم      ي  معادله

  گيريم ميضوع تعاريف زير را در نظر شدن مو
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 y, xك از جهــات ممكــن يــهــر تواننــد  مــي uv,هــا  ه در آنكــ

در ) 16 (ي  معادلــه،بـا اسـتفاده از ايــن تعـاريف    .تواننـد باشــند  مـي 
  شود مي به صورت زير اصلاح uجهت 
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 ي  از توابـع رابطـه     (3 ي   را تا درجه   Lوجه كنيد كه در اين معادله       ت

  .دهيم بسط مي) 15
  

  NEM ي روش كار برنامه -3
 اسـتفاده از     بـا  NEM كـامپيوتري    ي  كه گفتـه شـد برنامـه       يطور هب

بنــدي و  ، طــرز مــش، شــرايط مــرزي هندســه،روش بــسط نــودال
 شـار  ي محاسـبه مشخصات مواد را بـه عنـوان ورودي گرفتـه و بـه       

با توجه بـه  . پردازد ثر و توزيع قدرت مي ؤ ضريب تكثير م   ،گروهي
مقـدار بـه    ي ويـژه      ئله در هر روش به حل مس      ،سه روش گفته شده   

   زير خواهيم رسيدصورت
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 را اپراتـور    Fو  ) جذب و فرار  (ر تخريب    را اپراتو  Mدر اين رابطه    
. ]٦[ شود روش تكرار تواني حل مي    به  اين معادله   . شكافت گويند 

 ي  تكــرار داخلــي و مرحلــهي مرحلــه: ايــن روش دو مرحلــه دارد
 تكـرار داخلـي بـا چـشمه و ضـريب            ي  در مرحلـه  . تكرار خـارجي  

 شـار مرحلـه     ي  بلي تكرار داخلي به محاسـبه     ي ق   ثر مرحله ؤتكثير م 
پس از هر مرحله    . شود  خته مي ثر آن پردا  ؤجديد و ضريب تكثير م    
 تكـرار خـارجي شـرط همگرايـي روي          ي  تكرار داخلي در مرحله   
در صـورت   . شـود   مي بررسيزمان   ثر هم ؤچشمه و ضريب تكثير م    

 ي  مرحله،صورتغير اين پذيرد و در     برنامه پايان مي   ، آن برقراري
 ي   مرحلـه  ي  دهنـده   نشان iر  اگ .دگير تكرار داخلي بعدي انجام مي    

  :تكرار خارجي باشد داريم
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انجام شـده   تكرار  رابطه براي قسمت پراكندگي از آخرين       در اين   
جمـلات چـشمه و     چنين جهت به روزرسـاني       هم .كنيم استفاده مي 

  :كنيم از فرمول زير استفاده ميويژه يافتن مقدار 
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 كـه   اسـت  به ايـن صـورت       NEMاعمال شرايط مرزي در كد      

شـود    در تماس با مرز اعمال مـي       n شرط مرزي بر سطح نود       وقتي
  خواهيم داشت
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ــ1 از جــدول c ،انداردشــرايط مــرزي اســتدر مــورد  دســت ه  ب
  .آيد  مي

  
  . شرايط مرزي استاندارد-1جدول 

 c  شرط مرزي
  -۱  شار صفر

  ۰  جريان ورودي صفر
  +۱  جريان خالص صفر

  دست آمدهه  نتايج بي مقايسه -4
 ي كانـگ     مسئله ، ابتدا نتايج محاسبات   NEMارزيابي نتايج    براي  

 در  ي كانـگ    لهئصورت مـس  .  اين كد آورده شده است     توسط ]٥[
.  داده شـده اسـت     2آن در جـدول     وتروني  ن ـهـاي     ثابـت  و   3شكل  
بـراي   . آمـده اسـت  4و شـكل   3 در جدول    ئله حل اين مس   ي  نتيجه

ــا روشNEM ي مقايـــسه ــر مـــس  بـ ــاي ديگـ  يـــك بعـــدي  ئلههـ

IAEA ]بـه دليـل پيچيـدگي      ايـن مـسئله     .  انتخاب شـده اسـت     ]٧
 آن  ي  ازتابنـده ب را شـرط مـرزي    زي ـهمواره مورد توجه بوده است،      

ئله صـورت مـس   . ]٨[گزيني با شرط مرزي آلبدو نيـست         قابل جاي 
.  داده شـده اسـت   4 نوتروني آن در جدول      هاي  ابت و ث  5در شكل   

ــا روشبــسط  دقــت روش ي بــراي مقايــسه هــاي تفاضــل  نــودال ب
 cm10 ،cm1بندي   در دو مشئله محدود اين مسيمحدود و اجزا  

 از  ،لهئنمودار حل دقيـق مـس     دست آوردن   ه  براي ب .  است شدهحل  
ــد  ــع پذي  Citationك ــد مرج ــك ك ــه ي ــطح  ر ك ــده در س ــه ش فت
انتگـرال  .  اسـتفاده شـده اسـت      cm1بنـدي    المللي است با مـش     بين

 ]٧[له در مرجـع     ئها با حل دقيـق مـس       نمودار يافته شده روي سلول    
ــابق كامــل دارد  ــايج . تط ــكلحاصــل، نت در و  7 و 6 هــاي در ش

  .ست آمده ا8 تا 5 هاي ولجد
 ضريب تكثيـر    ي   روش نودال در محاسبه    كاراييجهت نمايش   

 صـورت .  در دو بعـد آورده شـده اسـت         كانـگ  ئلهثر قلب مـس   ؤم
 2 آن در جـدول      وترونين ـهاي    ثابت و   8 در شكل ي كانگ     مسئله

 9 در جدول    cm6بندي    اين تحليل با مش    ي  نتيجه. داده شده است  
  .آمده است

  

  
  . يك بعدي كانگئله هندسه مس-3كل ش

  
  . كانگيبعد 2 و 1 ي ئلهمس يها مقطع سطح -2جدول 

D1 D2 1  خاصيت
aΣ  2

aΣ  12
sΣ 

2
fυΣ  

 0.218 0.2 0.06 0.0623 0.4 1.5  سوخت

 0.0 0.02 0.1  0.101 0.15 1.2  بازتابنده

  

R
eflector 

N
uclear Fuel 

N
uclear Fuel 

Flux=0 J=0
2L/3 L/3 L=60 cm
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  1388، 48اي، شماره  مجله علوم و فنون هسته

  

٥١

 يـك   ي  ئله بـا مقـادير مرجـع مـس        NEM ي   نتـايج برنامـه    ي   مقايسه -3جدول  
  .كانگ بعدي

  1.0209   كانگي ئلهمقدار ضريب تكثير مؤثر مرجع مس
  NEM  1.0204 ي مقدار ضريب تكثير مؤثر برنامه

 % 0.05  خطاي نسبي

  

  
  

  .cm1بندي   كانگ با مشي لهئ مسگرماييشار  توزيع مكاني -4شكل 
  

  
  .IAEA ي بعدکي ي لهئهندسه مس -5شكل 

  
  .IAEA يك بعدي ي لهئهاي مس  سطح مقطع-4جدول 

D1 D2 1 خاصيت
aΣ  2

aΣ  12
sΣ  2

fυΣ  

  سوخت
  نوع
1 

1.5  0.4 0.01 0.08 0.02 0.135 

  سوخت
  نوع
2  

1.5 0.4 0.01  0.085 0.02 0.135 

  سوخت به
  همراه
  ي ميله

  كنترل

1.5 0.4 0.01 0.13 0.02 0.135 

 0.0 0.04 0.01  0.01 0.3 2 بازتابنده

  

  
  .cm10مش ده، براي بهنجار ش توزيع مكاني قدرت -6شكل 

  

  
  

  .cm1بهنجار شده، براي مش  توزيع مكاني قدرت -7شكل 

  
 IAEA ي  لهئ با مقـادير مرجـع مـس       NEM ي   نتايج برنامه  ي   مقايسه -5جدول  
  .cm10بندي  براي مش

 مقدار  به ازايخطاي نسبي

  مرجع

)004513/1(  

 مقدار ضريب تكثير مؤثر
 برنامه

 

0.08 % 1.0037 NEM  
0.06 % 1.0051 FD  
0.11 % 1.0056 FEM  

  
 IAEA ي  لهئ با مقـادير مرجـع مـس       NEM ي   نتايج برنامه  ي   مقايسه -6جدول  
  .cm10بندي  براي مش

توزيع خطاي نسبي مجموع 

  قدرت

حداكثر خطاي نسبي 

 توزيع قدرت

 برنامه

 

3.5 % 6.2 % NEM  
24.05 % 79.76 % FD  

12 %  39.04 %  FEM  

R
eflector 

Fuel w
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Fuel Type 2 

Fuel Type 2 

Fuel w
ith R

od 

Fuel Type 1 

Fuel Type 2 

Fuel Type 2 

N
or

m
al

iz
ed

 p
ow

er
 d

is
tr

ib
ut

io
n 

Distance (cm) 

N
or

m
al

iz
ed

 p
ow

er
 d

is
tr

ib
ut

io
n 

Distance (cm) 

N
or

m
al

iz
ed

 th
er

m
al

 fl
ux

Distance

Thermal flux via distance 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


  . . . كتورهاي آاستفاده از روش بسط نودال در محاسبات قلب ر

  

٥٢

 IAEA ي  لهئ با مقـادير مرجـع مـس       NEM ي   نتايج برنامه  ي   مقايسه -7جدول  
  .cm10بندي  براي مش

 مقدار  به ازايخطاي نسبي
 برنامه مقدار ضريب تكثير مؤثر  )004513/1( مرجع

 
0.08 % 1.0037 NEM  
0.09 % 1.0036 FD  
0.08 % 1.0037 FEM  

  
 IAEA ي  لهئ مرجـع مـس     با مقـادير   NEM ي   نتايج برنامه  ي   مقايسه -8جدول  
  .cm1بندي  براي مش

توزيع خطاي نسبي مجموع 
  قدرت

حداكثر خطاي نسبي 
 توزيع قدرت

 برنامه
 

3.28 % 5.46 %  NEM  
10.24 % 51.49 % FD  
3.28 % 5.51 %  FEM  

  

  
  

  . دو بعدي كانگي هئل مسي  هندسه-8شكل 
  

 دو بعدي   ي  هئل با مقادير مرجع مس    NEM ي   نتايج برنامه  ي   مقايسه -9جدول  
  . cm6كانگ با مش 

 0.89759  كانگي ئلهمقدار ضريب تكثير مؤثر مرجع مس
 NEM 0.906125 ي مقدار ضريب تكثير مؤثر برنامه

 % 0.95  خطاي نسبي

  
  گيري نتيجه -5

در  ضريب تكثير و شار      NEM،  4و شكل    3با توجه به نتايج جدول      
. زنـد  خمـين مـي    بـه خـوبي ت     ي كانگ   ئلهرا در مس  هاي مختلف     گروه

  بسط برتري روشي دهنده  نيز نشان6  و5 هاي ول و جد6نتايج شكل 
 ي ئله محدود در حل مـس يهاي تفاضل محدود و اجزا   نودال بر روش  

طور كه نتـايج   همان .باشد هاي بزرگ مي  در مش  IAEAيك بعدي   
 ،بنـدي  دهنـد بـا ريزتركـردن مـش         نشان مـي   8  و 7ول  ا و جد  7شكل  

يابند اما هنـوز هـم خطـاي روش      ي كاهش مي  هاي عدد  خطاي روش 
 9در نهايت جدول . تر است هاي ديگر كم  نودال نسبت به روش   بسط  
نـودال در تخمـين  مقـدار        بـسط    سـرعت بـالاي روش       ي  دهنـده  نشان

  .استي دو بعدي كانگ  در مسئله ثر قلبؤضريب تكثير م

  :نوشت پي
١- NEM: Nodal Expansion Method 

٢- Ritz Galerkin 
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