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حال انجام  هاي بدون مش دراستفاده از روش يزمینهاي در گستردههاي پژوهشعددي و علوم محاسباتی تحلیل  يدر حوزه امروزه چکیده:

بعدي  گروهی نوترون در مختصات دو -پخش یک ياي براي حل معادله یابی نقطهدرون ياز یک روش بدون مش بر پایه مقالهاست. در این 

 يضعیف معادلهسازي شکل رکین براي گسستهشعاعی وندلند استفاده شد. از روش گال هاياز تابع ،یابیکارتزین استفاده شده است. براي درون

هاي لژاندر محاسبه شدند. براي ارزیابی روش معرفی شده، نمونه -روش عددي گوس باهاي موجود در معادله پخش نوترون استفاده شد و انتگرال

کد با عد حل و نتایج با پاسخ تحلیلی مقایسه شد. در مواردي که پاسخ تحلیلی وجود نداشت، مسئله ب پخش نوترون در دو يمختلفی از معادله

  ،کاربردي يحل شد. به عنوان یک مسئله ریدآزمون ي مسئله، . براي ارزیابی کارآیی روششدسازي و نتایج مقایسه شبیهسایتیشن  محاسباتی

شعاعی مختلف وندلند  هايچنین ترکیب تابعبعد حل شد. هم در دو (PWR)آب تحت فشار  رکتوآپخش نوترون براي ربع قلب یک ر يمعادله

 سازي با کدهاي تحلیلی و نتایج حاصل از شبیهدست آمده با پاسخ نتایج به يدیگر مقایسه شدند. مقایسهاي از نظر دقت نتایج با یک چندجمله هايبا تابع

  .قرار گیرد استفادهمورد اي  براي تولید کدهاي هسته دتوان و می استیی مطلوبی برخوردار آکه روش استفاده شده از دقت و کار دادنشان  سایتیشن
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Abstract: These days, application of mesh free methods in the areas of numerical analysis and 

computational sciences has been the subject of many researches. In this paper, the mesh free method 

based on the point interpolation scheme is used to solve the one-group neutron diffusion equation in a 

two- dimensional Cartesian coordinate system. The Wendland type radial basis functions were applied to 

perform the interpolations. The Galerkin method was employed to discretise the weak form of the 

neutron diffusion equation. In order to calculate the integrations of the weak form of the equations, 

Gauss-Legendre scheme was applied. The efficiency and accuracy of the method was evaluated through 

a number of case studies. The results were compared with the analytical solutions. For the cases where 

the numerical solutions did not exist, the problem was simulated through the Citation code and the results 

were compared, accordingly. The Reed test problem was solved to show the performance of the 

developed code. A PWR reactor core was also simulated through the introduced method. The effect of 

combination of different Wendland functions with polynomial functions on the accuracy of the results 

was also assessed. There is a good agreement between the numerical and the analytical solutions, and 

also the result from the Citation code revealed the accuracy of the method, and the good performance of 

the applied method was also confirmed in this study. At last, the developed method introduced in this 

work was found to be applicable to implement the desired nuclear computational codes. 
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 مقدمه  .1
 اجزايمحدود، تفاضل عددي مانند  تحلیلموجود هاي روش

هاي از پیش  ل به مشیمرزي، براي حل مسا اجزايمحدود و 
، هاي وفقی()روش ها . در این روشمتکی هستندشده  تعریف

بعدي از پیچیدگی  در فضاي سه ویژهبندي و تغییر مش به  مش

ترین بخش مسئله بالایی برخوردار است که گاهی اوقات پیچیده
 شود.نیز محسوب می

هاي  کاربرد روش يدر زمینههاي زیادي پژوهشامروزه 
هاي مختلفی از علوم و مهندسی در حال انجام  بدون مش در شاخه

از برخورداري ي بدون مش در صورت ها [. روش1، 2]هستند 
هاي  گزینی براي روشتوانند به عنوان جاي دقت مطلوب می

هاي  فعلی مورد استفاده قرار گیرند. در روش ياستاندارد شده
اي از نقاط براي نمایش دامنه و حل مسئله  بدون مش از مجموعه

هاي بدون مش هاي اصلی روششود. از جمله ویژگی استفاده می

هاي حاصل از  وان به مواردي مانند: نداشتن محدودیتت می
پیچیده و سهولت  يل با هندسهیبندي، نمایش دقیق دامنه در مسا مش

 مسئله را نام برد. يافزایش یا کاهش تعداد نقاط در دامنه
ها در تقریب یا  بر توانایی این روش« بدون مش»عبارت 

اي از نقاط بدون  مجموعهیابی متغیر موردنظر با استفاده از درون

ها دلالت دارد. تاکنون گونه ارتباط از پیش تعیین شده بین آنهیچ
توان  اند که از آن جمله می چندین روش بر این اساس ابداع شده

(SPH)شده  هیدرودینامیک نقاط هموارهاي  به روش
(2) [6 ،]

(EFGM) گالرکین اجزايروش بدون 
[، روش باز تولید 4] (1)

(RKPM) هستهنقاط با 
HP[، روش ابر 5] (6)

[، روش 3] (4)

(GFEM) محدود تعمیم یافته اجزاي
 بندي[، روش تقسیم7] (5)

(PUM) واحد
(PIM) ايیابی نقطهروش درون و [8] (3)

به  [3] (7)
 اشاره کرد. هاآنترین عنوان شناخته شده

بندي هاي بدون مش معمولاً براساس روش فرمول روش

هاي شکلقوي و یا ترکیبی از شکل ضعیف،  شکلا )ههمعادل
بندي یابی طبقهقوي و ضعیف( و یا براساس روش تقریب / درون

استوارند، نیاز  هاهضعیف معادلشکل هایی که بر شوند. روش می
ها معمولاً به منظور  گیري دارند. در این روش به انتگرال

کسته تري شهاي کوچکمسئله به سلول يدامنه ،گیري انتگرال
مربعی انتخاب  يها معمولاً به شکل سادهشود. این سلول می
هاي شوند و بین نقاط مورد استفاده در دامنه و سلول می

هایی که بر  گیري ارتباط و وابستگی وجود ندارد. در روش انتگرال
رو رد و از اینگیري وجود ندا استوارند، انتگرال هاهقوي معادل شکل

هاي نیست. اخیراً از روش همگیري  تگرالهاي انبه سلولنیازي 

تري استفاده  به طور گسترده هاهضعیف معادل شکلبر مبتنی 

[. در 29است ] هاتر این روششود که دلیل آن پایداري بیش می
یابی، تقریب تابع به روش اساس روش تقریب/ درون بندي برطبقه
یابی و درون (8)(MLS) غیرثابت هايبا ضریبها عبترین مرکم

( از پرکاربردترین این PIM) اي یابی نقطهتابع به روش درون

مورد استفاده  شکل هاي، تابعMLSها هستند. در روش روش
لذا براي برآورده شدن  ؛دلتاي کرونکر را دارا نیستندخاصیت تابع 

 هايهاي خاصی مانند ضریب از روش دشرایط مرزي ضروري بای
، MLSبرخلاف روش  PIM[. در روش 22لاگرانژ استفاده کرد ]

شکل داراي ویژگی تابع دلتاي کرونکر هستند. دارا بودن  هايتابع

شود که شرایط مرزي ضروري به سهولت و  این ویژگی باعث می
یابی براي درون PIMبه طور دقیق برآورده شوند. در روش 

نوع  هايبعااي یا از ت ملههاي پایه به صورت چندجتوان از تابع می
 پایه هاياستفاده نمود. استفاده از تابع (3)(RBFشعاعی )
شود  می (29)تکینگی ياي در مواردي باعث ایجاد مسئله چندجمله

یا به نقاط  دیگر و)به دلیل نزدیک بودن نقاط دامنه به یک
 هايگیري( که این مسئله در صورت استفاده از تابعانتگرال

 [.29] شود تا حد زیادي مرتفع میاعی شع
ل مهندسی یهاي بدون مش تاکنون براي بسیاري از مسا روش

اند.  چون مکانیک و برق به کار گرفته شدههایی هم در شاخه
پخش نوترون به  يبه حل معادله این مقاله پیش از این نویسندگان

 هايبعدي و با استفاده از تابع روش بدون مش در مختصات یک
که با توجه به اینمقاله . در این ]21[ند ی عمومی پرداختشعاع

 تر در مختصات دو و هاي بدون مش بیش مفهوم واقعی روش

 ه شده به مختصات دویکند، روش ارا بعدي نمود پیدا می سه
نیز به  PWRکتور آتعمیم داده شده و قلب ر (x-y)بعدي 
 هايتابعجاي ه د. علاوه بر این بشسازي  بعدي شبیه دو صورت

که  با پشتیبانی فشردهوندلند شعاعی  هايشعاعی عمومی از تابع

استفاده شد و دقت نتایج  هستندداراي ویژگی مثبت قطعی نیز 
و ترکیب آن با  وندلند مختلف هايحاصل از به کارگیري تابع

اي درجه یک و دو مورد ارزیابی قرار گرفتند.  چندجمله هايتابع
شعاعی  هايهاي تابع منظور بهبود ویژگی ها به اي این چندجمله

ضعیف  شکلشوند. در روش مورد استفاده از  ها الحاق می به آن
سازي پخش نوترون و از روش گالرکین براي گسسته يمعادله

هاي موجود در انتگرال يد. براي محاسبهشمعادلات استفاده 
لژاندر  -گیري عددي گوسضعیف از روش انتگرال شکل
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 Matlabنویسی در محیط سازي روش با برنامهشد. پیادهاستفاده 
. براي ارزیابی دقت روش، نتایج با حل تحلیلی مقایسه انجام شد

سازي شبیه از بودشدند و براي مواردي که حل تحلیلی موجود ن

 [ استفاده شد.26] سایتیشنتوسط کد محاسباتی 
 

 ای یابی نقطهروش بدون مش با استفاده از درون. 2

مسئله  يهاي بدون مش از نقاط توزیع شده در دامنهروش در
 شود. براي این منظور در هریابی/ تقریب استفاده میبراي درون

 با استفاده از مقادیر تابع در ϕ(x) ، تابع(x) توجهمورد  ينقطه
 يدامنه که در همسایگی محلی )دامنه هايهتعدادي از نقط

 شودمییابی به صورت زیر درون هستند، توجهپشتیبانی( نقطه مورد 
 

(2)                        


n

i

T

ii

h s)x(N)x(N)x(
1

 
  

تعداد  nتابع )تابع تقریب(،  يیابی شدهمقدار درون ϕhدر آن که 
 مقدار تابع در نقاط دامنه و x، ϕi يپشتیبانی نقطه ينقاط در دامنه

Ni(x) يتابع شکل متناظر در نقطه i  است وN
T و ϕs  نیز نمایش

تابع در نقاط دامنه هستند.  ارهايشکل و مقد هايبرداري تابع
تعداد نقاطی از نقاط دامنه را که  x يپشتیبانی در نقطه يدامنه

مورد استفاده قرار  x يیابی/ تقریب مقدار تابع در نقطهبراي درون

طور که در پشتیبانی همان يکند. دامنه گیرند مشخص میمی
ها و ابعاد تواند داراي شکلداده شده است می نشان 2شکل 

برابر  6تا  1بین  پشتیبانی که معمولاً يمختلفی باشد. ابعاد دامنه
 يکنندهشود تعیین دامنه انتخاب می هايهمتوسط نقط يفاصله

 پشتیبانی است. يدر دامنه هاهتعداد نقط
 

 
 

ي نقطه× : : نقاط دامنه،  0، توجهي مورد ي پشتیبانی براي نقطهدامنه .1شکل 
 .توجهمورد 

 پایه شعاعی هایتابع 2.1

به طور ابتدا ( RBFsپایه شعاعی ) هايهاي اخیر تابع در ده
یابی براساس ل درونیاي از مسا آمیز در طیف گستردهموفقیت

 سپس در کاربرد جدیدتري در حل  ،[24دامنه ] هايهنقط
 هاي[. در تابع25اند ] به کار گرفته شده یدیفرانسیل هايهمعادل

 هايهو نقط توجهمورد  يتابع فاصله بین نقطه تنها شعاعی، متغیر
 هايتاکنون انواع مختلفی از تابع. (|| r = || x-xi) دامنه است

معروف و  هاياند. یکی از مجموعه تابع شعاعی معرفی شده

گذارشان  هستندکه به نام پایه هاي وندلندپرکاربرد شعاعی تابع
داراي ویژگی پشتیبانی فشرده و  هااند. این تابع گذاري شدهنام

Rدر فضاي  قطعیمثبت 
s همواري  يو درجهC

k هستند .
[ مورد بحث قرار 23] ندي وندلها به وسیلههاي این تابع ویژگی

6اند. در فضاي  گرفته
R 1همواري  يو براي درجه

C ،4
C

3 و 
C 

 ]23[به صورت زیر هستند  هااین تابع
 

(                     (1C)وندلند   ( 1)
r

()
r

()r(R





 411 4 

((           (  4C وندلند)  ( 6)
r

(
r

()
r

()r(R 26 351831








 

((    (3C)وندلند  (  4)
r

()
r

(
r

()
r

()r(R 328 3225811











 
 

و  ها استپشتیبانی این تابع يدامنه يدهندهنشان δها که در آن
برابر صفر قرار  هاتابع يدورتر از این مقدار، اندازه يدر فاصله

 شود. داده می

 
 شکل هایتابع 2.2

 شعاعی، تابع  هاياي به وسیله تابع یابی نقطهدر روش درون
 گرفتدر نظر  چنینتوان  یابی شده را میدرون

 

(5  )b)x(P)r(Rb)x(P)r(R)x( Tn

i

m

k

T

kkii

h    1 1
 

 

 Pk(x)شعاعی،  هايتعداد تابع nتابعی شعاعی،  Ri(r)در آن که 
و  λi اي است و چندجمله هايتعداد تابع mاي و  یک چندجمله

bk شکل  هايتابع يمجهول هستند که براي محاسبه هايضریب
( 5) يدر معادله Pk(x)اي  . استفاده از چندجملهشوندتعیین  دبای

نشان  هالکن مطالعات بر روي این تابع ؛همواره ضرورت ندارد
یابی مثلاً برخی از خواص درون جملهاند که افزودن این  داده

 پژوهش[. در این 29بخشد ] یابی یک تابع خطی را بهبود میدرون
درجه یک و نیز درجه  يپایه هايشعاعی با افزودن تابع هايتابع

 اند.دهدو استفاده ش

نمایش دامنه و مرزهاي 

 با استفاده از  مسئله

 دامنه هايهنقط

 ي پشتیبانیدامنه
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 b و 𝜆 هايضریبباید شکل،  هايدست آوردن تابع بهبراي 
 ي( تعیین شوند. براي این منظور یک دامنه5) يدر معادله

 توجهمورد  يدامنه حول نقطه ينقطه nپشتیبانی شامل تعداد 

در  هاهشود. بدین ترتیب با قرار دادن این نقط درنظر گرفته می
 ]22[ آیدبه دست میخطی  يمعادله n(، تعداد 5) يمعادله
 

(3                                                          )bPR ms   
 

پشتیبانی  يدامنه هايهمقدار تابع در هر یک از نقط ϕsدر آن که 
 است.

اي به صورت  شعاعی و چندجمله هاي( تابع3) يدر معادله

 هستند زیر
 

(7)                         

n*nnnnn

n

n

)r(R)...r(R)r(R

...

)r(R)...r(R)r(R

)r(R)...r(R)r(R

R





















21

22221

11211

 

                                              

(8)                                 

m*nnmnn
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R



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
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
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








1

1
1
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 بعدي داریم: (، براي مختصات دو7) يمعادلهدر 
22 )yy()xx(r jijii   در آن که(xi, yi) ينقطه 

 است. پشتیبانی يیک نقطه در دامنه (xj, yj)یابی و مورد درون

و mb,...,b1است n+mا ه(، تعداد مجهول5) يدر معادله

n,...,1 . براي به دست آوردنm دیگر از شرایط  يمعادله
 ]22[شود  زیر استفاده می

 

(3)
                      

m,...k;P)x(P T

mi

n

i ik 1
1

 
 

 

 آیندهاي زیر به دست میمعادله( 3( و )3)هاي هترکیب معادلاز 
 

(29)   
                      

Ga
bP

PR~
T

m

ms

s 





























 

(22                              )
                      

s

~
G

b
a 








 1 

 یابیزیر بین تابع درون ي( رابطه22( و )5)هاي همعادلترکیب از 
 ]3[آید میتابع در نقاط دامنه به دست  ارهايشده و مقد

 

   a)x(P)x(Rb)x(P)x(R)x( TTTTh  

(21                          )  s

T

s

TT ~
)x(N

~~
G)x(P)x(R 1 

 

محدود به  اجزايتابع شکل مشابه روش  ،با استفاده از آنکه 

 استصورت زیر قابل محاسبه 
 

   )x(N)...x(N)...x(N)x(NG)x(P)x(R)x(N
~

mnn

TTT



  21
1

(26 ) 
 

که( و این26) يتوجه به معادلهبا 











s

s

~
( را 21) يمعادله، 

 نوشت چنین توان می
 
(24                  )  s

T

sn

h )x(N)x(N)...x(N)x(N)x(  21
 

 

پشتیبانی از  يدامنه ينقطه nشکل متناظر با هاي بنابراین تابع
 آید. اضافی به دست میعنصرهاي ( و با حذف 26)ي معادله

 
 پخش نوترون یضعیف معادله شکل 2.1

با ضرب نوترون بعدي  پخش دو يضعیف استاندارد معادله شکل
 ه شرایط مرزيک v(x,y) پخش در یک تابع وزن ينمودن معادله

 آیدمیگیري روي دامنه به دست انتگرالبا کند و  را برآورده می
 


















 ))y,x(

y
D(

y
))y,x(

x
D(

x
)(y,x(v  

(25                                        ) 
a

dxdy))y,x(S)y,x(  
 

سطح  aΣ ضریب پخش نوترون، Dشار نوترون،  در آنکه 
نوترون است. با  يچشمه Sمقطح جذب ماکروسکوپی و 

 آید( چنین به دست می25) يمعادلهاز گیري جزء به جزء، انتگرال
 

 
















 a

dxdy)v
yy

v
D

xx

v
D(  

(23)  
y

D)y,x(v
x

D)y,x(vdydx)y,x(vS yx








 

 

 

 مرزهاي دامنه هستند. Γyو  Γxمسئله و  يدامنه Ωکه در آن 
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 سازی روشپیاده 2.9

از روش گالرکین براي  ،شده توصیفسازي روش براي پیاده
 . براي این منظورشدپخش استفاده  يسازي معادلهگسسته

v(x,y) ،)y,x(،
x

  و
y

 ( با روابط زیر 23) ير معادلهد

 شدندگزین جاي
 

(27)                              
 

n,...,i;)y,x(N)y,x(v i 1 

(28                                 )
 

j

n

j j

h )y,x(N)y,x(   1
 

(23 ) 









 n

j jjj

n

j j

h )y,x(B)y,x(N
x

)y,x(
x 11

 

(19 ) 









 n

j jjj

n

j j

h )y,x(C)y,x(N
y

)y,x(
x 11

 

 

 هايتابع N(x)پشتیبانی،  يدر دامنه هاهتعداد نقط nها در آنکه 
 هايتابع يپایه اي بر یابی نقطهشکل به دست آمده به روش درون

 دامنه است. هايهمقدار شار نوترون در نقط ϕjشعاعی و 
( 27گذاري روابط )( با جاي23) يانتگرال سمت چپ معادله

 آیددرمی( به صورت زیر 19تا )
 

dxdy)v
yy

v
D

xx

v
D( a

















  

n,...,i

;dxdy)NN
y

N

y

N
D

x

N
.

x

N
D( j

n

j

jaij

n

j

ji
j

n

j

ji

1
111




















 





n,...,i;dx)NNCDCBDB( j

n

j

jaij

n

j

j

n

j

ijji 1
111

 




n,...,i;)dxdy)NNDCCDBB(( j

n

j

jaijiji 1
1

 




 

(12                                                 )n,...,i;K
n

j jij 1
1

 
 

 
dxdy)NNDCCDBB(K (،12) يمعادلهدر  jaijijiij  

 ،

 شود. محدود، ماتریس سختی نامیده می اجزايچون روش هم
( نیز به 23) ينتگرال سمت راست معادلها ،مشابهبه طور 

 آیدمیصورت زیر در
 

(11 )n,...,i;fdxdy)y,x(S).y,x(Ndxdy)y,x(vS ii 1 

 

 

 شود. بردار نیرو نامیده می fiکه در آن 
مرزي  هاي( با استفاده از شرط23) يآخر معادله يدو جمله

 هايکه تابعشوند. با توجه به این تعریف شده براي مسئله تعیین می

داراي  وندلند شعاعی نوع هايشکل مورد استفاده براساس تابع
شرایط مرزي به طور مشابه با  ،هستند تابع دلتاي کرونکرویژگی 

 سازي هستند.محدود قابل پیاده اجزاي روش

 ي(، دامنه11( و )12) هايههاي معادل انتگرال يمحاسبهبراي 
انتگرال  يمسئله به تعدادي سلول مربعی تقسیم و براي محاسبه

بعدي استفاده شد. کل  لژاندر دو -روي هر سلول از روش گوس
و مشابه  شدندگذاري شماره Nتا  2نقاط موجود در دامنه از 

 جمعرود، عملیات  محدود به کار می اجزايروشی که در روش 
در هاي سختی محلی و بردارهاي نیروي محلی  کردن ماتریس

روند . شدیک ماتریس سختی کلی و یک بردار نیروي کلی انجام 
 نشان داده شده است. 1انجام محاسبات در شکل  ينحوه نماي

 

 
 

 . (11)و  (12)هاي هاي معادلهي انتگرالروندنماي محاسبه .2شکل 

 دامنه هايطهتعیین نق

هاي پایه تقسیم دامنه به سلول

 گیريبراي انتگرال

تربیع گاوس  هايطهتعیین نق

 گیريبراي انتگرال

تشکیل حلقه بر روي تمام 

 تربیع هايهنقط

ي پشتیبانی براي هر داخل دامنه هايطهتعیین نق

هاي سختی و ي ماتریسي تربیع و محاسبهنقطه

 نیروي محلی براي آن

 هاي محلی جمع کردن ماتریس

 و تشکیل ماتریس کلی

 مرزياعمال شرایط 

 ي شار نوترونحل دستگاه و محاسبه
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 نتایج و بحث. 1

 ،پخش يبه منظور ارزیابی روش به کار گرفته شده در حل معادله

که دقت بعدي درنظر گرفته شد. در ابتدا براي این دو يسه مسئله

بعدي با استفاده از شرط  دو يمسئلهروش ارزیابی شود، یک 

 يمسئلهیک بالا و پایین به  هايسطح کامل در يندهبانمرزي بازتا

ترتیب با در دست داشتن حل تحلیلی بعدي تبدیل شد. بدین یک

  بعدي مسئله، نتایج عددي با پاسخ تحلیلی مقایسه شدند. یک

است، بعدي  که یک آزمون استاندارد یک یدر يچنین مسئلههم

د. در ادامه شکامل حل  يندهبانمرزي بازتا هايبا استفاده از سطح

 ،بعدي کاربردي ل دویبراي ارزیابی روش در پرداختن به مسا

آخر  يسازي شد. در دو مسئلهشبیه PWRکتور آقلب یک ر

 سازيشبیهسایتیشن  براي ارزیابی نتایج، مسئله توسط کد محاسباتی

 ها مقایسه شدند. و پاسخ
 

 توزیع شده یچشمه 1.1

شامل دو ناحیه  cm29cm×29در این مسئله یک مستطیل به ابعاد 

 شامل چشمه به قدرت 2 يشد. ناحیه در نظر گرفته  6 مطابق شکل
6-

cm2=S شرایط مرزي مسئله ستفاقد چشمه ا 1 يو ناحیه .

 مطابق شکل در نظر گرفته شد. شرط پیوستگی شار در فصل

 شد. مشترک دو ناحیه نیز لحاظ

 4 در دامنه که در شکل هاهاین مسئله براي دو نوع توزیع نقط
 يهاهالف تعداد نقط .4 اند حل شد. در شکلنشان داده شده

نقطه  19ب تعداد  .4و در شکل  است 212توزیع شده در دامنه 
 نقطه(.  242به طرفین فصل مشترک افزوده شد )مجموعاً 

پخش به صورت زیر  يهاي معادله مسئله ثابت براي حل این

 گرفته شددر نظر 
 

-S ،cm1/9=D ،2=2                  :2ي : ناحیه2مورد 
cm5/9=αΣ 

-S ،cm6/9=D ،2=◦:                   1ي ناحیه            
cm3/9=αΣ 

 

حل شد. نتایج  1Cوندلند  مسئله با استفاده از تابع شعاعیاین 
 ب، .5 در شکل اند. نشان داده شده 5 به دست آمده در شکل

 الف و .4مطابق شکل  هاهنتایج متناظر با توزیع نقط 2-بدون مش

ب است.  .4نتایج متناظر با توزیع نقاط مطابق شکل  1 -بدون مش
طرفین فصل  بهنقطه  19شود با افزودن  گونه که ملاحظه میهمان

 یافته است.% افزایش 7ت نتایج حدود ، دقمشترک دو ناحیه

 
 

 .توزیع شده يچشمهي ي مسئلههندسه .1شکل 

 

()الف

 
 (ب)

 
 

 ي توزیع شده.ي چشمهدر دامنه براي مسئله هاهدو نوع توزیع نقط .9شکل 

 ی کاملندهبانبازتا

زتا
با

بان
ده

ن
ل

کام
ی 

 

    
 

 1ناحیه 
1 يناحیه  

 فاقدچشمه

 
 

 

 
 2 يناحیه

 چشمه

 

10.0 

0 

5.0 

5.0 10.0 X(cm) 

Y(cm) 
 ی کاملندهبانبازتا

نه
ره

ح ب
سط

 

x(cm) 

y
(c

m
) 

x(cm) 

y
(c

m
) 
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(الف)

 
 (ب)

 

 

 .cm5=yب( در طول مقطع ) ،الف( در کل دامنه) ؛شار نوترون .1شکل 
 

براي این مسئله که پاسخ تحلیلی آن موجود است، یک 
بررسی بر روي دقت نتایج حاصل از استفاده از سه نوع تابع 

چنین با الحاق و هم 4تا  1 هايهمعرفی شده با معادل وندلندشعاعی 
یک و دو انجام شد. در اي درجه  پایه چندجمله هاينمودن تابع

پخش مطابق سه حالت زیر در نظر  يمعادله هاياین بررسی ثابت
 شدندگرفته 
 

-S ،cm9/2=D ،2=2                 : 2ي : ناحیه2مورد 
cm3/9= αΣ 

-S ،cm5/2=D ،2=◦                :  1ي ناحیه             
cm2/9= αΣ 

-S ،cm5/9=D ،2=2:                  2ي : ناحیه1مورد 
cm6/9= αΣ 

-S ،cm9/2=D ،2=◦:                  1ي ناحیه            
cm1/9= αΣ 

-S ،cm5/2=D ،2=2:                  2ي : ناحیه6مورد 
cm2/9= αΣ 

-S ،cm5/9=D ،2=◦                  : 1ي ناحیه             
cm6/9=αΣ 

 
در دامنه نیز به صورت سه حالت زیر در نظر  هاهنقطتوزیع 

 گرفته شد:
 نقطه،  12×12الف( 

 نقطه( 482نقطه در طرفین فصل مشترک ) 49ب( حالت الف + 
 نقطه 42×42ج( 

اند. براي  نشان داده شده 2در جدول )خطاي محاسبات( نتایج 
 زیر استفاده شدي رابطهخطا از  يمحاسبه

 

(15)                2
1

1
)

)(
(

N

N

i analytic

i

analytic

i

method

i  


 خطاي نسبی کل  

 
شود نتایج به دست آمده از دقت  که ملاحظه می گونههمان

 تریننقطه در دامنه( بیش 442الف ) ي. با هندسهندبالایی برخوردار
ب(  ينقطه به دامنه )هندسه 49با افزودن که است  9137/9خطا 

نقطه در دامنه(  2382ج ) يیابد. در هندسه کاهش می 9174/9به 

یابد. در صورت الحاق  کاهش می 9226/9خطا به  يبیشینه
لحاق او در صورت  1C-وندلند یک تابع ياي درجه چندجمله
تري به جواب دقیق 3C-وندلنددو تابع  ياي درجه چندجمله

شود که با الحاق  . در مجموع مشاهده میاستمنجر شده 

 تر شده است.اي درجه دو خطا کوچک چندجمله
 

 ي توزیع شدهي چشمههاي پایه مختلف وندلند در مسئلهخطاي استفاده از تابع .1جدول 

 6مورد   1مورد   2مورد  هاي بخشثابت

 ج ب الف  ج ب الف  ج ب الف توزیع نقاط

2Q-1C 9225/9 9296/9 9952/9  9233/9 9282/9 9981/9  9183/9 9174/9 9297/9 

1Q-1C 9987/9 9982/9 9961/9  9235/9 9253/9 9934/9  9174/9 9157/9 9934/9 

2Q-4C 9217/9 9293/9 9957/9  9126/9 9283/9 9983/9  9134/9 9174/9 9222/9 

1Q-4C 9987/9 9977/9 9961/9  9235/9 9259/9 9934/9  9174/9 9148/9 9934/9 

2Q-3C 9264/9 9298/9 9932/9  9112/9 9283/9 9936/9  9137/9 9176/9 9226/9 

1Q-3C 9984/9 9971/9 9913/9  9231/9 9245/9 9932/9  9171/9 9146/9 9931/9 

 دهد.اي الحاق شده را نشان میتابع چندجمله (یک یا دو)ي درجه Q همراه( و عدد 4تا  1 هايهي )معادلري هموادرجه C همراهعدد 

x(cm) 

ی(
ار

ختی
ی ا

کا
 )ی

ن
رو

وت
ر ن

شا
 

 تحلیلی 
2-بدون مش  
1-بدون مش  

x(cm) 

ی(
ار

ختی
ی ا

کا
 )ی

ن
رو

وت
ر ن

شا
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 دیر آزمون 1.2

 يیک آزمون استاندارد یک گروهی براي هندسه دیر آزمون

اي استفاده  تیغه است که براي ارزیابی کارایی کدهاي هسته

ترابرد  ينظریهشود. این آزمون معمولاً براي حل توسط  می

پخش این مسئله قابل  يشود، لکن حل معادله می استفادهنوترون 

است. در این آزمون یک تیغه شامل پنج  2Pمقایسه با حل ترابرد 

کامل در سمت چپ و سطح  يندهبانناحیه با شرط مرزي بازتا

 برهنه در سمت راست در نظر گرفته شد. براي ارزیابی کد دو

بعدي توسعه داده شده به روش بدون مش، شرط مرزي 

بالایی و پایینی اعمال و بدین  هايهکامل در صفح يندهبانبازتا

. شکل شدبعدي تبدیل  کیبعدي به یک مسئله  ترتیب مسئله دو

 هايهدهد و مشخصات ناحی را نشان مید یر آزمون يهندسه 3

 .اند شدهذکر  1مختلف این آزمون در جدول 

ضریب پخشاز پخش،  يحل معادلهدر 
t

D



3

ه در ک1

 د.شآن پراکندگی از نوع همگن لحاظ شده است استفاده 

 

 
 

 د.یي مسئله آزمون رهندسه .9شکل 

 
 ]27[د یاحی مختلف آزمون رومشخصات ن .2جدول 

 يشماره

 ناحیه

 پهناي ناحیه

(cm) 

 طول ناحیه

(cm) 
(2-cm)αΣ (2-cm)sΣ چشمه 

2 9/1-9/9 9/1-9/9 9/59 9/9 9/59 

1 9/1-9/9 9/6-9/1 9/5 9/9 9/9 

6 9/1-9/9 9/5-9/6 5-e2 9/9 9/9 

4 9/1-9/9 9/3-9/5 2/9 3/9 9/2 

5 9/1-9/9 9/8-9/3 2/9 3/9 9/9 

 

با  دیر يبعدي مسئله حل دوحاصل از الف نتایج  .7 شکل

 .7دهد. در شکل  استفاده از روش به کار گرفته شده را نشان می

. براي ندانشان داده شده cm2=yب نیز نتایج در طول خط 

سازي و شبیه سایتیشن با استفاده از کدارزیابی نتایج، این مسئله 

گونه که ملاحظه همان ب نشان داده شد. .7نتایج آن در شکل 

 سایتیشن دست آمده و نتایج کده شود توافق خوبی بین نتایج ب می

 وجود دارد.

 
 PWRکتور آسازی قلب رهبیش 1.1

آب  کتورآکاربردي قلب یک ر ينمونه يبه عنوان یک مسئله

سازي ه شده شبیهیبه روش بدون مش ارا (PWR) تحت فشار

کتور در نظر آقلب ر يهندسهیک چهارم شد. براي این منظور 

نشان داده شده است. خواص  8هندسه در شکل این گرفته شد. 

 درج شده است. 6کتور در جدول آمواد مورد استفاده در قلب ر

نشان داده  3حل این مسئله در شکل از نتایج به دست آمده 

دهد و  بعد نشان می دورا در الف شار نوترون  .3اند. شکل  شده

ب نشان داده شده است.  .3در امتداد قطر در شکل  ارمقطع این ش

در نیز در امتداد قطر  سایتیشن براي مقایسه، نتایج حاصل از کد

 2)به ترتیب، سایتیشن نقطه  59و  15ب با در نظر گرفتن  .3شکل 

نشان داده شده است؛  yو  xاز جهات هر یک ( در 1و سایتیشن 

نشان  MFMکه براي روش بدون مش که با است در حالی این 

  .نقطه در امتداد هر محور استفاده شده است 15ز ا ،داده شده

مساوي از دقت بالاتري  ينتایج آن با در نظر گرفتن تعداد نقطه

د با نتایج این ک برخوردار است و تقریباً سایتیشن نسبت به کد

نقطه در امتداد هر محور در نظر گرفته شده است  59وقتی 

 مطابقت دارد.
 

 PWRاي ي قلب رآکتور هستهخواص مواد مسئله .1جدول 

 αΣ D(cm)(cm-2) چشمه ي ناحیهماده

2 92948986/9 96-e62644/8 99+E42754/2 

1 929948/9 96-E86817/8 99+E42343/2 

6 929/9 96-E57328/3 99+E41165/2 

4 998986/9 96-E38831/8 99+E46326/2 

5 993986/9 96-E93414/3 99+E46694/2 

3 994986/9 96-E86121/3 99+E46586/2 

7 996/9 94-E13266/3 99+E74248/2 
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 (الف)

 
 (ب)

 
 

 الف( در دو)د به روش بدون مش؛ ینوترون براي حل آزمون ر. شار 7شکل 

 .و پاسخ کد سایتیشن cm2=yب( در امتداد خط )بعد، 

 

 
 

دهنده )اعداد نشان PWRي یک چهارم قلب یک رآکتور . هندسه1شکل 

 .ند(اداده شده 6ت است که در جدول ي مجتمع سوخنوع ماده

 (الف)

 
 (ب)

 
 

الف( شار )؛ PWRي قلب رآکتور . نتایج به دست آمده از حل مسئله6شکل 

 .y= ◦ب( مقطع شار نوترون در امتداد خط ) ،نوترون در دو بعد

 

 گیرینتیجه  .9

یابی درونمبتنی بر از یک روش بدون مش  پژوهشدر این 

 يبراي حل معادله وندلندشعاعی نوع  هاياي با استفاده از تابع نقطه

بعدي کارتزین استفاده شد. براي  پخش نوترون در مختصات دو

یک و  ياي درجه پایه چندجمله هايشکل، تابع هايساختن تابع

لرکین براي شعاعی الحاق شدند. از روش گا هايدو به تابع

پخش استفاده شد. براي  يضعیف معادلهسازي شکل گسسته

 –ا از روش گوسههضعیف معادلشکل هاي  انتگرال يمحاسبه

 يسازي روش، یک برنامهلژاندر استفاده شد. براي پیاده

توسعه داده شد. چند مسئله شامل  Matlabکامپیوتري در محیط 

 PWRکتور آقلب ر يو مسئله دیر توزیع شده، آزمون يچشمه

نتایج به دست آمده با  ياین روش حل شد. مقایسه يبه وسیله
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 دادنشان  سایتیشن از کدبه دست آمده پاسخ تحلیلی و نیز نتایج 

که روش به کار گرفته شده از دقت و کارایی بالایی برخوردار 

 هايدر صورتی که تابع دادچنین نتایج به دست آمده نشان است. هم

شعاعی الحاق شوند،  هايیک به تابع ياي درجه چندجمله

شود و در  منجر به دقت بالاتري می 1C-وندلند استفاده از تابع

شعاعی  هاياي درجه دو به تابع چندجمله هايکه تابع صورتی

حاصل دقت بالاتري  3C-وندلند الحاق شوند، با استفاده از تابع

شعاعی و  هايتابعلف تهاي مخ حالت ي. در میان کلیهشودمی

به  پژوهشها که در این اي الحاق شده به آن چندجمله هايتابع

 هايبا الحاق شدن تابع 3C-هاي وندلندکار گرفته شدند نیز تابع

. را به دست دادندتري اي پایه درجه دو نتایج دقیق چندجمله

ه شده را با افزودن محاسبات چند گروهی با استفاده از یروش ارا

 بعدي افزودن قابلیت محاسبات سهبا چنین و هم (22)رتقد روش

تر پخش  اي جامع براي محاسبات پیچیده به یک کد هسته توانمی

 .داد نوترون تعمیم
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