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بدون استفاده از  ،هاي برانگيختهدر حالت ،تحت پتانسيل کولنيکننده کنشبرهمهاي سه جسمي و ويژه بردارهاي سيستم ارهاويژه مقد چکیده:

هاي سيستم در دستگاه مختصات ژاکوبي و فوق د. اين کار با بيان مختصهششرودينگر محاسبه  يتقريب يا وردش و صرفاً با حل مستقيم معادله

لاگر انجام  يتوسعه يافته هايفوق کروي و قسمت شعاعي برحسب تابع هاياي تابع موج سيستم برحسب تابعقسمت زاويهمتعاقب کروي و بسط 

انرژي و  ارهايويژه مقد يسي براي محاسبهديفرانسيل ماتري غير يهاي سه جسمي به يک معادلهشرودينگر براي سيستم يد. به اين ترتيب معادلهش

 ،تابع موج يد. با محاسبهمدست آه انرژي ب ارهايبسط )تابع موج( و ويژه مقدهاي ضريبها تبديل شد که با حل آن، ويژه بردارهاي اين سيستم

 .کرد محاسبهتوان ميبين ذرات را  يمانند فاصله ،سيستممختلف پارامترهاي ساختاري انتظاري مقدار 
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Wave Function of Nonsymmetrical Three Body Molecules in the First  

Excited States 

 
H. Khajehazad* and M.R. Eskandari

 

Physics Department, School of Science, Islamic Azad University, Shiraz Branch, P.O.Box: 71993-5, Shiraz-Iran 
 

 

 

Abstract: Eigenvalues and eigenvectors of the excited states of three body molecular systems 

contacting under the coulomb potential are calculated parametrically by the direct solution of 

Schrodinger equation without using any approximation or variation parameters. This has done by 

expressing the coordinates of system in Jacobi and then in hyperspherical coordinates and consequently 

by the expansion of the angular part of wave function in hyperspherical harmonics and the spherical part 

of the wave function in extended Laguerre functions. Thus, the Schrodinger equation for three body 

molecular system becomes a non-differential matrix equation for eigenvalues and eigenvectors 

(expansion coefficients). After computing the expansion coefficients (wave function) the expectation 

value of various parameters of the system such as separation between particles can be determined. 
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 مقدمه  .9

توجهات جسمي در فيزيک هنوز هم  هاي سهسيستم يمسئله
تعداد قابل توجهي  . اخيراًکندميبسياري را به خود معطوف 

 يروش محاسباتي سنگين وردشي با دقت بسيار بالا براي محاسبه

ها ابداع شده است لکولواين نوع م يهاي بستهانرژي بستگي لايه
 يند ادر فرشان ي اهميتواسطههاي ميوني به لکولو[. م1، 2[

. تعداد بسيار زيادي اندگرفتهجوشي سرد مورد توجه ويژه قرار هم
 هايروش آزمايشگاهي و محاسباتي از قبيل روش هارمونيک

 ي[ و معادله7] فدوروف هايه[، معادل6] فوق کروي
ها مورد اين سيستمهاي ويژگيياکوبوويسکي، براي بررسي 

گيرد. در اغلب موارد براي بررسي حالت مقيد اين استفاده قرار مي
 شود.هاي فوق کروي استفاده ميها از روش هارمونيکسيستم

 

 روش کار . 2

اولين  و ويژه بردارهاي حالت پايه و ارهاويژه مقد يبراي محاسبه
از روش کروي هاي چند جسمي سيستم يبرانگيخته حالت

 براي انجام اين[. 26، 21، 22، 29، 3، 8، 4، 3، 6]استفاده شد 

 وساس مختصات ژاکوبي بيان پارامترهاي فوق کروي برا، مهم
ژاکوبي کنار  هايهحرکت مرکز جرم هنگام استفاده از مختص

 با  تنهادرون سيستم  يذره Nو حرکت نسبي  هگذاشته شد
(2-N)  بردارهاي با بيان . در ادامه شدبردار ژاکوبي توصيف

تابع موج سيستم بسط مختصات فوق کروي و ژاکوبي برحسب 

[ 27هاي فوق کروي ]کاملي از هارمونيک يبرحسب مجموعه

دوم جفت شده براي  يدرجه يديفرانسيل هايهاي از معادلمجموعه

ويژه  ها. براي حل مستقيم آنبه دست آمد شعاعي هايويژه تابع
ه لاگر بسط داد يتوسعه يافته هايشعاعي برحسب تابع هايتابع
 .نشد[. در اين روش از هيچ پارامتر وردشي استفاده 26] شد

صريح تابع موج به راحتي  شکلانرژي و  دارهايبنابراين ويژه مق
هاي مشکل محاسبات در اين . يکي از قسمتبود يقابل دسترس

اين  .بودکنش ماتريسي پتانسيل برهم هايعنصر يروش، محاسبه
[ به صورت 23ريواي ] -با استفاده از ضرايب راينال هاعنصر

هاي تابعو ويژه  ارهاويژه مقد ي. پس از محاسبهشدتحليلي محاسبه 
 .شدهاي مختلف براي سيستم محاسبه کميتانتظاري سيستم مقدار 

 
 مختصات ژاکوبی 2.9

هاي مختلفي براي بيان مختصات ژاکوبي سه ذره با روش
و  mkو  mi ،mj هاي متفاوتجرم ه، بkو  i ،jهاي برچسب

ijمختصات فضايي r,r


و
kr
از تعريف  وجود دارد در اين مقاله
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جهت بردار است.{ 6، 1، 2} يه عدد از مجموعهس kو  i ،jو 
ix
 

اي بايد تشکيل يک تعويض چرخه( i ،j ،k) با اين شرط که
معادل از  ي( سه مجموعه2) ي. معادلهشودبدهند تعيين مي

که دهد ه مييجسمي ارا سه يمختصات را براي توصيف مسئله
 است اينها ارتباط بين آن
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 شود که مي
 

(7 )                        2222222
ρ=y+x=y+x=y+x kkjjii 

 
بعدي ناوردا و در  تحت دوران سه( ρ)فوق شعاع  ،نتيجهدر 

تحت تعويض  ρهاي مختلف يکسان است. به اين ترتيب قسمت
کند. با استفاده از مختصات و تغيير نمي بوده ذرات ناوردا شاخص

جسمي شرودينگر به دو قسمت حرکت  سه يژاکوبي معادله
 يمعادله .شودمرکز جرم و حرکت نسبي ذرات تفکيک مي

 استچنين مربوط به حرکت نسبي 
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 مختصات فوق کروی 2.2

بردارهاي ژاکوبي ياندازه
ix
و

iy
 توان به صورت زير را مي

 تنوش iα يو زاويه ρبرحسب پارامترهاي فوق کروي 

 

(3  )                            iiii siny,cosx  

 

xi(زوج بردارهاي ژاکوبياگر 

و
iy(
 فوق کروي با مختصات

 :ايزاويه يو پنج مختصه ρ شامل فوق شعاع ،هامعادل آن

 

(4        )   
iiii yyxxiiiii ,,,,ŷ,x̂,  

 

 هاي سهلکولوها و مشرودينگر براي اتم يمعادله، شودتعويض 

پتانسيل کولني به صورت زير کننده تحت کنشبرهمجسمي 

 خواهد بود
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 آندر که        kijjkiijk ZZZZ  براي ستا .

  (6) يمربوط به پتانسيل در معادلههاي جملهکنش کولني برهم

 نوشته شود چنين( 3( و )2) هايهبا استفاده از رابطتواند مي
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 ]6[ اي در مختصات فوق کروي استزاويه
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 ه شودنوشت به صورت زير دتوانآن مي يبهنجار شده هايويژه تابعکه 
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کل  ايزاويه يهاي با تکانهمناسب است که از ويژه تابعبسيار 

با استفاده از و به صورت زير تواند مياين کار  شود.معين استفاده 

 دشوانجام گوردون -کلبش هايضريب
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µ مجموعه اعداد کوانتومي يصورت زيرنويس نماينده به

]LMll[ yx
y)(هاياست. تابع  iK i


 يتشکيل يک مجموعه

),(دهند، بنابراين تابع موج بهنجار مي کامل و i دتوانمي 

 ه شوددادها بسط برحسب آن
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 ي( و با استفاده از رابطه8) يدر معادله معادلهقرار دادن اين با 

هاي فوق کروي، يک متعامد بودن هارمونيکبا توجه به ( و 22)

 به دست درجه دوم جفت شده  يديفرانسيل يمجموعه معادله

 شودچنين نوشته مي ماتريسي شکل در کهآيد مي
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Kهاييک ماتريس قطري با عنصر)K(K 4وZ ماتريس

 هايبا استفاده از ضريبوهاي آن متقارن پتانسيل است که عض
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 لاگر  یتوسعه یافتههای بسط برحسب تابع 2.7

(، بسط دادن 23) يثر براي حل معادلهؤيک روش تحليلي و م

K)(ويژه تابع   توسعه هاي کامل از تابع ايبرحسب مجموعه

[. براي انجام اين کار ابتدا ويژه تابع26لاگر است ] ييافته

)(K  شودچنين نوشته مي 

 

(24                                                    ))(e)(   
 

2آن که در 
2


E .متغيرچنين با تغيير هم 2r، 

 انجامدميزير  ي( به معادله23) يمعادله
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و داراي دهند را ميکامل  يتشکيل يک مجموعه هاتابعاين 

 نهايت،صفر و بيدر شرايط مرزي يکسان با تابع موج شعاعي سيستم 

لاگر  هايبرحسب ويژه تابع تواندمي r(K(هستند. بنابراين
 ه شوددادبسط 
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با قرار شده و  انتخاب 4(،23( و )28هاي )به معادله توجهبا 
 آيدمي دسته بچنين ( 28) ي( در معادله19) يدادن معادله
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 يتوسعه يافته هاياستفاده از روابط بازگشتي و تعامد تابع

 انجامدمي nCبسط هايبازگشتي زير براي ضريب يلاگر به رابطه
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آندر ه ک
nA،

nB،
nD هاي مربعيماتريس M×M  بعدي هستند

است. ويژه  yKµ(Ω) ايهاي بسط زاويهتعداد جملهدر آن  M که

nبسط هايو ضريب ξ انرژيارهاي مقد

KC ( 11) يبا حل معادله

nبسط هايضريب يچنين با محاسبهشوند. هممحاسبه مي

KC 

 ( کاملا19ً( و )26هاي )سيستم با استفاده از معادله هايويژه تابع

 شوندميمشخص 
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 ماتریس پتانسیل هایعنصر یمحاسبه 2.4

 شودتحليلي محاسبه مي صورت( به 3) يدر معادله Zjk(αi) يجمله
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 « i » بنديتمقسها در ساير جمله يمحاسبه ،به جز اين عبارت

از  يکامل يبسيار مشکل است. با توجه به اين که هر مجموعه
}y){( هاي فوق کرويهارمونيک iK i

 ،)}(y{ jK j
 يا

)}(y{ kK k


را ها فضاي پنچ بعدي يکساني از فوق زاويه 
ها، به يک عضو خاص از هر کدام از مجموعه ،کندتوصيف مي

y)(عنوان مثال، iK i
با استفاده از يک تبديل يکاني،  تواندمي
 ه شودادها، بسط دکاملي از ديگر مجموعه يبرحسب مجموعه
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آن،که در 
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 j3گوردون و }{ نماد  -هاي کلبشضريبنماد  که در آن 

هاي عبارت است.
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(13)                           432122 K 
 

، M گر اين واقعيت است که اعداد کوانتمي( بيان6) يمعادله
L ، وK هايتحت اين تبديل بايد ثابت بمانند. با استفاده از ضريب 

در  Zij(αk)ماتريسي مربوط به عبارت  هايريواي عنصر -راينال
 آيدچنين به دست مي « i » بنديقسمت
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شکل معادله داراي اين ماتريسي در طرف راست  هايعنصر
است  « i » بنديقسمتدر  ،Zjk(αi)ماتريسي عبارت  هايعنصر

هاي شوند. با استفاده از تقارنتحليلي محاسبه مي صورتبه که 

 ييک روش بهينه براي محاسبه j3 ريواي و نماد -راينال هايضريب
 .توسعه داده شده استريواي  -راينال هايتحليلي ضريب

 
 پارامترهای ساختاری  یمحاسبه 2.5

( تابع 16) يبسط با استفاده از معادله هايضريب يپس از محاسبه
شود. بنابراين پارامتري محاسبه ميموج سيستم به صورت کاملاً 

به روش زير محاسبه تواند ميهاي مختلف کميت انتظاريمقدار 

هاي مختلف فاصله بين توان ي مقدار انتظاريود. براي محاسبهش
 ،که جااز آن ،ذرات
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m(،3( تا )2هاي )با استفاده از معادله

jkr ه شودنوشتچنين  دتوانمي 
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به  دتواننيز مي jk يتا مرکز جرم دو ذره i يبين ذره يفاصله

 شودهمين ترتيب محاسبه 
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mبه اين ترتيب

jkrبا استفاده از تابع موج سيستم دتوانمي، 

 شودمحاسبه چنين  ،(16) يمعادله
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m بنابراين

jkr هايبرحسب ماتريس پتانسيل و ضريب دتوانمي 
 ه شودنوشت در شکل ماتريسي چنين بسط
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 jk يتا مرکز جرم دو ذره i يبين ذره يفاصله انتظاريو مقدار 
 است اين
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 ماتريسيدر شکل يا 
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ارهاي انرژي و مقد ارهايويژه مقد 1و  2هاي در جدول
  لکولوم يهاي برانگيختهفاصله بين ذرات، براي حالت انتظاري

dtµ  .لکول ومآورده شده استdtµ  توانايي ارزيابي براي 
 سيستم سه جسمي با سه يک روش ارايه شده براي حل 

هيچ  جرم انتخاب شده است. هاي متفاوتيکسان و جرمنا يذره
زياد نيست که بتوان آن را در آن قدر اين مولکول ت ااز ذرکدام 

 از حرکت نسبي مرکز جرم سيستم در نظر گرفت و 
 توان براي اين تقريب بورن نمياز پوشي کرد )آن چشم

 

 Kmax=2 و Nmax=6هاي برانگيخته با حالت پايه و اولين حالت (هايبسط هايضريب)ويژه مقدارها و ويژه بردار . 9جدول 

n, [K, L, lx, ly] -E(eV) 
n

KC  

◦, [◦, ◦, ◦, ◦] 678331/1123 [2, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦] 

]2 ,◦ ,2 ,2[ ,◦ 947641/6397 
[9, 3896134933/9 , 

2-29×2918473186/9 , 9, - 2332966717/9 , -
1-29×1964738646/9 , 9, 

29-29×7937128769/9 , 
21-29×7264849781/9 , 9, 

22-29×6389383681/9 , 
26-29×6637636786/9 , 9, 

2146616326/9 e
22-29 , 

26-29×2117663324/9 , 9, 
21-29×1368762862/9 , 9] 

] ◦ ,2 ,2 ,2[ ,◦ 4378328/61 
[9, 

2-29×2918473186/9 , - 3896134292/9 , 9, - 1-29×1964738636/9 , 2332966723/9 , 9, 

-
21-29×1296892743/9 , 

29-29×6643117238/9 , 9, 
26-29×2218289246/9 , 

22-29×7383131948/9 , 9, 
26-29×2677289619/9 , 

22-29×2962246319/9 , 9, 
27-29×4266847349/9 , 

21-29×1713268316/9 ] 

2, [◦, ◦, ◦, ◦] 619323/2261 [◦, ◦, ◦, 2, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦] 

]2 ,◦ ,2 ,2[ ,2 171611/1289 
[9, - 3896436421/9 , -

1-29×4268647337/9 , 9, - 3896436421/9 , -
1-29×4268647337/9 , 9, 

1412696739/9 , 
1-29×1866673881/9 , 9, -

29-29×6663632174/9 , -
21-29×7828246462/9 , 9, 

-
22-29×8647748966/9 , -

26-29×3676734346/9 , 9, -
22-29×2347329773/9 , -

26-29×2931611769/9 ] 

] ◦ ,2 ,2 ,2[ ,2 36436932/62 
[9, -

1-29×4268647333/9 , 3896436426/9 , 9, -
1-29×4268647333/9 , 3896436426/9 , 9, 

1-29×1866673846/9 , - 1412696786/9 , 9, 
21-29×6671987637/9 , -

29-29×1881169931/9 , 9, 
26-29×3876349636/9 , -

22-29×7696264436/9 , 9, 
26-29×2333312313/9 , -

21-29×3993361489/9 ] 

1, [◦, ◦, ◦, ◦] 3871649/387 [◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, 2- , ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦] 

]2 ,◦ ,2 ,2[ ,1 692236/2763 
[9, 6766274924/9 , 

1-29×6416761336/9 , 9, 6766274924/9 , 
1-29×6416761336/9 , 9, 

6766274923/9 , 
1-29×6416761336/9 , 9, - 6146988127/9 , -

1-29×6767963636/9 , 9, 
3-29×2338229621/9 , 

22-29×1496663667/9 , 9, 
29-29×1867636366/9 , 

21-29×7372643682/9 ] 

] ◦ ,2 ,2 ,2[ ,1 64347339/12 
[9, 

1-29×6416761336/9 , - 6766274924/9 , 9, 
1-29×6416761336/9 , - 6766274924/9 , 9, 

1-29×6416761333/9 , - 6766274912/9 , 9, -
1-29×6767963636/9 , 6146988126/9 , 9, 

22-29×1166831898/9 , -
29-29×4779791823/9 , 9, 

21-29×3196763316/9 , -
29-29×2931638341/9 ] 

6, [◦, ◦, ◦, ◦] 6762433/768 [◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, 2, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦] 

]2 ,◦ ,2 ,2[ ,6 338629/2977 
[9, - 7371214363/9 , -

1-29×7849713933/9 , 9, - 7371214363/9 , -
1-29×7849713933/9 , 9, 

- 7371214339/9 , -
1-29×7849713934/9 , 9, - 7371214337/9 , -

1-29×7849713292/9 , 9, 

6426491683/9 , 
1-29×6833676136/9 , 9, 

3-29×1791442931/9 , 
22-29×2492611936/9 ] 

] ◦ ,2 ,2 ,2[ ,6 69463738/26 
[9, 

1-29×7849713297/9 , - 7371214336/9 , 9, 
1-29×7849713297/9 , - 7371214336/9 , 9, 

1-29×7849713296/9 , - 7371214334/9 , 9, 
1-29×7849713292/9 , - 7371214337/9 , 9, 

-
1-29×6833676133/9 , 6426491631/9 , 9, 

22-29×1637393139/9 , -
3-29×2239418384/9 ] 

]◦ ,◦ ,◦ ,◦[ ,7 6939364/618 [◦, ◦, ◦ , ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦, 2, ◦, ◦, ◦, ◦, ◦] 

] 2 ,◦ ,2 ,2[ ,7 8846981/487 
[9, 7981168116/9 , 

1-29×7186917827/9 , 9, 7981168116/9 , 
1-29×7186917827/9 , 9, 

7981168113/9 , 
1-29×7186917821/9 , 9, 7981168118/9 , 

1-29×7186917827/9 , 9, 

7981168167/9 , 
1-29×7186917811/9 , 9, - 7981168118/9 , -

1-29×7186917823/9 ] 

]◦ ,2 ,2 ,2[ ,7 73466711/22 
[9, -

1-29×7186917826/9 , 7981168116/9 , 9, -
1-29×7186917826/9 , 7981168116/9 , 9, 

-
1-29×7186917827/9 , 7981168114/9 , 9, -

1-29×7186917821/9 , 7981168116/9 , 9, 

-
1-29×7186917829/9 , 7981168116/9 , 9, 

1-29×7186917818/9 , - 7981168163/9 ] 

---------------------------------- 263334/623 مرجع حالت پايه ]24[  

Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir



 

 2631، 36اي،  مجله علوم و فنون هسته

42 

 dtµي مولکول ي بين ذرات در حالت پايه و اولين حالت برانگيختهمقدار انتظاري فاصله. 2جدول 

n, [K, L, lx, ly] (m
21-29)rt-µ (m

21-29)rd-µ (m
21-29)rd-t (m

21-29)rd-tµ (m
21-29)rt-dµ (m

21-29)rµ-dt 

◦, [◦, ◦, ◦, ◦] 27462278/9 278863738/9 737369663/9 691467778/9 738148342/9 273318163/9 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,◦ 228312383/9 22366633/9 613463462/9 662396242/9 618614124/9 223478361/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,◦ 188616633/2 696383128/2 136433611/6 67862726/6 693788417/6 628391743/2 

2, [◦, ◦, ◦, ◦] 183211692/9 132423664/9 333627336/9 386638424/9 343313234/9 136863676/9 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,2 263334224/9 279421337/9 32336224/9 316382266/9 312816937/9 279379947/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,2 623669631/2 667634331/2 872676978/6 37986271/6 832317611/6 66169628/2 

1, [◦, ◦, ◦, ◦] 744364233/9 781169166/9 3913342/2 318317721/2 327711833/2 786434787/9 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,1 248676683/9 243733893/9 439817781/9 438266432/9 436121666/9 243483623/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,1 367678931/2 364627178/2 399222178/7 91497636/6 33717833/7 389267324/2 

6, [◦, ◦, ◦, ◦] 426366636/9 419638361/9 637294363/1 766662611/1 722338433/1 416361332/9 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,6 169372983/9 161242426/9 911838828/2 961666938/2 91638476/2 161673763/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,6 691168966/1 662496243/1 66893232/3 691146826/3 71296947/3 632178368/1 

7, [◦, ◦, ◦, ◦] 334244397/9 993267418/2 676863184/6 63831993/6 638636827/6 926627846/2 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,7 134262328/9 138466963/9 62323133/2 618614767/2 619263446/2 133124123/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,7 123361644/6 164672362/6 26612741/8 633734436/8 132368266/8 136666788/6 

6, [◦, ◦, ◦, ◦] 614396628/2 663618781/2 76286697/7 617439923/7 787698967/7 67366721/2 
]2 ,◦ ,2 ,2[ ,6 223123911/9 223867698/9 6189617/9 661361381/9 613373863/9 219974461/9 
]◦ ,2 ,2 ,2[ ,6 132476336/2 69337673/2 142312666/6 66334463/6 62747473/6 61123346/2 

 

بيشينه عدد  Kmaxها ولاستفاده کرد(. در اين جدمولکول 

اسبات ـن محـم است که در ايـي سيستـاصل ايهـکوانتومي زاوي
  ايزاويه هاي بسطقرار گرفته و با تعداد جمله مورد استفاده

 . به عنوان متناسب است هاي فوق کرويبرحسب هارمونيک
  سيستم داراي سه حالت غيرتبهگن Kmax=2مثال با 

[◦ ,2, 2 ,2] ,[2 ,◦ ,2 ,2] ],◦ ,◦ ,◦ ,◦[=] ly lx, L, K, [ .است 
Nmax هاي توسعه هاي بسط شعاعي برحسب تابعتعداد جمله

ها بهترين مقادير ي لاگر است. در رديف آخر جدوليافته

در )ها با استفاده از روش وردشي براي اين کميت محاسبه شده
ي ، به منظور مقايسه آورده شده است. با مقايسه(صورت وجود

 ينتايج به دست آمده از اين روش و بهترين نتايج روش وردش
هاي فوق شود که روش بسط برحسب هارمونيکملاحظه مي

 ه ي لاگر اين مزيت را دارد کهاي توسعه يافتهکروي و تابع
توان تابع موج سيستم را به صورت پارامتري در حالت پايه و مي

توان هاي برانگيخته به دست آورد که با استفاده از آن ميحالت
 مقدار انتظاري هر کميتي را براي سيستم محاسبه کرد.

ويژه مقدارها و ويژه بردارهاي سيستم براي  2در جدول 

آورده شده است. در اين هاي برانگيخته حالت پايه و اولين حالت
استفاده شده است. ويژه  SIبندي پژوهش از سيستم مقياس

لکول ومقدارها برحسب الکترون ولت هستند و محاسبات م
 انجام شده استبا مقدارهاي زير  dtµنامتقارن 

 
kgmm   ,kgmm -

/dj

-

/i

2627 105545933435830920109870518835310910  
 

Ce   ,kgmm /

-

/tk

1826 1016021764620108643050082710530 

(68)     
s

kgm
   ,kgm //e

2
3330 10105457159601091093818820    

 

بسط در ويژه  هايترتيب قرار گرفتن ضريب 2در جدول 
 متناظر است  ،اندجدول نشان داده شده اولکه در ستون  ،برادرها

 هاي کوانتومي در سطرهاي جدول. با ترتيب قرار گرفتن حالت
  بسط متناظر با حالت هايضريب ليستبه عنوان مثال در 

]◦ ,◦ ,◦ ,◦[ ,◦=] ly lx, L, K, [ n, ، بسط براي عدد يک، ضريب
و عدد صفر  ◦, ]◦, ◦, ◦, ◦[ اولين حالت در جدول يعني حالت

و  است ◦, ]2, 2, ◦, 2[ متناظر با حالت دوم در جدول يعني حالت
کوانتومي موجود در  هايبسط و عدد هايبراي ديگر ضريب

 nشود. لازم به ذکر است که عمل مينيز به همين ترتيب جدول 

 هايتعداد تابع( 16( تا )23هاي )مانند مورد معادله شاخصبدون 
کند و جزء اعداد مشخص ميدر بسط را استفاده شده لاگر 

با  n چنيننيست. هم ،] ,ly lx, M, L, K [ کوانتومي سيستم،
( به کار 13( و )17(، )26هاي )که در معادله kو   i ،jهاي شاخص
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رفته خود يک عدد کوانتومي مستقل نيست و به عدد کوانتومي 
K .وابسته است 

توان ديد که ويژه بردارها يا بسط مي هايبا توجه به ضريب

nبسط هايضريب

lKLl yx
C هاي اوليه با افزايش تعداد براي حالت

يابند. به عنوان نمونه به شدت کاهش مي n هاي بسط شعاعيجمله

، 2در جدول  ◦, ]2, 2, ◦, 2[بسط مربوط به حالت  هايدر ضريب

صفر  ◦, ]◦, ◦, ◦, ◦[ توان ديد که ضريب بسط مربوط به حالتمي

 تريناست و دومين ضريب بسط که متناظر با همين حالت است بيش

بسط متناظر با  هاي، را دارد و ضريب3896134933/9مقدار، 

)هشتمين و نهمين  1, ]2, 2, 2, ◦[و  1, ]2, 2, ◦, 2[هاي حالت

بسط  يبسط( که داراي سه جمله هايضريبفهرست عدد در 

هستند و با  29-21، 29-29هاي شعاعي هستند به ترتيب از مرتبه

گونه که در جدول هاي بسط شعاعي همانافزايش تعداد جمله

است  آنگر د. اين امر بياننشوتر نيز ميآورده شده است کوچک

هاي نزديک به حالت پايه در نظر گرفتن تنها چند که براي حالت

يابي به دقت بالا کافي اول از بسط شعاعي براي دست يجمله

هايي که از حالت پايه فاصله است. ولي اين وضعيت براي حالت

 نظربسط قابل صرف هايو هيچ يک از ضريببوده دارند صادق ن

تري در هاي بيشها بايد تعداد جملهنيستند. در اين حالت کردن

گرفته شود تا دقت موردنظر  اي به کاربسط شعاعي و بسط زاويه

ها نيز افزايش براي اين حالتداد که . محاسبات نشان حاصل شود

 هايهاي بسط شعاعي باعث کاهش شديد ضريبتعداد جمله

اي که در نظر گرفتن شش جمله از بسط به گونه ،شودبسط مي

 هايدر ضريب 29-29 يشعاعي براي رسيدن به دقتي از مرتبه

است که  آنقابل توجه در اين جدول  يکتهبسط کافي است. ن

هاي غيرصفر در ويژه بردارها همگي داراي عدد کوانتومي جمله

L هاي ديگر نيز صادق يکسان هستند. اين امر براي تمام حالت

 ي نيروي کولني است.يمرکزگرا ويژگي ياست و نتيجه

شود که حالت  انرژي ملاحظه مي ارهايبا توجه به ويژه مقد

  نسبت به حالت تريداراي انرژي بستگي بيشسيستم  ]2, 2, ◦, 2[

 هايسيستمديگر توان براي اين وضعيت را مي ؛استآن  ]◦, ◦, ◦, ◦[

اين امر را . دليل ]28[ سه جسمي مانند اتم هليم نيز مشاهده کرد

و  (d) بين دوتريم يو فاصله lx ،lyتوان با توجه به تعريف مي

به صورت  dt جرمبين ميون تا مرکز  يفاصلهچنين و هم (t)تريتيم 

 lx ديگر دريافت. هايحالتو  ]◦, ◦, ◦, ◦[ نيمه کلاسيک در حالت

xاز نوشتن بردار


( در d و t يدستگاه ژاکوبي )فاصله بين دو ذره

از  ly( و 29( تا )2هاي )معادله .شوددستگاه قطبي کروي ناشي مي

yنوشتن بردار


تا مرکز جرم  µدستگاه ژاکوبي )فاصله بين ميون 

آيد. بنابراين دست ميه ( در دستگاه قطبي کروي بdو  t يدو ذره

 يلکول و فاصلهومعناي متقارن بودن شکل مبه  ]◦, ◦, ◦, ◦[ حالت

به معناي حرکت ميون تحت  ]2, 2, ◦, 2[ت بين ذرات است. حال

است که منجر به انرژي  dو  tجهت از طرف تقريباً همنيروي اثر 

به  ]2, 2, 2, ◦[ شد. حالتتري براي اين حالت خواهد بستگي بيش

است به اين  d و t يمياني دو ذره يمعناي حرکت ميون در فاصله

ترتيب انرژي بستگي سيستم در اين حالت از انرژي بستگي سيستم 

 بود. تر خواهدکم ]◦, ◦, ◦, ◦[ت در حال

با  محاسبه شده بين ذرات يفاصله انتظاريمقدار  1در جدول 

 توان(، نشان داده شده است. مي64( و )66هاي )استفاده از معادله

هاي بسط شعاعي مختلف تعداد جمله ارهايديد که براي مقد

به وضوح  ]2, 2, 2, ◦[ در حالت dو  t بين يفاصلهانتظاري مقدار 

 تر است.بيش ]2, 2, ◦, 2[و  ]◦, ◦, ◦, ◦[ هاياز حالت

مشخص، تابع موج  Kµبراي يک حالت با اعداد کوانتومي 

( 16( و )24(، )26هاي )با توجه به معادلهتواند ميشعاعي سيستم 

 يددست آه ب
 

(63                                 )




 
m axN

n

n

n

K )(LeC)(


24 

 

 Kµ هايتابع موج شعاعي سيستم در حالت 2شکل در 

رسم شده است. شکل کلي  Nmax=7 مختلف و با در نظر گرفتن

قسمت شعاعي تابع موج يکسان است زيرا براي هر سه حالت از 

لاگر استفاده شده است.  يتوسعه يافته هايتعداد يکسان تابع

 ξ انرژي ارهايهاي متفاوت در تابع موج شعاعي، ويژه مقدقسمت

تر بودن نمودار نيز بزرگ . در اينهستند CKµبسط  هايو ظريب

 تر بودن آن در حالتو کوچک ]2, 2, 2, ◦[ لکول در حالتوم

 ابل مشاهده است.ق ]2, 2, ◦, 2[

رود انتظار ميکه گونه هاي بسط همانبا افزايش تعداد جمله

چنين تابع موج به و همخود انرژي به مقدار واقعي  ارهايويژه مقد

نشان  1شکل در  ،اين .شدد نتر خواهواقعي خود نزديک شکل

 داده شده است.
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 در حالت پايه و اولين  dtµسيستم سه جسمي تابع موج شعاعي . 9شکل 

 هاي برانگيخته.حالت

 

 
 

در حالت پايه با افزايش  dtµسيستم تغيير شکل تابع موج شعاعي . 2شکل 
 هاي بسط شعاعي.تعداد جمله

 

 گیری نتیجه. 7
مستقيماً و بدون هاي سه جسمي براي سيستمشرودينگر  يمعادله

ها را مستقل از حرکت هايي که حرکت هستهاستفاده از تقريب
استفاده  عدم د. به دليلشحل  ،دنگيرنظر مي ها )ميون( درالکترون

هاي برانگيخته نيز قابل از وردش، تابع موج سيستم براي حالت
توان خصوصيات موضعي سيستم را به دقت محاسبه است و مي

ي به روش هاي متعددعهالطهاي سه جسمي در مسيستمبررسي کرد. 
، 22، 29[ند افوق کروي مورد بررسي قرار گرفته هايهارمونيک

هاي بررسي شده داراي يک لکولومولي در اغلب موارد  ]21
 يهاسازيسادهاين، ي مشابه هستند، که سنگين و دو ذره يذره

کند. در اين مقاله سعي شده است ميوارد محاسبات  زيادي را در
اثر کننده تحت کنشکوانتومي برهميک سيستم سه جسمي 

براي اين منظور بررسي شود. ترين حالت در کلينيروي کولني 
ي کدام از سه ذرهدر نظر گرفته شد زيرا هيچ dtµلکول وم

قدر سنگين نيست که بتوان آن را در مرکز آن ي آندهندهتشکيل
 ،d، و µ ،tي ثابت در نظر گرفت. بنابراين سه ذرهجرم مولکول 

ي ديگر، حول مرکز جرم کنش با دو ذرههر يک در برهم

ذرات مشابه وجود  dtµلکول و. در مندحرکت خاص خود را دار
و به صورت کامل بايد سازي بنابراين محاسبات بدون ساده ،ندارد

حالت خاصي از اين مولکول  يلکول ديگروهر مانجام شود. 
بدون نياز به تغيير  توان صرفاً با تغيير جرم ذراتخواهد بود و مي

ها را محاسبه محاسبات، مقدارهاي موردنياز براي ديگر مولکول
هاي پايه و برانگيخته، تابع د. علاوه بر ويژه مقدارها در حالتکر

ارايه شده است. اين  ((16ي )معادله) موج نيز به صورت تحليلي
اي و شعاعي( براي هر سيستم هاي زاويهتابع موج )شامل قسمت

 کنش نيروي کولني برهماثر جسمي کوانتومي که تحت سه 
ذرات مشابه باشد چه نباشد قابل استفاده است. کند، چه داراي مي

 يهاي بسط و ويژه مقدارهاي انرژي با حل معادلهصرفاً بايد ضريب
لکول خاص( و)م( براي آن سيستم 11ويژه مقداري )ماتريسي( )

بين  يانتظاري فاصلهي مقدار ي محاسبهمحاسبه شود. نحوه
ي بين يک ذره تا مرکز جرم دو ذره يچنين فاصلهذرات، هم

آورده شده است. تمام محاسبات تحليلي  1.6ديگر در بخش 
ريواي انجام شد. تنها زماني که اين  -هاي راينالحتي ضريب

خاصي استفاده شود و مقدارهاي عددي  لکولوبراي م محاسبات
ها مدنظر باشد لازم است جرم ذرات به صورت عددي در کميت

 تابع موج، ويژه مقدارها و مقدارهاي انتظاري شود.محاسبات وارد 
زمان در اولين آن به صورت هم يي محاسبهحوهفاصله بين ذرات و ن

فوق کروي و  هايحالت برانگيخته با استفاده از روش هارمونيک
غيريکسان  ياي سيستمي با سه ذرهي لاگر برتوسعه يافته هايتابع

 ارايه شده است.
تقريب به کار رفته در اين روش محدود کردن تعداد تنها 

را با توجه  توان آناي است که ميهاي بسط شعاعي و زاويهجمله
دست ه به توان محاسباتي تا دقت دلخواه افزايش داد. از نتايج ب

 توان ديد که بسط قسمت شعاعي تابع موج برحسب آمده مي
در نظر تنها و است لاگر بسيار سريع  يتوسعه يافته هايتابع

هاي بالا در محاسبات گرفتن شش جمله از اين بسط ما را به دقت
هاي فوق اي برحسب هارمونيکرساند. ولي بسط قسمت زاويهمي

د است. در نتيجه ها و تبهگني بالا کنکروي به دليل تعدد مختصه
هاي تعداد جملهبايد بالاتر  يهاي برانگيختهبراي بررسي حالت

 تري را در محاسبات وارد کرد.اي بيشبسط زاويه
 

 ملاحظه
ي ميزان محاسبه»از نتايج طرح پژوهشي با عنوان بخشي  اين مقاله

 ي مولکولجوشي دوتريم و تريتيم در اولين حالت برانگيختههم
dtµ » است که با حمايت دانشگاه آزاد اسلامي واحد شيراز به

 است.                              انجام رسيده 
                                                       

 

 

ρ (m) 

Φ
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ρ
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