
 

 1388ؽوارُ ٗک،  ٗکن،ت٘غت ٍ عال                                       عوزاىهٌْسعٖ  ًٔؾزٗ

 

 با ترك كشسان ـ مومسان سه پهلوجسء  رابطه سازی يک   

 
 (2)هَعَٕ... ا ع٘س رٍح    (1)ز هحوس رضاٖٗ پضًستزك

 

ّا ذَاّس ؽس. زر اٗي هقالِ، ٗک خشء عِ اعث سٗاز ؽسى تغ٘٘زهکاىٗاتس. افشاٗؼ ًزهٖ تزرٌّگام اٗداز تزک ًزهٖ عاسُ افشاٗؼ هٖچكيده
پْلَ زارإ تزک ه٘اًٖ راتغِ عاسٕ ذَاّس ؽس. اعاط راتغِ عاسٕ اٗي خشء تز رٍٕ افشاٗؼ ًزهٖ ًاؽٖ اس تزک ذَرزگٖ گذاؽتِ ؽسُ اعت. 

ؽَز ٍ هقسار اًزصٕ ًاؽٖ اس غت اعتفازُ هٖتزإ راتغِ عاسٕ، اتتسا راتغِ ه٘اى ًزخ رّاٖٗ اًزصٕ ٍ ضزٗة ؽست تٌؼ زرهکاً٘ک ؽک
ّإ هاتزٗظ ًزهٖ اضافٖ ًاؽٖ اس تزک ذَرزگٖ، زر ٗک زعتگاُ هغتقل ً٘زٍٖٗ، تِ زعت  ؽَز. زر ازاهِ، زراِٗ ذَرزگٖ حغاب هٖ تزک

ٖ ٍ ًزهٖ، هاتزٗظ عرتٖ خشء ّإ هثسل ً٘زٍٗ خَٖٗ اس هاتزٗظ ؽَز. تا تْزُ آٗس. هاتزٗظ هشتَر، تِ ًزهٖ پ٘ؼ اس تزک ذَرزگٖ افشٍزُ هٖ هٖ
گززز. هاتزٗظ عرتٖ تِ زعت آهسُ اس اٗي رٍػ، ه٘شاى كاّؼ عرتٖ ًاؽٖ اس تزک ذَرزگٖ را  تزک ذَرزُ تزإ هغألِ هغتَٕ حغاب هٖ

 زر هاتزٗظ عرتٖ خشء عالن ٍارز كززُ اعت. 

 .اًزصٕ، ًزخ رّاٖٗ تزٗظ هَازاخشإ هحسٍز، هکاً٘ک ؽکغت، تزک، ًزهٖ، عرتٖ، ضزٗة ؽست تٌؼ، هاهای كليدی واشه

 

 

Formulating a Triangular Element with Elasto – Plastic Crack 

 
M. R. Pajand    S. R. Mousavi  

 
Abstract  Cracking increases the flexibility and displacement of structures. This paper introduces a 

triangular element with internal crack considering the increase in flexibility of the element. First, 

Relationship between strain energy release rate and stress intensity factor by fracture mechanic 

approach is used to calculated energy released by the crack. Then, additional flexibility matrix is 

obtained in the independent system. This matrix is added to the compliance matrix of a non-cracked 

element. Finally, Stiffness matrix is calculated by compliance matrix and transformation matrix for the 

plane problem.  Stiffness matrix obtained with this approach includes the decreasing effect of stiffness 

due to cracking.  
 

Key Words  Finite Element, Fracture Mechanic, Crack, Flexibility, Stress Intensity Factor, Material 

Matrix, Energy Release Rate.  

                                                 
 ٔ17/7/87تصَٗة هقالِ تارٗد ٍ 19/6/87ًْاٖٗ اصلاح ؽسُ  تارٗد زرٗافت ًغر.  

 هٌْسعٖ، زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس ٓزاًؾکس ،گزٍُ عوزاى ( اعتاز،1)

 هٌْسعٖ، زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس ٓزاًؾکس ،گزٍُ عوزاى( كارؽٌاط ارؽس، 2)
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 1388ؽوارُ ٗک  -عال ٗکن   ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس 

 مقذمه
ّ ىٌّگام تزک ذَرز ٍ ه٘زاٗاٖ آى   ،ؼ، عرتٖ عاسُ كاا

، ٍخاَز تازک زر ٗاک     عثارت زٗگز تِ. ٗاتس هٖافشاٗؼ 
ٖ   عضَ عاسُ گاززز. زر عاال    إ، عثة افشاٗؼ ًزهاٖ ها

خَٖٗ اس اٗي ٍٗضگٖ، ُ لٖ، تا تْز ٍ ه٘لازٕ، چاًگ 2000
هاتزٗظ عرتٖ خشء ت٘زٕ تزک ذَرزُ را زر حالات زٍ  

اس ًغاثت   ّاا  آى ،تعسٕ تؾک٘ل زازًس. زر اٗاي پاضٍّؼ  
غاهس عث٘عٖ عاسُ، زر زٍ هاَز گًَااگَى، ٌّگاام    ت زتغ٘٘

ٗااتٖ تازک زر    تزک ذَرزگٖ اعتفازُ كززًس ٍ تِ آع٘ة
 .[1]پززاذتٌس إعزُت٘ز 

ه٘لازٕ، عٌْ٘ا ٍ فزٗظ ٍل، تاا تاِ    2002زر عال 
كار گزفتي ٗک الگَٕ تغ٘ار عازُ، هاتزٗظ عرتٖ خشء 

َ    ت٘زٕ تزک ذَرزُ را راتغِ  ،عاسٕ كززًاس. زر اٗاي الگا
تِ صَرت ذغٖ اس حالت تسٍى تازک تاِ حالات     ًزهٖ

ها٘لازٕ،   2003. زر عاال  [2] كٌس تزک ذَرزُ، تغ٘٘ز هٖ
ٗک خشء ت٘زٕ تزک ذَرزُ تِ كار تزز كاِ زر   ،كزاسٍک

ُ تاَز. ًزهاٖ   الگَعاسٕ ؽاس  ،ٗک فٌز ٔآى تزک تِ ٍع٘ل
كاعات٘گل٘اًَ   ٔتا اعتفازُ اس قض٘ ذوؾٖ ٍ تزؽٖ اٗي فٌز

تاا   ٍٕآهسًس.  تِ زعت هٖٕ هکاً٘ک ؽکغت ّا ٍ قاًَى
زٗفزاًغاا٘ل ًَعاااى آساز ت٘ااز ٍ تزقاازارٕ   ٔحاال هعازلاا

ٖ ٕ هازسٕ، پاعاد   ّاا  ؽزط را ت٘از ت٘وَؽاٌکَ    زٌٗااه٘ک
 .[3]كززحغاب 

ٗاک  كاراى،  ه٘لازٕ، كزاسٍک ٍ ّن 2001زر عال 
عاسٕ كززًاس.   ه٘اًٖ را راتغِ تا تزک ذوؾٖ ٔخشء صفح

ى ٍ هَهغا –اٗي الگَ تزاعاط هکاً٘ک ؽکغت كؾغاى 
هااتزٗظ ًزهاٖ    ّاا  . آىاعتَار تَزرٍػ اخشإ هحسٍز 

هغتغ٘لٖ تا چْار گزُ ٍ عِ زرخِ آسازٕ زر ّاز   ٔصفح
، تلتااٖ ٍ زر ّواااى عااال .[4]گاازُ را حغاااب كززًااس 

هاتزٗظ هَاز را تزإ ٗک خاشء شؾااٖٗ تاتي     ،كاراى ّن
رفتار ش٘ز ذغاٖ   ،هغلح تِ زعت آٍرًس. زر اٗي پضٍّؼ

تَاًغاتٌس   ّا . آىتحل٘ل ؽسٍارز  ،تتي هغلح زر ؽکغت
، قفال  ّا گزز ؽًَسگٖ كؾؾٖ ًاؽٖ اس ه٘لٕ عرتّا اثز

عااى   ، ش٘ازّن ّاا  گزز إ ه٘ل إ، عول ؽاذِ  ٍ تغت زاًِ
ؽسى رفتار خشء پظ اس تزک ذَرزگٖ ٍ ًازم ؽاًَسگٖ   
كزًؾٖ را ٍارز هاتزٗظ هَاز كٌٌس. اٗي هاتزٗظ تاتعٖ اس 

ٖ ّا  ه٘شاى تاسؽسگٖ ٍ لغشػ لثِ . زر [5]تاؽاس  ٕ تزک ها
ذاَرزُ را زر  ٘ي عال، عاٍزرا، ٗک خشء ت٘زٕ تازک ّو

عاسٕ كزز ٍ هاتزٗظ عارتٖ آى   راتغِ ،حالت عِ تعسٕ
 . [6]را تِ زعت آٍرز
خااشء  هااارتٖ ٍ هاا٘لازٕ، فَعااتز 2003زر عااال 

  ِ . ًاس عااسٕ ًوَز  شؾاٖٗ تزک را تزإ تتي هغالح راتغا
ٕ هحلٖ تزک ّا ت٘ي تٌؼ ٍ كزًؼ زر هحَر ٔراتغ ّا آى

ٕ هحلاٖ  ّاا  عپظ هاتزٗظ هَاز را تِ هحاَر  را ًَؽتٌس
ٖ  ٕ عارت ّاا  ًاس ٍ اثاز  اًتقال زاز ٗاز ؽسُ ءخش  ؽاًَسگ

 . [7]ًسرا تِ آى افشٍز ّا كؾؾٖ فَزلا
 ،زر اٗي هقالِ، ٗک خشء هغتَٕ زارإ تزک ه٘اًٖ

ٕ آسازٕ اٗاي خاشء زر   ّا رخِز عاسٕ ذَاّس ؽس.راتغِ
ٖٗ ّاا  ل عااسُ اًس كِ تزإ تحل٘ا عاسُ ٍاقع ٔزرٍى صفح
اٗاي   عااسُ ٍارز ؽاًَس.   ٔزر صافح  ّا كِ تار ًسهٌاعة ا

ٕ ّاا  ٕ عو٘ا  ٍ عاس  ّا خشء زر تحل٘ل زَٗار تزؽٖ، ت٘ز
ٕ اٗي خشء، ّا ٗکٖ اس هشٗتكارتزز زارز. ، زارٍسًٖ تزک

تاؽس كِ تَاًاٖٗ پَؽؼ تْتاز عاغَح   هثلثٖ تَزى آى هٖ
ٕ ًااهٌمن ذَاّاس زاؽات. اس    ّاا  تٌسٕ ؽکلؽثکِرا زر 

. اٗاي  تاؽسهٖتزک زر زاذل خشء  ٍخَز ،ّا زٗگز هشٗت
را زر هغائل ترو٘ي  اٗي خشءتِ كارگ٘زٕ  اهکاى ،ٍٗضگٖ

 ٗاز ؽسُ ٕ خشءّا اس هحسٍزٗتآٍرز. ذغارت فزاّن هٖ
 خشء قزار گ٘زز.  اٗي اعت كِ تاٗس تزک زر ه٘أً

 دار ترك یسه پهلوماتريس نرمي جزء 
ٕ ّاا   ظ ًزهاٖ خاشء  ٕ هااتزٗ ّاا  تز اعاط ٍٗضگٖ زراِٗ

را حغاااب كاازز. عااپظ تااا  ّااا زار، هااٖ تااَاى آى تاازک

ٖ    عاسٕ ٍارٍى آٗاس. تاٗاس    ، هاتزٗظ عارتٖ تاِ زعات ها

افشٍز، تزک عثة تِ ٍخَز آهسى تغ٘٘ز هکاى اضافٖ ت٘ي 

ٖ  ّا هقغع  زر ًت٘داِ، هااتزٗظ    ؛ؽاَز  ٕ زٍ عإَ آى ها
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 3 رٍح ا... هَعَٕ -هحوس رضاٖٗ پضًس
 

    ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس  1388ؽوارُ ٗک  -ٗکن ت٘غت ٍ عال

اٗاي كاار، ًرغات،     ٔٗاتس. زر ازاه ًزهٖ خشء افشاٗؼ هٖ

تِ زًثال آى،  ٍ گززز هٖ خشء عالن حغاب هٖهاتزٗظ ًز

هٖ تَاى ًزهٖ اضافٖ ًاؽٖ اس تزک ذاَرزگٖ را تاِ آى   

  افشٍز.

ٔ زر  ّا زر خشء عالن، تٌؼ  ِ  ّوا ٕ خاشء،  ّاا  ًقغا
(، ه٘اساى  1-2ّواًٌاس ؽاکل )   ،هٖ تاَاى  تاؽس. ثاتت هٖ
 ٕ هعازل اٗغتاٖٗ آى زر ٍعظّا را تا ً٘زxxٍتٌؼ ثاتت

 ٕ هثلث خاٗگشٗي ًوَز.ّا  گزُ

 
 

 عضَٕ ٕٔ ٍاتغتّا ً٘زٍ  1ؽکل 

 

 (3) 

(2) 

(1) 

 ٕ اٗغتاٖٗ رٍٕ خشءّا ً٘زٍ  2ؽکل 
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 راتغِ عاسٕ ٗک خشء عِ پْلَ ... 4
 

 1388ؽوارُ ٗک  -عال ٗکن   ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس 

ّاإ   تاِ گازُ   ّإ سٗاز  اٗي ً٘زٍّا تزاعاط راتغِ
 ؽًَس: هداٍر هٌتقل هٖ
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2
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(1) 
ٖ   ضاراهت  t،(1)ّاإ   زر راتغِ  تاؽاس.  خاشء ها

ّإ سٗز تِ زعت   راتغِ ٔ، تِ ٍع٘لijx  ٍijyّإ  عاهل
 آٌٗس : هٖ

jiij xxx  

jiij yyy  
(2)3,2,1j,i 

 
  yy ٍxyكارگ٘زٕ اٗي فزاٌٗس، تزإ تِ ظ اسپ 

ّاإ سٗاز زر   (، تزاتز3ٕ-2( ٍ )2-2ّإ )ّواًٌس ؽکل
  گ٘زز: زعتزط قزار هٖ
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(3) 
     ٖ  هاتزٗظ هثاسل ً٘زٍٖٗ،زرتحل٘ال تاِ رٍػ ًزها

عضَٕ  ّٔإ ٍاتغتزارز. اٗي هاتزٗظ، ً٘زٍ ًقؼ تغشاٖٗ
  ٖ زّاس. ً٘زٍّاإ    را تِ ً٘زٍّإ هغتقل گزّٖ پًَ٘اس ها

( هٖ تاؽس. اٗي ً٘زٍّا 1ّواًٌس ؽکل ) 6Sتا  1Sٍٔاتغت
اًاس. ً٘زٍّاإ   اٗغتاٖٗ تِ ّن ٍاتغتِ ٔعِ هعازل ٍٔع٘لتِ 

( اًتراب 3، تِ صَرت ؽکل )1F،2Fٍ3Fهغتقل گزّٖ
 گززز. هٖ

 ً٘زٍّإ هغتقل گزّٖ  3 ؽکل
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 5 رٍح ا... هَعَٕ -هحوس رضاٖٗ پضًس
 

    ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس  1388ؽوارُ ٗک  -ٗکن ت٘غت ٍ عال

 ت٘ي ً٘زٍّإ ًاهثززُ تزقزارًس: ،ّإ سٗز راتغِ
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ijijكٌاًَٖ،   ٔزر راتغ  l,m  ّاإ ّاازٕ   كغاٌَ٘ط

ijٔلث 3,2,1j,i  ٖ1اگز فقاظ  .تاؽسهF    ٍارز تاِ خاشء
ّإ  ّإ ًاؽٖ اس اٗي ً٘زٍ تا اعتفازُ اس راتغِؽَز، تٌؼ

 س:ًگ٘ز ( تِ صَرت سٗز زر زعتزط قزار ه4ٖ( ٍ )3)
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ّاا ٍ ً٘زٍّاإ   ت٘ي تاٌؼ  ٔراتغ ،اس عَٕ زٗگز تاؽس. هٖ

 :[8]تاؽس هغتقل گزّٖ تِ صَرت سٗز هٖ
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(6) 
تاِ  ًزهاٖ خاشء عاالن     هاتزٗظ ؽَز كِٗازآٍر هٖ 
 ز:گزز سٗز حغاب هٖ ٔراتغ ٍٔع٘ل

(7)      dvccc

V

T0

 

راتغِ،  اٗي زر    ٖ تاؽاس   ٍارٍى هاتزٗظ هَاز ها
 تِ ؽکل سٗز اعت: كِ
 

(8) 
 
























1200

01

01

E

1

هاتزٗظ ًزهٖ خاشء عاالن،    0c     ِرا هاٖ تاَاى تا
 صَرت سٗز زرآٍرز:

 

   

 































111

222

21

3

0

singcotcos

singcotcos

sinsin

sin

Et

2
c 

 

   

 

 





















































31

2
333

333
32

1

111222

sinsin

sin
singcotcos

singcotcos
sinsin

sin

singcotcossingcotcos

 

(9) 
 

ٕ  ساٍِٗ  ِ    1،2ٍ3: ّاا ّاإ  ٍاتغاتِ تاِ گَؽا
ٍ  ،خشءاًس. ضزٗة كؾغاًٖ ًغاثت پَاعاَى    ضاراهت 

ٖ  E،t ٍ:تِ تزت٘ة ،خشء زر ٌّگاام اٗدااز    تاؽاٌس. ها
ّإ تزؽاٖ  ّإ عوَز تز اهتساز تزک ٍ تٌؼتزک، تٌؼ

ٖ   َّٕإ آى، تِ ع لثِ زر ًت٘داِ،   ؛ؽاَز صفز ًشزٗاک ها
ِ كل كاّؼ  ًْٔفت اًزصٕ ٍ ًزهاٖ افاشاٗؼ ذَاّاس     ٗافتا

ِ گكاعت٘ ٔٗافت. تزاعاط قض٘ ّاإ هااتزٗظ    ل٘اًَ، زراٗا
زهٖ اضافٖ زرٌّگام تزک ذَرزگٖ، تِ ؽاکل سٗاز زر   ً

 :[1,6]گ٘زز زعتزط قزار هٖ
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 1388ؽوارُ ٗک  -ٗکنت٘غت ٍ عال    ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس 

 
ji

12
1

ij
FF

u
c




                   (10 )

     

گزّااٖ ً٘زٍّااإ هغااتقل   iFٍjFخااا، زر اٗااي 
 ٖ تاؽاٌس  ها 3,2,1j,i  . ٕ كزًؾاٖ رّاا ؽاسُ زر     اًازص

 گززز: ، تِ ؽکل سٗز حغاب ه1uٌّٖگام تزک ذَرزگٖ،
 

(11)   














 A

3

1i

3

1i

2
II

2
I

1 dAi,ki,k
E

1
u

  
ّاإ   تِ تزت٘اة، ضازٗة   Ik ٍIIkراٗي راتغِ، ز 

ٖ  I ٍIIّإ ؽست تٌؼ هتٌاظز تا حالت  ،تزک ذاَرزگ
ٍE ّٖإ ؽاست   تاؽس. ضزٗة ضزٗة كؾغاًٖ هَاز ه

ک ه٘اًٖ تِ صَرت سٗاز  تٌؼ كؾغاى زر خشء زارإ تز
 :[4,9]اعت 

 
(12)     










a

a

XXIe dY
Ya

Ya
Y,0

a

1
k

(13)  dY
Ya

Ya
Y,0

a

1
k

a

a

XYIIe








 



 
  
( هقااااسار6) ٔراتغاااا تزاعاااااط  Y,0XX، 
 Y,0XY ّإ سٗز زر زعتزط قازار  تزاتزٕ ٔتِ ٍع٘ل
 گ٘زز:   هٖ

(14) 











 3

2

2
31

2
1

2
23

1
3

2
12

XX F
h

F
h

F
ht

2
Y,0



  







 3

2

3131
2

1

2323
1

3

1212
XY F

h

m
F

h

m
F

h

m

t

2
Y,0



(15)     
ّإ ( زر راتغ15ِ(، )14ّإ )تا خاگذارٕ تزاتزٕ 

( ٍ زر ًمز گزفتي تاتع تصح٘ح اتعااز خاشء،   13( ٍ )12)
ضزٗة ؽست تاٌؼ تازإ حالات كؾغااى، تاِ زعات       

 :آٗس هٖ

   

 

 

 
























3
2
31

2
3,Ie

2
2
23

1
2,Ie

1
2
12

3
1,Ie

F
th

gY.a2
k

F
th

gY.a2
k

F
th

gY.a2
k







 

(16) 
 

 

 

 
























33131
2

3,IIe

22323
1

2,IIe

11212
3

1,IIe

F.m..
th

gY.a2
k

F.m..
th

gY.a2
k

F.m..
th

gY.a2
k







(17) 
تع تصااح٘ح ّااإ كٌااًَٖ، تااا زر راتغااِ  gY  ِتاا

 :[4]صَرت سٗز اعت
 

 

43

2

H

a2
4316.2

H

a2
024.2

H

a2
1825.0

H

a2
01876.01gY







































 

(18) 
ٍ  a2(،18) ٔزر راتغاا  ارتفااا   Hعااَل تاازک 

ٖ  هح٘ظهغتغ٘ل  س. اٗاي  تاؽا تز خشء زر راعتإ تزک ها
تزاعااط  . اعات ( ًوااٗؼ زازُ ؽاسُ  1ّا زر ؽکل)هلاع
تاٌؼ  ؽاست  َٕ اٗزٍٗي، تزإ تزک ه٘اًٖ، ضازٗة  الگ

 كؾغاى ا هَهغااى تاِ صاَرت سٗاز زر زعاتزط قازار       
 گ٘زز: هٖ
(19)  pI r2a2..gYk 

 تاٗاس آگااُ تاَز،    تٌؼ اعوٖ اعات.  ا،خ زر اٗي 
تاتع gY ّاإ خاشء تغاتگٖ     تزک ٍ اًاساسُ  ٔتِ ٌّسع
 .زارز
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    ًؾزِٗ هٌْسعٖ عوزاى زاًؾگاُ فززٍعٖ هؾْس  1388ؽوارُ ٗک  -عال ٗکن















6

1

2

1

 

 زرًَک تزک هَهغاى ًٔاح٘  4 ؽکل

اثز افشاٗؼ ًزهٖ زر ًت٘داِ تغال٘ن ًاَک     ،اٗزٍٗي 
  ٖ ًؾااى زاز. اٍ زر عاال    prتزک را تا ٗک ؽاعا  فزضا

 :[10]سٗز را پ٘ؾٌْاز ًوَز ٔ راتغ prٔ، تزإ هحاعث1960
 
(20)    

2

yi

Ie
p

k
r


















  
ضازٗة ؽاست تاٌؼ حالات      Iekاٗي تزاتزٕ، زر 

ٍ ٗکن تزک تاٌؼ   yiذَرزگٖ زر تغ٘٘ز ؽکل كؾغااى 
سٗاز زر   ٔ راتغا  ٔ، تِ ٍع٘ل تاؽس. عاهل تغل٘ن هَاز هٖ
 گ٘زز :هٖ زعتزط قزار

 
َٕ             تٌؼ هغت ٔهغأل  

 

                         زًؼ هغتَٕك ٔهغأل

 ٔ(، ًت٘دا 19( زر تزاتازٕ ) 20) ٔگشٌٖٗ راتغا اس خا 
 ؽَز: هٖ پ٘ساسٗز 

 

 
2

yi

2

Ie

2

yi

Ie
I

gY
1k

k1
a2..gYk








































(21)    

( زر تزاتازٕ  17( ٍ )16ّاإ )  تا خاٗگذارٕ راتغِ 
هَهغاااى تاسًَٗغااٖ  -(، ضاازٗة ؽااست كؾغاااى 21)

 گززز: هٖ
 

   

   

   



























































































2

yi

xx
2

3
2
31

2
3,I

2

yi

xx
2

2
2
23

1
2,I

2

yi

xx
2

1
2
12

3
1,I

gY
1F..

th

gY.a2
k

gY
1F..

th

gY.a2
k

gY
1.F..

th

gY.a2
k







  

(22)

   

   

   



























































































2

yi

xy
2

33131
2

3,II

2

yi

xy
2

22323
1

2,II

2

yi

xy
2

11212
3

1,II

gY
1F.m..

th

gY.a2
k

gY
1F.m..

th

gY.a2
k

gY
1F.m..

th

gY.a2
k







(23) 

كِ ًاَک تازک كؾغااى ٍ ٗاا هَهغااى      زر حالتٖ  
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































1

0

yi

xy

yi

xx

yi

xy

yi

xx

 ز:َؽ ّإ سٗز تزقزار هٖ تاؽس، راتغِ
 

 كؾغاى كاهل
 

 هَهغاى كاهل
 
(24) 

  
ت هَهغااى ًاَک   تِ تزرعٖ حال ،اٗي كار زر ازاهٔ 

ِ تا خااٗ  .ؽَز تزک پززاذتِ هٖ ( ٍ 22ّاإ ) گشٌٖٗ راتغا
ّإ  زراِٗعاسٕ، ٍ عازُ (11) ٍ (10ّإ)  راتغِ زر (23)

ک ذااَرزگٖ، زر هاااتزٗظ ًزهااٖ اضااافٖ ًاؽااٖ اس تااز 
 :گ٘زز زعتزط قزار هٖ

0
FF

u
CC

21

12
1
21

1
12 




 

 
0CCCC 1

23
1
32

1
31

1
13 

 
 gF.

h

m.

hEt

H2
C

2
3

2
12

2
12

2
3

4
12

2
1
11 


















 
 

 gF.
h

m.

hEt

H2
C

2
1

2
23

2
23

2
1

4
23

2
1
22 




















 gF.
h

m.

hEt

H2
C

2
1

2
31

2
31

2
2

4
31

2
1
33 




















(25) 
 

خا، زر اٗي gF  گزززهعزفٖ هٖسٗز تِ صَرت: 

 
 

3579

11131517

g0409.0g658.2g5398.0g256.6

g759.0g135.7g356.2g359.4gF





(26)

، تااالا ٔزر راتغاا 
H

a2
g  ٖعاازاًدامتاؽااس.  هاا، 

هاتزٗظ ًزهٖ اضافٖ ًاؽٖ اس تزک ذَرزگٖ تِ صَرت 

 :آٗسزرهٖسٗز 

(27) 

















1
33

1
22

1
11

1

C00

0C0

00C

C 

تاِ   هاتزٗظ ًزهاٖ كال خاشء    ،ّن گذارٕ تا رٍٕ 
 ؽَز: تزاتزٕ سٗز حغاب هٖ ٍٔع٘ل
 
(28)     10

CCC 

 پيشنهادیماتريس سختي جزء 
زر زعتگاُ هغاتقل   زار تا زاؽتي هاتزٗظ ًزهٖ خشء تزک

گزّٖ ٍ تِ كارگ٘زٕ هاتزٗظ هثسل ً٘زٍٗاٖ زر تزاتازٕ   
زر  اًتقاالٖ سٗاز   ٔتَعظ راتغ ،(، هاتزٗظ عرتٖ خشء4)

 :گ٘زز زعتزط قزار هٖ
(29)            TCTK

1T
e


 

زرعتٖ الگَٕ پ٘ؾٌْازٕ، اٗاي   كززى رعٍٖاتزإ 
س. ذَاّاس ؽا  هقاٗغاِ   ،ٍرٍػ تا الگَٕ تزک پرؼ ؽسُ

 را الگإَ تازک پراؼ ؽاسُ     تزإ ًرغات٘ي تاار   رؽ٘س
، ٌّگااهٖ كاِ تاٌؼ    الگَتزاعاط اٗي  .[11]كززپ٘ؾٌْاز 

كؾؾٖ اصلٖ اس هقاٍهت كؾؾٖ خغن ت٘ؾتز ؽَز، تزک 
گززز. پظ اس پ٘ساٗؼ تزک، خغن تاِ صاَرت    اٗداز هٖ
خشئاٖ را ًؾااى    ،(5كٌاس. ؽاکل )   عاى رفتار هٖ ش٘ز ّن

ٖ    هٖ تازک ذاَرزُ    Xزّس كِ زر خْات هحاَر هحلا
اهتساز تزک تاا هحاَر    ٔ ساٍٗ ،ٗاز ؽسُاعت. زر ؽکل 

X ٖتاؽس: ه 
 

 تزک پرؼ ؽسُ  5ؽکل 
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ذاَرز، تاٗاس هااتزٗظ     ٌّگاهٖ كِ خغن تزک هٖ 
تَاًس رفتاار   إ كِ هٖ تزٗي راتغِ هَاز اصلاح گززز. عازُ

 خغن را پظ اس تزک هؾرص ًواٗس تِ ؽکل سٗز اعات 
[11,12]: 
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 (30) 

زر ٌّگااام تاازک ذااَرزگٖ، هقااسارٕ اس ً٘اازٍٕ   
اثز قفل ٍ  tضزٗةگززز.  ا هٌتقل هّٖ تزؽٖ، تَعظ لثِ

ٖ  تحل٘ال  إ را ٍارز تغت زاًِ كٌاس. اٗاي ضازٗة زر     ها
ِ تاِ   ؛ذَاّس كززٌّگام رؽس تزک تغ٘٘ز  كاِ زر   إگًَا

ٍ تا گغتزػ اعت  ٗکاٗي ضزٗة  ،ذَرزگٖآشاس تزک
ؽَز. اًتراب اٗاي هقاسار    تزک تِ عَٕ صفز ًشزٗک هٖ

تاِ عاَر    تا اٗي ّوِ .ل تغتگٖ زارزتِ ًَ  ٍ زقت تحل٘
ؽاَز. تازإ    هٖ اًتراب 1/0 تا ضزٗة تزاتزاٗي  ،هعوَل
 آى اس هاااتزٗظ عاارتٖ خااشء، هاااتزٗظ هااَاز  ٔهحاعااث

هٌتقاال )G(تااِ هحَرّااإ كلااٖ )l(هحَرّااإ هحلااٖ
 :گززز هٖ
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            (32)  

Gcrتا زاؽتي هاتزٗظ هَاز خشء تزک ذاَرزُ   ]D[ 
اس  ]K[، هااتزٗظ عارتٖ آى  ]B[ٍ ً٘ش هاتزٗظ كازًؼ 

 آٗس: سٗز تِ زعت هٖ ٔراتغ

 

(33)              
A

Gcr
T

dAt.BDBK  

 
 های عذدی  نمونه

ٍ  هتاز ٗاک   هتاز، ارتفاا    4إ تاا عاَل   ت٘ز عزُ :1هثال 
 عاسُگززز. ضزٗة كؾغاًٖ  هٖ هتزتحل٘ل 1/0ضراهت 
 3/0آىٍ ًغثت پَاعَى   هتزهزتع ه٘لٖ ًَ٘تي تز 210000

 2/0تِ تشرگٖ  ٖزارإ تزک ه٘اًٖ قائو ،تاؽس. اٗي ت٘ز هٖ
ٕ تؽثکِاعت.  هتز ( اعات.  6ؽاکل )  عااسُ ّواًٌاس   ٌاس

تاؽس. اٗي  هٖ تزهتزهکعة ًَ٘تي 98100 ت٘ز چگالٖ هَاز
سٗاز اثاز تاار    زر تاالا ٍ پااٗ٘ي،   آساز ذاَز،  عز زر  عاسُ

 ؽاؼ  ٔ. اٗي ت٘از تاِ ٍعا٘ل   زارزقزار ًَ٘تي  700هتوزكش 
 :ؽَز تحل٘ل هٖ هغتَٕ تٌؼ خشء

 
 خشء  ؽؼتا  عو٘ ت٘ز   6ؽکل 

اٗاي ت٘از ٍ   سٗاز  ّاإ قاائن   زر ازاهِ، تغ٘٘ز هکااى 
تَعاظ الگإَ پ٘ؾاٌْازٕ حغااب      ،آى ٍٓٗض سارّإهق
هقاٗغاِ   ،ٗح تازک پراؼ ؽاسُ   از. عاپظ، تاا ًتا   ؽَ هٖ
 زٌّس. را ًؾاى هٖ ّاپاعد( 8( ٍ )7ّإ )گززز. ؽکل هٖ

عاٖ   ٔعسزٕ، ت٘ز پ٘ؾ٘ي، تِ ٍع٘ل ٔزر اٗي ًوًَ :2مثال 
ٖ   تحل٘ال هَرز  ،تٌؼ هغتَٕ خشء ٍ ٗک گ٘ازز.  قازار ها
 س.ؽتاهٖ( 9) ؽکل عاسُ ّواًٌس تٌسٕؽثکِ
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 قائن ت٘ز ًوَزارذ٘ش  7ؽکل  
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 تغاهسّإ عث٘عٖ ٔهقاٗغ   8ؽکل 

 

 
 خشء  عٖ ٍ ٗکتا  عو٘ ت٘ز   9ؽکل 
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 خشء ٗک عٖ ٍتغاهسّإ عث٘عٖ ت٘زتا  ٔهقاٗغ  11ؽکل 

 
 . ؽَزهقاٗغِ هٖ (10)ر ؽکل قائن سٗز ت٘ز، ز ذ٘ش

اٗي عاسُ تزحغاة رازٗااى تاز    تغاهسّإ عث٘عٖ  
 .اًس( تِ ًواٗؼ زر آهس11ُ)زر ؽکل  ثاًِ٘
 ،996/0 عاَل  ِإ اس خاٌظ آلاَهٌ٘٘ن تا    ت٘ز عزُ :3مثال

ٖ  زر زعات  هتاز  5/0ٍ ضاراهت   25/0ارتفا   تاؽاس.  ها
ٍ  زهتزهزتاع ًَ٘تي ت 10979/69 عاسُضزٗة كؾغاًٖ 
تاؽس. اٗاي ت٘از زارإ تازک     هٖ 33/0 ًغثت پَاعَى آى

ٖ  قاائو  ٖ  4 ٖ تاِ تشرگا ٕ  275/0 ٔزر فاصال هتاز  ه٘لا اس  هتاز

ًؾااى   [2]. صَرت كلٖ هغاألِ زر هزخاع  اعت گااُ تکِ٘
 تزهتزهکعاة  ً٘اَتي  25506 ،اعت. چگالٖ هَاز ؽسُ زازُ
 تاؽس.  هٖ

الگإَ   ٔتغاهسّإ عث٘عٖ اٗي هغاألِ، تاِ ٍعا٘ل   
تعاساز خاشء ّاإ هتفااٍت تاِ زعات        زٕ، تزإپ٘ؾٌْا
هقاٗغااِ  [2]الگاإَ ت٘اازٕ هزخااع اٗحتااا ًتااٍ  آٗااسهااٖ
 .اعتؽسُ زرج( 1گززز. اٗي هقسارّا زر خسٍل )هٖ
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 )ّزتش(عاسُ ًَعاى ًرغتچْار هَز  تغاهسّإ 1 خسٍل

 

مرجع پاسخ واقعي مود  2 97جزء377 جزء111 جزء111 جزء 

1 000/20 641/19 046/40 702/31 129/29 01/21 

2 250/124 106/124 98/319 056/217 543/209 613/126 

3 813/340 758/340 73/878 076/615 258/559 813/357 

4 813/662 020/663 84/1299 868/1183 164/1142 213/896 

  

 

 ٍاقعٖ ّإ عث٘عٖ الگَٕ پ٘ؾٌْازٕ ٍهقسارّإ تغاهس ٔهقاٗغ  12 ؽکل

 
هقسارّإ ٍاقعٖ تغاهسّإ چْار هاَز اٍل   ،(12ؽکل )
الگَٕ پ٘ؾاٌْازٕ   تا هقسارّإ تِ زعت آهسُ اس را عاسُ

گززز كِ تا سٗاز  كٌس. تز اٗي اعاط، آؽکار هٖ هقاٗغِ هٖ
ّااإ الگاإَ پ٘ؾااٌْازٕ تااِ  ؽااسى تعااساز خااشء، پاعااد

ٖ  ّإ ٍاقعٖ ًشزٗک خَاب ؽاًَس. اٗاي عاري زر     تز ها
 ( ًواٗاى اعت.4-12( تا )1-12ّإ) ؽکل

 گيری نتيجه
زر ٌّگام اٗداز تزک، هاتزٗظ عرتٖ عاسُ كاّؼ پ٘اسا  

ّإ عااسُ افاشاٗؼ ٍ   كٌس. تز اٗي اعاط، تغ٘٘ز هکاى هٖ
عاسزٕ   ٔٗاتس. زر ًوًَا  تغاهسّإ عث٘عٖ آى، كاّؼ هٖ

خااشء تحل٘اال ؽااس. تغ٘٘ااز  ؽااؼتااا  عو٘قااٖٗکاان، ت٘ااز 
 تز اس كن ،ت٘ز ّإ الگَٕ تزک پرؼ ؽسُ، زر عَل هکاى

1 
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ِ  تٌاتزاٗي،. عتاُتَز الگَٕ پ٘ؾٌْازٕ تٌاسٕ   ٍقتٖ ؽاثک
تزک الگَٕ پ٘ؾٌْازٕ اس  ّٔإ ًوًَ ًت٘دِزرؽت تاؽس، 
عسزٕ زٍم،  ٔ. زر ًوًَعتا   تز هحافمِ كاراًِپرؼ ؽسُ، 

ّا آؽکار . پاعدخشء تحل٘ل ؽس عٖ ٍ ٗکإ تا  ت٘ز عزُ
ذ٘اش ت٘از    ،گزززخشءّا ت٘ؾتز  ؽواركِ ّز چِ  زعاسهٖ

ٖ  تِ ٍاقع٘ت ًشزٗکتحل٘ل ؽسُ  اس اٗاي رٍ،   ؛ؽاَز تاز ها
 زإ تعساز خشءّإ سٗااز، ًتااٗح  ت ٕپ٘ؾٌْاز عاسٕراتغِ

اسعَٕ زٗگز، ًتااٗح آى  زّس.  ذَتٖ زر زعتزط قزار هٖ
ًغثت تِ تزک پرؼ ؽاسُ،  ّإ زرؽت، زر ؽثکِ تٌسٕ

 اعت. تزكاراًِهحافمِ
كااِ  كٌااسآؽااکار هااٖعااسزٕ عااَم  ًٔوًَاا ٗحاًتاا 
ِ  زر هَزّاإ ًرغات٘ي  ّإ الگإَ پ٘ؾاٌْازٕ   پاعد  تا

 . اٗي ٍٗضگٖ تِ ذاعزؽَزهٖ تزهقسارّإ ٍاقعٖ ًشزٗک
تغااهسّإ   زگزگًَٖ حغاع٘ت ؽسٗس هاتزٗظ ًزهٖ، تِ

ّاٖٗ هثل زٗاَار  زر عاسُاس اٗي رٍ  ؛تاؽسپاٗ٘ي عاسُ هٖ
َ  تزؽاگ٘ز ٍ ت٘ااز عو٘ا ،    ،ًَٗغااٌسگاى ٕخااشء عاِ پْلاا
كاار   راُ تاز اٗاي اعااط،    ّس زاؽت.كارآٖٗ تالاتزٕ ذَا

 تاز،  خشء كان  ؽوارتا  ّاعاسُ اٗي گًَِ تزإ  پ٘ؾٌْازٕ،
  .آٍرزتِ ارهغاى هّٖإ ذَتٖ پاعد

 هانشانه
 ihام i ٔارتفا  خشء عِ پْلَ اس گَؽ

 yi تٌؼ تغل٘ن هَاز

 yyyتٌؼ قائن راعتإ
 iام خشء i ٔگَؽ ٔساٍٗ

 Gضزٗة تزؽٖ
 IIkتزک IIضزٗة ؽست تٌؼ حالت 

 Eضزٗة كؾغاًٖ
ijijijّإ ّازٕ اهتساز  كغٌَ٘ط l,m 

]K[هاتزٗظ عرتٖ خشء پ٘ؾٌْازٕ e 
]T[ٍٖٗهاتزٗظ هثسل ً٘ز

 ]C[1هاتزٗظ ًزهٖ اضافٖ زر اثز اٗدازتزک
 ]C[هاتزٗظ ًزهٖ كل
 aًصف عَل تزک

 xyتٌؼ تزؽٖ
 xxxتٌؼ قائن راعتإ

 ّا Xاهتساز تزک تا هحَر  ٔساٍٗ
 tضراهت خشء

 Ikتزک Iضزٗة ؽست تٌؼ حالت 
 tإ ضزٗة قفل ٍتغت زاًِ

 1uاًزصٕ كزًؾٖ رّا ؽسُ زرٌّگام تزک
 ]E[ّا هاتزٗظ زٍراى كزًؼ

 ]B[هاتزٗظ كزًؼ
]D[هَاز خشء تزک ذَرزُهاتزٗظ  cr 

 ]C[0هاتزٗظ ًزهٖ خشء عالن
 ًغثت پَاعَى

ٍارٍى هاتزٗظ هَاز 
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