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در فرمول بنـدي  . شودزمان گسترش ديناميكي ترك و تماس سطوح آن در محيط دو بعدي ارائه مي           فرمول بندي تحليل هم    ،در اين مقاله    چكيده
يط يـك  زمان در فضاي زمـاني در مح ـ  ط تماس به طور هميردار تنش و معادلات مربوط به شرا معادلات انتگرال مرزي تغيير مكان و ب  ،معرفي شده 

 المان بندي قبلي نيست و گسترش ترك        ي   احتياجي به تغيير شبكه    ، داراي اين قابليت است كه با گسترش ترك        ،روش ارائه شده  . شود دامنه حل مي  
قابليـت   . در مش بندي قبلي به طور اتوماتيـك قابـل اعمـال اسـت    ،در مود مركب و تماس وجوه آن با اضافه كردن المان هاي جديد به نوك ترك          

يـك از تحقيقـات مبتنـي بـر روش تـرك منفـرد و نـرم                  زمان و اتوماتيك، در هـيچ      به طور هم  تحليل  گسترش ديناميكي ترك و تماس سطوح آن          
هـاي    تـرك   وتماس سـطوح      له گسترشأدر چند مس ي آنيييد و نشان دادن كارآأكاربرد اين روش به منظور ت. دارد وجود ن،افزارهاي تجاري موجود

   .شود ل ارائه ميكش  T ي صفحه دراي   لبه
  . تماسمسأله ، مكانيك شكست ديناميكي، گسترش ترك گسسته، دامنه زماني،روش المان مرزي دوگانه  هاي كليدي واژه
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Abstract  The formulation of simultaneous analysis of dynamic crack growth and contact of its faces in two-
dimensional domain is introduced. Displacement and traction boundary integral equations and additional 
contact equations are used simultaneously in one region in the time domain. The proposed method has the 
capability of automatic modelling of crack propagation and contact of crack faces in mixed mode fractures 
by adding only new elements in front of crack tips. This automatic capability of simultaneous analysis of 
dynamic discrete crack propagation and contact problem is not enhanced in any of available commercial 
softwares. In order to verify the proposed method and so as to show the versatile features and capabilities of 
the method, dynamic crack growth of edge cracks and contact of crack faces in a T shaped plate is analysed. 
 
Key Words  Dual Boundary Element Method, Time Domain, Discrete Crack Propagation, Dynamic Fracture 

Mechanics, Contact Problem. 
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  مقدمه
 رشـد   ي هدف مكانيك شكست ديناميكي، بررسـي نحـوه       

 هاي پيش رونده در سازه هاي تحت بـار دينـاميكي   ترك

هاي با شكل دلخواه و با شرايط مـرزي          سازه. [1] باشد مي
 ـ        روش هـاي    ي  وسـيله ه  وابسته به زمان، نيازمند تحليـل ب

سـازي عـددي     مـدل  ي  بررسـي نحـوه   . باشـند  عددي مـي  
گسترش ديناميكي ترك و تماس وجوه آن از ديرباز مورد          

روش هـاي مختلفـي توسـط       . توجه محققين بـوده اسـت     
ران براي مدل كردن گسترش ديناميكي تـرك بـه          گپژوهش

كار گرفته شـده اسـت كـه از بـين           ه  صورت ترك منفرد ب   
 محـدود و المـان هـاي مـرزي          ي   روش هاي اجـزا    ،ها آن

 مكانيك شكست ديناميكي حـالاتي را در . فراگيرتر هستند 
 مـسأله  اينرسي بايد در فرمول بندي       ،گيرد كه در آن    بر مي 

اين شرايط در بارگذاري دينـاميكي يـا        . دخالت داده شود  
 ،هنگام گسترش سريع ترك تحـت بارگـذاري اسـتاتيكي         

  .حاصل مي شود
 محـدود   ي  ترك در مدل ترك منفرد در روش اجـزا          

. شود بين المان ها نمايش داده مي     صورت جدايش مرز    ه  ب
گسترش ترك در محيط نيز با استفاده از معيار مقاومت يا           

شـود و انتـشار آن از         تعيـين مـي    ،معيار مكانيك شكست  
جــايي و يــا  هطريــق اصــلاح شــبكه بنــدي، ايجــاد، جابــ

. گـردد   اعمال مي  ، محدود ي  ها در مدل اجزا    آزادسازي گره 
ه  محاسباتي زياد بي  صرف هزينه، اين روشي عيب عمده

 اجزا محدود در حين آناليز و يـا  ي دليل تغيير مداوم شبكه 
 قبل از انجام ، مسير گسترش تركي لزوم پيش فرض اوليه

 ـ     . تحليل است  كـار رفتـه بـر      ه  از بين روش هاي عددي ب
توان به    مي ،اساس مدل ترك منفرد اجزا محدود ديناميكي      

 كارانش انگ و هم و ج[2] كارانش كارهاي كوباياشي و هم
 از تكنيك آزادسـازي گرهـي   ، اشاره كرد كه در هر دو     [3]

در مسير از پيش تعيين شده براي گسترش تـرك اسـتفاده            
  .شده است

 معادلات ديفرانـسيلي حـاكم      ،روش المان مرزي   در   
شود كـه روي مـرز اعمـال           به معادلات انتگرالي تبديل مي    

) هـاي مـرزي   المـان (سپس مرز به قطعات مرزي   . شود    مي
ــدي مــي  تقــسيم ــري عــددي  شــود و انتگــرال  بن  روي ،گي
هاي عـددي       همانند روش . شود    هاي مرزي انجام مي    المان

ديگر، با ارضاي شرايط مـرزي، سيـستم معـادلات خطـي            
 مـسأله شود كه از حل آن جواب يكتاي            جبري حاصل مي  

  .آيد  دست ميه ب
ي مرزها  راحتي برا ه  توان ب     المان مرزي را مي    روش  

جا كـه    آن، از آن   علاوه بر . كار برد ه   پيچيده ب  ي  با هندسه 
گيـرد،      ها روي مرز صورت مي         تمام تقريب  ،در اين روش  

توان مناطقي كه در آن متغيرها تغييرات سريع دارنـد را       مي
 مدل كرد و ،با دقت بيشتري نسبت به روش اجزاء محدود

 را در مـسائل      مزيت استفاده از روش المان مرزي      ،اين امر 
 ،در روش المان مرزي   . كند     مشخص مي  ،مكانيك شكست 

ايـن  . زمان كمتري براي آماده سازي اطلاعات لازم اسـت        
 مستقيم مدل كردن مرز است و بنابراين بعـد          ي   نتيجه ،امر

 زمان لازم بـراي     ،شود و در نتيجه        يك درجه كم مي    مسأله
ن آماده سازي اطلاعات و چك كـردن اطلاعـات بـه ميـزا       

در  علاوه براين، ايجاد تغييـر    . يابد    قابل توجهي كاهش مي   
 ، مثبـت  ي  ايـن جنبـه   . شود    تر مي      ساده ،بندي     المان ي  شبكه

ــه،   خــصوصاً ــات طراحــي اولي ــد مطالع ــسائلي مانن  در م
ــه   ــسائل تمــاس داراي اصــطكاك ك ــرك و م گــسترش ت

از .  بـسيار بـا اهميـت اسـت         دارد، بندي مجـدد لازم       المان
توان بـه دقـت بـالاي         مي ، روش المان مرزي   مزاياي ديگر 

و نيـاز بـه      ميدان هاي تنش وتغيير مكان در داخل محـيط        
هاي ديگـر بـه          كمتر در كامپيوتر نسبت به روش      ي  حافظه

. علت كاهش تعداد  نقاط گرهي و المان هـا اشـاره كـرد             
هاي روش   جا كه نقاط داخلي در پاسخ  از آن،اين علاوه بر

تواند به جاي   ي است، استفاده كننده ميالمان مرزي اختيار
 توجه خود را روي قسمت خاصي از        ، داخلي ي  كل ناحيه 

  . داخلي متمركز كندي ناحيه
هاي مثبت اسـتفاده از روش المـان مـرزي،              از جنبه   

 دو بعـدي، فقـط      مـسأله در يـك    .  است مسألهكاهش بعد   
كنـيم و در مـسائل سـه            بندي مي     خط مرزي دامنه را المان    
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    اه فردوسي مشهد نشريه مهندسي عمران دانشگ  1389 دو، شماره ،يكمبيست و سال 

درمقايـسه  .  كافي است  ،بندي سطح دامنه       تنها المان  ،ديبع
ــا روش شــود،   بنــدي مــي  هــايي كــه در آن دامنــه المــان  ب

گيـري در آمـاده       كاهش چشم  ،هاي مرزي     هاي المان     روش
چنــين سيــستم  كننــد و هــم  ســازي اطلاعــات ايجــاد مــي

عـلاوه  . دهنـد     تـري را نتيجـه مـي       معادلات بسيار كوچك  
تر جسم بـه ايـن معنـي اسـت كـه                حتبراين، توصيف را  

توان مـدل       كارايي بيشتري مي   را با  مناطق تمركز تنش بالا   
هايي از شبكه كه در معرض تمركـز تـنش              زيرا مكان ؛  كرد

ايـن  . انـد     تـر شـده        به ميزان يك بعـد محـدود       ،قرار دارند 
تر و كاراتر مناطق تمركز تنش،          سازي دقيق     توانايي در مدل  
هـاي مـرزي در بررسـي           يت روش المـان   دليل اصلي موفق  

 .مسائل مكانيك شكست است

هـا در    هـاي پايـدار و انـدركنش آن        سازي ترك  مدل  
محيط بي نهايت دو بعدي در حالت الاسـتو اسـتاتيك در            

 با استفاده از روش المان مـرزي دوگانـه مـورد            ]4[مرجع  
كاربرد روش المان مرزي دوگانه . بررسي قرار گرفته است  

ها در حالت الاستو ديناميـك و         اندركنش ترك  در بررسي 
 ]5[شرايط كنش مسطح تحت اثر امواج طولي در مراجـع           

 انـدركنش دينـاميكي     ]7[كمـالي   .  ارائه شده اسـت    ]6[و  
ترك ها را در محيط سه بعدي با استفاده از روش مـذكور        

سازي ترك هاي گسترش يابنده  مدل. مورد بررسي قرارداد  
 بـا اسـتفاده از روش       ،كي تـرك  و بررسي گسترش دينـامي    

 توسـط محققـين بـه شـيوه هـاي مختلـف             ،المان مـرزي  
 چند دامنـه     المان مرزي   اعمال روش  .صورت گرفته است  

ــاميكي تــرك توســط   گــالگو و بــه مــسائل گــسترش دين
در ايـن مرجـع از      .  صـورت گرفتـه اسـت      [8] دومينگوئز

 يـك چهـارم     ي  هـاي نقطـه     زماني همراه بـا المـان      ي  دامنه
 مرزهاي مجـازي    ،در روش چند دامنه   . ه شده است  استفاد

 يكتا نيستند و اين مـشكل       كنند،  از مسير ترك عبور مي     كه
چند دامنه است كه در بررسي گام به گام گـسترش            روش
  بايد مرتباً  ،ي در هرگام گسترش ترك     مرزهاي مجاز  ،ترك

 اتوماتيك كردن روش را دچـار  مسألهتعريف شوند و اين   
 و مـاي و علـي       [9] كـارانش  رتلا و هـم   پو. دكن    مشكل مي 

 را در   روش المـان مـرزي دوگانـه       دكاربر [10,11]آبادي  
تحليل گسترش ترك در مود مركب، در مسائل دوبعدي و          

. انـد    سه بعدي استاتيكي مكانيك شكست خطي ارائه كرده       
روش المـان   ،كـارانش   فدلينـسكي و هـم  ،[12] در مرجـع 

 ـ      مرزي دوگانه  راي تحليـل گـسترش      را در دامنه زمـاني ب
چنين  هم. اند    كار برده ه   ب  سريع ترك در حالت مود مركب     

ر گ استفاده از چنـدين پردازش ـ     [13] كارانش گنزالس و هم  
سـازي   هاي غير متمركز در مـدل      كارگيري حافظه ه  را در ب  

ش المان مـرزي دوگانـه،      كارگيري رو ه  گسترش ترك با ب   
  .اند ارائه نموده

روش هــاي المــان  خــصوصيات كلــي ،فدلينــسكي  
روش زير دامنه، روش ناپيوسـتگي تغييـر مكـاني،          ( مرزي

استفاده شده در تحليـل سـازه هـاي         ) روش تقابل دوگانه  
ــود    ــسه نم ــم مقاي ــا ه ــرك دار را ب ــيلوريا و . [14] ت س

 با استفاده از تابع گـرين عـددي و معيـار     [15] كارانش هم
سـازي گـسترش تـرك در        انرژي كرنشي حداقل به مـدل     

به اسـتاتيكي بـا اسـتفاده از روش المـان مـرزي             حالت ش 
اند و مـسير گـسترش تـرك را در حالـت مكانيـك               پرداخته

 .انـد  شكست خطي در محيط هاي دو بعدي به دست آورده
 كـج شـدن تـرك در سـطح          ي  مسأله [16] كارانش لي و هم  

مشترك مصالح مختلف را با استفاده از روش المـان مـرزي            
  . سازي عددي نمودند ، مدلچند دامنه در محيط دو بعدي

 مطالعاتي در مورد گسترش ترك با استفاده از         اًاخير  
. روش المان مرزي در اثـر خـستگي انجـام گرفتـه اسـت             

 با استفاده از روش المان مـرزي        [17]كارانش   ملينگ و هم  
 گسترش ديناميكي ترك را در اثر خـستگي مـورد           ،دوگانه

 با استفاده از روش     [18]چنين يان    هم. اند بررسي قرار داده  
سـازي گـسترش تـرك در محـيط دو           المان مرزي به مدل   

 خـود   ي  او در مقالـه   . بعدي در اثر خستگي پرداخته است     
سازي ترك از روش غير پيوستگي تغييـر مكـان           براي مدل 

    .به همراه المان هاي نوك ترك بهره گرفته است
 اثـرات تمـاس وجـوه       ،از مراجع فوق   يك در هيچ    

در ايــن مقالــه  . ر گرفتــه نــشده اســت  تــرك در نظـ ـ
شـود كـه مـي تـوان گـسترش            ارائـه مـي    اي بنـدي  فرمول

زمـان   ديناميكي ترك و تماس وجوه آن را به صورت هـم          
به ايـن منظـور از روش المـان      . در فضاي زماني مدل كرد    

شـود و از     مرزي دوگانـه در فـضاي زمـاني اسـتفاده مـي           
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يكـي از سـطوح    براي ، انتگرال مرزي تغيير مكان   ي  معادله
 براي سـطح    ، انتگرال مرزي بردار تنش    ي  ترك و از معادله   

معادلات اضـافي تمـاس نيـز       . شود ديگر ترك استفاده مي   
شود و به صورت معادلات قيد و با استفاده        دسته بندي مي  

در هرگـام از    . گـردد  از روش تراكم استاتيكي اعمـال مـي       
 ـ ،گسترش ترك، يك آناليز تك دامنه صورت مي گيـرد         ه ب

 در  ؛شـود     كه از يك محيط براي آناليز استفاده مي        دليل اين 
 ديگر نيازي   ،هاي ناپيوسته استفاده شود    كه از المان   صورتي

 مرزها نيـست و هنگـام گـسترش         ي  دوباره المان بندي    به
هـاي جديـد     فقط المان   ضمن ارضاء شرايط تماس،    ،ترك

 شـود و ايـن از         ناپيوسته به المان هـاي قبلـي اضـافه مـي          
  .ارائه شده است روش مزاياي

  
بندي گسترش ترك در روش المان مرزي   فرمول

  دوگانه در فضاي زماني
در حالاتي كه با مسائل غيرخطي سـروكار داشـته باشـيم،            

 تغييـر   مـسأله  ي   هنگامي كه شرايط مرزي يـا هندسـه        مثلاً
توان از اصل برهم نهي در فـضاي فركانـسي              كند، نمي     مي

.  در فضاي زمـاني الزامـي اسـت   مسألهاستفاده كرد و حل     
ــسأله ــيط م ــرك در مح ــشرفت ت ــسترش و پي ــث ، گ  باع

 مـسأله   بايد به همين دليل  شود و      مي مسألهغيرخطي شدن   
  .را در فضاي زماني بررسي كرد

xتغييرمكان در نقطه      روي مرز    از دامنه V   را در 
 ـ[19]قابل دينـاميكي گرافـي    قضيه تي وسيلهه  بtزمان   ه  ب

تـوان نـشان داد          مي ، انتگرالي تغيير مكان   ي  صورت معادله 
[20]:  
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  uiيير مكان در مرز و تغ ؛itو بردار تنش مرزي؛ ؛ 
 عبارت پرش است و مقـادير زيـر         ؛cij.  است جرم حجمي 

  :گيرد  را مي
  . باشدVداخل حجمx هنگامي كهij -الف 
  . باشد روي مرز هموارxهنگامي كه ij0.5 -ب 
  . باشد و سطحV خارج حجم x هنگامي كه0 -ج 

هاي    هسته   ,x;t,xUijو ,x;t,xTijهـاي      پاسخ
 تغيير مكان   ،ساسي در محيط نامحدود هستند و به ترتيب       ا

 در اثر بـار     t در زمان    x ي   دامنه ي  و بردار تنش را در نقطه     
  در زمـان قبلـي     x چشمه ي  واحد اعمال شده در نقطه    

  .دهند  مينمايش 
اگر نيروي حجمي وجود نداشته باشد و جـسم در            

  :ماند   ابتدا ساكن باشد، فقط انتگرال روي مرز باقي مي
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)2(  
 ،كه دو وجه ترك در يك سطح قرار دارنـد          هنگامي  
 فوق منجر به بروز مشكلات      ي  رابطه مستقيم از    ي  استفاده

دسه ترك متقـارن باشـد، بـا        اگر هن . [20] شود    رياضي مي 
 ،اعمال شرط مرزي متقارن و مدل كردن يك وجـه تـرك           

در حالـت كلـي بـراي       . توان بر اين مشكل غلبـه كـرد           مي
نيازمند به كارگيري روش زير دامنـه       مسائل نامتقارن ترك    

 نيـاز   ،در اين حالت در صورت گـسترش تـرك        . مي باشد 
از قبل  سازي، مسير گسترش ترك      است كه در ابتداي مدل    

پيش بيني شود و در حين تحليل مسئله، رهاسازي گره ها           
در المـان مـرزي     . در محل گسترش ترك نيـز لازم اسـت        

 نيازي به معرفي مرزهاي مجـازي و مـسير پـيش            ،دوگانه
 در  .نيـست فرض گسترش تـرك در ابتـداي حـل مـسئله            

مسائل چند دامنه معرفي مرزهاي مجازي بين دامنـه هـا و         
توانـد گزينـه هـاي مختلفـي داشـته            مي ،در مسير ترك ها   

 ا روشـي عمـومي و كـار       ،روش المان مرزي دوگانه   . باشد
 ي   معادله،در اين روش .تاس سازي مسائل ترك براي مدل

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


  63  ها  عليرضا صناعي-نورزاد...  اسدا- محمد رحيميان-بابك اميدوار
 

    اه فردوسي مشهد نشريه مهندسي عمران دانشگ  1389 دو، شماره ،يكمبيست و سال 

انتگرال مرزي تغييرمكان بـراي يكـي از سـطوح تـرك و             
 ي   ديگـري بـه نـام معادلـه         مـستقل  معادله انتگرال مـرزي   

. شود     ديگر نوشته مي   انتگرال مرزي بردار تنش براي سطح     
توان مسائل كلي ترك در مود مركـب را             ترتيب مي     و بدين 

بندي براي يك منطقه        كارگيري اين روش و با فرمول     ه  با ب 
   .حل كرد

با استفاده از روابط تنش كرنش و قانون بنيادي ماده            
 روي مـرز همـوار      xكـه   و با توجه به اين     )قانون هوك (
 بـه ايـن ترتيـب     . مي شـود  ij0.5 برابر   ijc  مقدار ،تاس

از ) )3( رابطــه(  بــردار تــنش انتگرالــي مــستقلي معادلــه
  :[21] گردد  انتگرالي تغيير مكان حاصل ميي معادله
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  in،             بردار عمود بر سطح رو بـه خـارج محـيط در 

ــرزي ــه م ــتxنقط ــسته.  اس ــاي  ه ه ,x;t,xUkij و 
 ,x;t,xTkij انتگرالي بردار   ي  هاي اساسي معادله       پاسخ 

  و  ijTپاسخ هاي اساسي    . تنش در محيط نامحدود هستند    
kijU  وkijTبـا اسـتفاده از مـشتقات مكـاني           مي تـوان   را 
ijU22[ دست آورده مي توان ب: [  
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)6(  
 و ضرايب لامه هستند .  

 ،براي حل عددي مسئله ترك در حالت مود مركب          
مرز مـسئله   . بايد متغيرهاي زماني و مكاني جزءبندي شود      

   به M        المـان مـرزي بـا P          گـره در هـر المـان تقـسيم 
. شـود      زماني تقسيم مـي     گام N به   tزمان مشاهده   . شود    مي

 مقـدار درهرگـام     Qتغييرات زماني متغيرهـاي مـرزي بـا         
تغييرمكان و بردار تنش با استفاده . شود  زماني مشخص مي
ــع شــكلي  Np)(از تواب   ــع ــا اســتفاده از تواب ــان ب  و زم

Mq)(انترپولاســيون ــادلات . شــود   تقريــب زده مــي مع
كار ه  هاي المان مرزي ب        براي هركدام از گره    انتگرال مرزي 

هـاي   گسترش ترك با اضافه كـردن المـان       . شود    گرفته مي 
تعـداد  . شـود    سـازي مـي     مدل ،جديد در جلوي نوك ترك    

  : عبارتست از nها در يك گام زماني مشخص  المان
)7(         )n(MM)n(M c0   
  

 n(Mc(هاست و   المان ي  يه تعداد اول  0Mكه در آن      
بر اسـاس الگـوريتم     هاي اضافه شده است كه       تعداد المان 

  :زير محاسبه مي گردد
 در گام زماني مورد نظر      L ابتدا طول گسترش ترك    -الف

  : محاسبه مي گردد)8( ي از رابطه
)8(    TVL c                        
 

 برابر سرعت گسترش تـرك و       ؛Vc،  )8( ي در رابطه   
T باشد  ترك ميگسترش تغيير زمان در گام مورد نظر ؛.  
ــوگيري از   -ب ــه منظــور جل ــا ب ــداد المــان ه  ســپس تع

گردد كـه دو شـرط       اي تعيين مي   ناپايداري عددي به گونه   
LTc1  , 7.0/TcL 2[23] ضاء شود ار.  

هـا مـي تـوان شـرط فـوق را            با تعيين تعداد المـان      
  بالا ي  در رابطه . رعايت كرد 

 2
1c   سرعت انتشار

 موج فشاري و  
2c       سرعت انتشار مـوج برشـي در

 لازم به ذكر اسـت كـه در مـرز تـرك از              .محيط مي باشد  
ه استفاده مـي شـود تـا         دو غير پيوست    ي المان هاي درجه  

شرايط لازم براي وجود انتگرال هاي منفـرد هادامـارد در           
طور كه ذكر    همان. [26-24] گره هاي مرزي حاصل گردد    

 برقـرار نـشود،     cT/L<1>0.7 هنگامي كه شـرط      ،گرديد
خ رفتار نوساني غيـر عـادي حاصـل         گاهي اوقات در پاس   

ا ايـن    تغيير ابعـاد المـان ه ـ      ،گردد كه در برخي حالات     مي
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 1389  سال بيست و يكم، شماره دو،   نشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي مشهد 

مرور كلي بر روش هـاي رفـع     . مشكل را برطرف مي كند    
 [27]نوسانات غير عادي در مسائل المان مرزي در مرجع          

 ابعاد المـان هـا طـوري در         ، حاضر ي  در مقاله . آمده است 
 .نظر گرفته شده است كه با ايـن مـشكل برخـورد نـشود    

جهت گسترش ترك نيز به ضرايب شدت تنش دينـاميكي     
براي تعيـين   . سترش ترك بستگي دارد   موجود و سرعت گ   

 از  .هاي مختلفـي وجـود دارد       روش ،جهت گسترش ترك  
جا كه معيار تـنش محيطـي حـداكثر از لحـاظ كـاربرد               نآ

تر است،      فهم     تر است و از لحاظ درك مستقيم قابل           راحت
جا از آن براي تعيين جهت گـسترش تـرك اسـتفاده             در اين 

  : از محيطي عبارت است تنش)1(با توجه به شكل . شود مي
  
)9(    cossin2cossin 12

2
22

2
11  

  
 و   KIهنگامي كه ضـرايب شـدت تـنش دينـاميكي             

KII   معـين    ي   در يـك فاصـله     ، مشخص باشـد r     از نـوك  
ترك، با معلوم بودن مشخصات مصالح و سرعت گسترش 

ــابعي از  ــنش محيطــي ت ــرك، ت ــودت ــراي .  خواهــد ب ب
 در  گـردد  بايـد مـشخص      ،ركتشخيص جهت گسترش ت   

در اين  . شود     حداكثر مي  تنش محيطي    كدام زاويه 
 از روش مقطـع      براي تشخيص ماكزيمم تابع      تحقيق
در روش تـنش محيطـي       . استفاده شده اسـت    [28] طلايي

حداكثر، جهت گسترش تـرك عمـود بـر راسـتاي تـنش             
   .شود  محيطي كششي حداكثر در نظر گرفته مي

لازم به ذكر است كه ميدان تـنش در اطـراف نـوك               
ترك بـر اسـاس ضـرايب شـدت تـنش و سـرعت تـرك                

سرعت گسترش ترك نيـز بـراي مـواد         . مشخص مي شود  
مختلف بر اسـاس نتـايج آزمـايش و بـا مـشخص شـدن               

به عنوان مثال   . [1] ضرايب شدت تنش قابل حصول است     
 سرعت گسترش ترك بر اساس ضرايب       4340فولاد  براي  

تحقيـق   در.  شـده اسـت    ارائه [29] شدت تنش در مرجع   
 سرعت گسترش ترك ثابت در نظـر گرفتـه شـده            ،حاضر

  .ثيري بر الگوريتم انتخابي نداردأاست كه ت
 

  
ستم مختصات ي نوك ترك در سيكي تنش در نزديها  مؤلفه 1شكل 

  )r , θ(يقطب
  

بندي كردن زمان       از جزء   فوق، بعد  با توجه به نكات     
و مكان، معادلات انتگرال مرزي تغييرمكان و بردار تـنش           

  :[12]آيد   صورت زير در ميه ب
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)11(                    
 تعــداد نقــاط روي ،ترتيــبه  بــL2 و L1كــه در آن   

راي معادلات تغييرمكان و بردار تنش اسـت و         گذاري ب     هم
L1+L2=L    است كه L،   هاست     تعداد كل گره .Jmژاكوبين  ؛ 
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)11( محلي ي  مختصه؛و  است .  
هاي مـرزي در        ها و در نتيجه تعداد گره      تعداد المان   
 بستگي دارد و    tبه زمان مشاهده    ) 11(و  ) 10(هاي      فرمول

 بـا رشـد تـرك       ،L2 و   L1تعداد نقـاط روي هـم گـذاري         
هـاي       موقعيـت مكـاني گـره       پس از اينكه   .يابد    افزايش مي 

بايـد   .كنـد     عيين شد، با زمان تغيير نمـي       ت روي هم گذاري  
بـر روي مرزهـاي خـارجي از معـادلات          كـه   توجه كـرد    

تـرك  (روي يك وجه ترك    انتگرال مرزي تغيير مكان و بر     
ــرز) هــا ــر مكــان و در وجــه ديگــر  از انتگــرال م ي تغيي
 انتگـرال مـرزي بـردار تـنش         ي  از معادلـه  ) ترك هـا  (ترك

بدين ترتيب تعداد المان هايي كه معادله       . استفاده مي شود  
) L1(كار مي رود    ه  انتگرال مرزي تغيير مكان براي آن ها ب       

 انتگرال مرزي بردار تنش     ي  و تعداد المان هايي كه معادله     
در هـر لحظـه قابـل       ) L2(شـود    يهـا اسـتفاده م ـ     براي آن 

لازم به ذكـر اسـت كـه معـادلات انتگـرال            . محاسبه است 
 نـسبت بـه   ،مرزي تغييـر مكـان كـه منفـرد قـوي هـستند           

معادلات انتگرال مرزي بردار تـنش كـه هـايپر سـينگولار            
هستند از لحاظ عددي خوش رفتار تـر اسـت و بـه ايـن               

رال  از معـادلات انتگ ـ    دليل در مرزهـاي خـارجي معمـولاً       
  .]7[ مرزي تغيير مكان استفاده مي گردد

مكـان بـراي      انتگرال مرزي تغيير   ي  با اعمال معادله    
ي خـارجي و يـك سـطح        هـا گذاري در مرز      هم    نقاط روي 

 انتگرال مـرزي بـردار تـنش بـراي          ي  ترك و اعمال معادله   
 يك سري معـادلات جبـري غيروابـسته         ،سطح ديگر ترك  

  .شود  حاصل مي
ي نسبت به زمان در هر گـام زمـاني          گير در انتگرال   

تغييرات تغيير مكان خطي و تغييرات تـنش ثابـت فـرض            
بـراي  . گيـرد  مي شود و انتگرال گيري تحليلي صورت مي       

 براي انتگرال هـاي منفـرد        و گيري نسبت به مكان    انتگرال
قوي از روش جداسازي قسمت منفرد با در نظـر گـرفتن            

اده مـي شـود و       اصلي بست تيلور اسـتف     ي  دو و سه جمله   
گيري تحليلي براي  گيري عددي و انتگرال سپس از انتگرال  

در انتگـرال گيـري     . گردد ترم هاي مختلف آن استفاده مي     

 منفرد روي آن قـرار دارد بـه         ي   الماني را كه نقطه    ،تحليلي
 منفـرد در راس آن هـا        ي  چند مثلث تبديل كرده كه نقطـه      

به . مي شود قرار دارد و سپس مثلث به يك مربع نگاشت          
س مربع كه نگاشت    أاين ترتيب دترمينان ژاكوبين در دو ر      

 ي   محاسـبه  ا صفر مي شود و اين امر ب       ، منفرد است  ي  نقطه
 منفـرد بـودن آن كمـك        ي   كاهش درجه  هانتگرال عددي ب  

هـاي   چنين لازم به ذكر است كه وجود انتگرال        هم. كند مي
ه زمند ب  نيا ،منفرد قوي و هيپرسينگولار در معادلات مرزي      

كارگيري تعاريف خاصي از انتگرال هاي منفرد است كـه          
منجر به استفاده از مفاهيم انتگرال مقدار اصـلي كوشـي و            

بـراي جزئيـات    . گـردد  انتگرال مقدار معين هادامـارد مـي      
 بعد  . مراجعه كرد  [26,30]و  ] 22[ توان به مرجع   بيشتر مي 

 ي  رابطه،  هاي لازم و عمليات جبري        گيري    از انجام انتگرال  
حاصـل  ) امNگـام    (Tي    براي زمان مشاهده   ماتريسي زير 

   :[13]گردد   مي
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)12(  
   Nu و  Nt      شامل مقادير گرهي تغييرمكـان هـا و 

.ام اسـت   Nبردارهاي تنش در گام زماني       NnF و  NnG 
. هاي اساسي و توابـع انترپولاسـيون بـستگي دارد             به پاسخ 

كيـد دارد كـه مـاتريس بـه         أ بر ايـن نكتـه ت      Nnبالانويس  
هاي     ستون.  بستگي دارد  n و   Nهاي زماني       تفاضل بين گام  

هاي    ماتريس NNF و  NNG،    بـه شـرايط مـرزي       با توجه
شود تا ماتريس هاي       جا مي  هب جا NNA و  NNB   حاصـل 

ماتريس. شود NNA          در بـردار مجهـولات تغييرمكـان و 
بردار تنش  Nx    شـود و مـاتريس         ضـرب مـي NNB  در 

بردار مقادير مرزي معلوم Nyشود   ضرب مي:  
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ــرك    ــورد ت ــدار  در م ــاي پاي ــط،ه ــت      فق   لازم اس
 محاسبه شـود     N-nهاي متناظر با حداكثر تفاضل          ماتريس

ها با توجه به خاصيت انتقـال زمـان در               ماتريس  ي و بقيه 
 و  NN[A] ؛هـاي      مـاتريس  .هاي قبل محاسبه شده است        گام

[B]NN      زيـرا در تمـام      ؛شـوند      فقط در گام اول محاسبه مي 
سـت   ا كـافي ) 13 (ي رابطهها يكي هستند و براي حل        گام

هنگـام   . محاسـبه شـود  NN[A]فقط در تكـرار اول وارون  
  :بايد صورت گيرد  گسترش ترك مراحل زير

 گــسترش تــرك براســاس ضــريب شــدت تــنش  -الــف
  .ديناميكي فعلي و سرعت گسترش ترك محاسبه شود

 هاي جديد در نوك ترك رشد كننده اضافه شود   المان-ب
هـاي موجـود اضـافه          در اين حالت به تعـداد گـره       كه  
  .شود  مي

ــاتريس-ج ــاي   م ــراي Nn[F] و Nn[G] :ه  براســاس n=1 ب
  . جديد محاسبه شودي هندسه

ــاتري-د ــاي  س م ــراي Nn[F] و Nn[G] :ه ــا n=2 ب  n=N ت
  :هـاي     تريسدر اين حالـت بـه بعـد مـا         . اصلاح شوند 

[G]Nn   و [F]Nn   انـد     هاي قبل محاسبه شـده         كه در گام، 
 ها    هاي متناظر با المان    شود و سطرها و ستون        اضافه مي 

 :مـاتريس . شـود     ها اضـافه مـي     به آن  هاي جديد     گره و
[A]NNمعكوس شود از اصلاح بايد  بعد.  

 سيستم معادلات بايد حل شـود و رونـد حـل مـسئله              – ه
  .ادامه يابد

 در حالت ترك NN[A]  ذكر گرديد طور كه قبلاً   همان  
بار معكوس شـود و در حالـت         پايدار لازم است تنها يك    

 NN[A]گسترش ترك، در هـر گـام گـسترش تـرك بايـد              
به منظور كوتاه كردن    . اصلاح شده و سپس معكوس گردد     

 اصلاح شده از اضـافه كـردن        NN[A] :محاسبات، ماتريس 
 ماتريس متناظر آن در گـام       سطرها و ستون هاي جديد به     

. گردد تا زمان اجراء برنامه طـولاني نـشود         قبل حاصل مي  
 قسمت اعظم زمان اجراي برنامـه       ،در مسئله با ابعاد بزرگ    

 مـي باشـد و زمـان        NN[A]مربوط به عكس كردن ماتريس    
 نسبت مـستقيم بـا تعـداد گـام هـاي            اجراي برنامه تقريباً  
  .افزايش ترك دارد

 عبــارت دوم در ســمت راســت ،)12( ي رابطــهدر   

هـاي قبلـي برگـام           اثر تاريخچه بارگذاري در گام     ي رابطه
نكته قابل توجه اين است كه هنگام گـسترش         . فعلي است 

 مرزي مـسئله اضـافه      ي  ههاي جديدي به هندس       ره، گ ترك
 ايـن نقـاط در داخـل ميـدان         ،شود كه در گامهاي قبلي        مي

 تغييرمكان و بردارهـاي  ي  لزومي به محاسبه  . اند    قرار داشته 
اين امر را به ايـن      . هاي قبلي نيست   تنش اين نقاط در گام    

توان توجيه كرد كه اگر در سطوح جديد ايجاد      صورت مي 
 ،هـاي قبـل كـه تـرك وجـود نداشـت            شده ترك در گـام    

 در  ؛مرزهايي تعريف شود و دو سطح به هـم بـسته شـود            
ي هـا  مكـان  تغييـر  ،اين صورت در سيستم مختصات كلي     

هاي متناظر در دو مرز مجـازي در نظـر گرفتـه شـده                  گره
بـا  . العلامت اسـت      ها مختلف  يكسان و بردارهاي تنش آن    

توجه به اين كه نقاط متنـاظر روي دو وجـه تـرك داراي              
هـاي      هـا مـاتريس        براي اين گـره    ، يكسان هستند  ي  هندسه

[G]   هاي       يكسان و ماتريس[F]  العلامـه خواهنـد         مختلـف
 و  {t} در بردار    [G]هاي      ا توجه به اين كه ماتريس     بود و ب  
شود بنابراين دو       ضرب مي } {u در بردار    [F]هاي      ماتريس

كند   گره مقابل در مرزهاي مجازي اثر يكديگر را خنثي مي         
 تغييرمكان و بردار تنش     ي  و در نتيجه احتياجي به محاسبه     

هاي قبلي كه هنـوز تـرك        هاي جديد در گام       در محل گره  
  .باشد   نمي،ها نرسيده است  به اين گره

  
   تماس در دو وجه مقابل تركمسأله

تماس وجوه مقابل تـرك از نكـاتي اسـت كـه در تعيـين               
هاي ترك خورده بايـد در نظـر گرفتـه              تر رفتار سازه      دقيق
  :سه مود مختلف تماس وجود دارد . شود

  . مود جدايي-3،     مود لغزش-2،     مود چسبيدگي-1
 يـك زوج گـره تمـاس را روي سـطوح        ،)2( شكل  

  .دهد  مقابل ترك و مختصات محلي هرگره را نشان مي

  
 دو المان تماس و يك زوج گره تماس و بردارهاي عمود و  2 شكل

  مماس بر سطح
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    اه فردوسي مشهد نشريه مهندسي عمران دانشگ  1389 دو، شماره ،يكمبيست و سال 

 بنيـادي   ي  قانون اصطكاك كولمب به عنـوان رابطـه         
ــده اســت   ــه ش ــر گرفت ــاي . ســطوح تمــاس در نظ موده

 وابــسته يب اصــطكاك بــه ضــر،چــسبيدگي و لغــزش
 و tt تمـاس بـردار تـنش مماسـي       ،درهر زوج گره  . هستند

زيـر بـه يكـديگر مربـوط        به شـرح   tnبردار تنش عمودي    
  :شود   مي
nt اگــر - tt  باشــد، دو گــره تمــاس بــه يكــديگر 

  .اند  چسبيده
ntاگر   - tt   ي بين دو گره  باشد، امكان لغزش مماس

 كـه   ودش    علامت طوري انتخاب مي   . تماس وجود دارد  
ttخلاف جهت لغزش باشد .  

nt حالت - tt غيرقابل قبول است .  
 هرگــره چهــار ،در مــسائل المــان مــرزي دوبعــدي  

 دوتـاي   از اين چهار متغيـر، دقيقـاً      . (tt,tn,ut,un)متغيردارد  
در مـسائل  . گرددابل حل ها بايد معلوم باشد تا مسئله ق   آن

 هايي كه در سطح تماس قـرار دارنـد، هـر              تماس، در گره  
براي دو گره كـه زوج تمـاس        .  مجهول است  ،چهار متغير 

 هــشت مجهــول وجــود دارد و چهــار ،دهــد  تــشكيل مــي
اگر نوع تماس مشخص باشد،   .  تعادل وجود دارد   ي  معادله

ل  تعـاد  ي   اضافي تمـاس بـه چهـار معادلـه         ي  چهار معادله 
  .شود  اضافه مي

 معـادلات اضـافي تمـاس بـراي سـه مـود             ،در زير   
 ذكـر شـده     )2(مختلف تماس با توجه به قـرارداد شـكل          

  .است
 در حالت مود جدايي معادلات اضافي تماس براي  

  :زوج گره تماس به شرح زير است
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)14(             
 معادلات اضـافي تمـاس      ،در حالت مود چسبيدگي     

  :ي زوج گره تماس به شرح زير استبرا
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)15(                
 معادلات اضافي تماس بـراي      ،در حالت مود لغزش     

  :زوج گره تماس به شرح زير است 
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)16(                              
aاگر    

tt            مثبـت   در تكـرار قبـل در مـود چـسبيدگي
a         :باشد

n
a
t tt   

tاگر   t
a ر قبل در مود چسبيدگي منفي باشددر تكرا:

                                        a
n

a
t tt   

   كـه وضـعيت تمـاس هركـدام از زوج          دليل ايـن  ه  ب  
باشـد، بنـابراين لازم         هاي تماس، از قبل مشخص نمي         گره

 ،زماني، براي ارضـاي شـرايط تمـاس       است كه در هرگام     
الگوريتم به كار گرفتـه شـده   . تعدادي تكرار صورت گيرد   

هـا و       گره     وضعيت تماس زوج   ي  فرض اوليه     در مورد پيش  
ثير فراواني در كاهش    أ ت ،چگونگي تشخيص حالت تماس   

  .تعداد تكرارهاي لازم دارد
هايي باشـد،    در حالتي كه سازه داراي ترك يا ترك         

ــا توجــه  بــه ماهيــت دينــاميكي بارگــذاري، هركــدام از ب
توانـد       مـي  ،هاي مقابل هم در روي سطوح تـرك           گره    زوج
كـه در    در اين حالت با توجه به اين       .گره تماس باشد      زوج

مكـان و بـردار       هشت مجهول تغييـر    ،هر زوج گره تماس   
 تعادل سازه همراه با معـادلات       ي  تنش وجود دارد، معادله   

هـاي      از انتقال مجهولات بردار تنش گـره      اضافي تماس، بعد    
  :]22[آيد   تماس به سمت چپ معادله به صورت زير در مي
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دوبرابـر  ( تعداد معادلات تعادل     ؛n ،فوقي    در رابطه   
 تعـداد معـادلات اضـافي تمـاس         ؛mو  ) هـا     تعداد كل گره  

 [U]هـاي       ماتريس .است) هاي تماس     گره    چهاربرابر زوج (
 معـادلات اضـافي تمـاس    ي به ترتيب بيـان كننـده   [V] و

هـا و بردارهـاي تـنش اسـت كـه بـا                 مربوط به تغييرمكان  
اده در هر تكرار تـشكيل د     ) 16(تا  ) 14 (روابطاستفاده از   

شـامل بردارهـاي تـنش       {t}در اين رابطـه بـردار     . شود    مي
به ) 12( ي  رابطههاي تماس است كه از سمت راست            گره

ــده اســت   ــل ش ــاتريس . ســمت چــپ آن منتق  در [A]م
ــه ــاتريس  ) 17(ي رابط ــان م ــهNN[A]هم ) 13 (ي  در رابط
 مجهـولات مـرزي مربـوط بـه مرزهـاي           {x}بردار  . است

هـاي      خارجي و مجهولات بردار تغييرمكان مربوط به گره       
 :بردار. سطوح ترك است   n

Nf،  زماني ي  اثرات تاريخچه 
ها و اثرات بارگـذاري گـام            گره ي  هاي گذشته در كليه    گام

عبـارت سـمت راسـت    (هـاي مـرز خـارجي      فعلي در گره  
هاي ماتريس    از ستون  [G]ماتريس  .  است  ))13( ي  رابطه

[G]NN           با علامت منفي تشكيل شده است كه هرسـتون آن 
براي حـل   . است{t } متناسب با يك عضو بردار مجهول 

 صرفه جويي در حافظـه و زمـان از          دليل ه ب ، تماس مسأله
) 17 (ي  رابطهاز  . روش تراكم استاتيكي استفاده شده است     

    :داريم 
)18(                            }f{}t]{G[}x]{A[   
)19(                       }0{}t]{V[}x]{U[     

    :داريم ) 18 (ي از رابطه
)20(                       }t}{G{]A[}f{]A[}x{ 11      

در ) 20 (ي  از رابطــــه{x}گــــذاري  بــــا جــــاي  
ــه ــول در   ) 19(ي رابط ــنش مجه ــاي ت ــبه برداره و محاس

    : خواهيم داشت {t}هاي تماس   گره
)21(            }f]{A][U[]V[]G[]A][U[}t{ 111    
  

به اين ترتيب بعد از هرتكرار، شرايط تماس كه در             

شــود و    رعايــت مــي،ابتــداي تكــرار فــرض شــده اســت
اگر بعـد   . گردد     نيز محاسبه مي   {t}ش تماسي   بردارهاي تن 

 ،ييـد شـود  أفرض ت  ها شرايط پيش  از هرتكرار در تمام گره 
ــي   ــف م ــرار متوق ــود  تك ــر  در؛ش ــن غي ــورت در  اي ص

يد نشده  أيهاي تماس كه مود تماس فرض شده ت           گره    زوج
بـه دليـل ماهيـت       .گردد    فرض اصلاح مي      است، مود پيش  

گرايي،  تر به هم    رسيدن سريع  ديناميكي بارگذاري و براي   
هاي تماس در مود بازشدگي         گره     تمام زوج  ،در تكرار اول  

تكرار بعدي اگر دو گـره مقابـل هـم           شود و در      فرض مي 
ها مود چسبيدگي در نظـر       پوشي داشته باشند، براي آن     هم

كند كه اگر مود    ي انتخاب كمك م   ي  اين نحوه . شود    ميگرفته  
واقعي تماس، مود لغزش باشد، بتوان به راحتي جهت بـردار           

گيري در مـورد     تصميمي نحوه. تنش مماسي را تشخيص داد  
  : آمده است)1(هاي تماس در جدول  وضعيت تماس گره

  
  هاي تماس  گره   تعيين وضعيت زوج 1جدول 

  

  فرض  تصميم
  قبلي  جدايي  تماس

0uu b
n

a
n  0uu b

n
a
n  جدايي  

0ta
n   0t a

n   تماس  
  

اي باشـد كـه بـا       بـه گونـه    اگر وضـعيت زوج گـره       
گـره،      گيري شود كه براي زوج         نتيجه )1(استفاده از جدول    

تمــاس روي داده اســت، وضــعيت تمــاس از لحــاظ     
ين  تعيــ)2(چــسبندگي يــا لغــزش بــا اســتفاده از جــدول 

  :شود  مي
  

  )لغزش يا چسبيدگي(هاي تماس يافته    تشخيص حالت گره 2جدول 
  

  فرض  تصميم
  قبلي  چسبيدگي  لغزش

a
n

a
t tt   a

n
a
t tt   چسبيدگي  

0)uu.(t b
t

a
t

a
t  0)uu.(t b

t
a
t

a
t   لغزش  
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  يد نتايجيأت
   ترك پايداريد نتايجيأت

 ي  صـفحه .  تـرك مركـزي    مستطيل شكل بـا      ي  صفحه
 :و عـــرض  2b=40mm :مـــستطيل شـــكلي بـــا طـــول

2h=20mm       2 :كه داراي ترك مركزي به طولa=4.8mm 
خـصوصيات   . در نظـر بگيريـد     )3(است را مطابق شـكل      

    : استليذمصالح به شرح 
Pa1092.76مدول برشي       9   ؛ ضرايب پواسون

3.0 3جرم حجمي وm/kg5000  .  
صـفحه  . صفحه تحت شرايط كرنش مسطح اسـت         
انتها تحت بارگذاري   در دو  tH      قرار دارد كـه در 

 المـان  62 توسـط  مسألهمرز .  تابع هويسايد است  H(t)آن  
s3.0Tگام زمـاني  .  مدل شده است   ،مرزي     در نظـر 

ررسي قرار   گام زماني مورد ب    50گرفته شده است و تعداد      
  .گيرد  مي

 در KI / K0ضريب شدت تنش ديناميكي بدون بعد   
aK0 (؛ رسم شده است   )4(شكل     (     و بـا نتـايج

  . مقايسه شده است[30]موجود در مرجع 
هاي منفرد نوك تـرك اسـتفاده        در اين مثال از المان      

شده است و ضريب شـدت تـنش توسـط روش انتگـرال            
 ـ .  محاسبه شده استĴمستقل از مسير   ه از مقايسه نتـايج ب

ــايج موجــود صــحت فرمــول  بنــدي و   دســت آمــده و نت
  .گردد  ييد ميأافزارهاي ارائه شده ت  نرم

هـايي در اطـراف          مـستطيل شـكل بـا تـرك        ي  صفحه
 2b=120mm : مستطيل شكل با طول    ي  صفحه.  ها    سوراخ

ــرض ــه ق ،2h=60mm :و ع ــوارخ ب ــه س ــاوي س ــر ح  :ط
d=10mm ــد)5( را مطــابق شــكل در دو .  در نظــر بگيري

 بـين   ي  فاصـله . هـايي وجـود دارد         ترك ،طرف هر سوراخ  
هـاي خـارجي     سـوراخ .  است w=30mm :ها مراكز سوراخ 

هاي متقارن هستند كه طول  نسبت به مركزشان داراي ترك   
كه از مركـز دايـره در نظـر گرفتـه            ها در صورتي   اين ترك 

 سوراخ مياني داراي يك تـرك بـه         . است a=10mm ،شود
ها نيز   است كه اين طول1.5a و يك ترك به طول     aطول  

مشخـصات  . از مركز سوراخ در نظـر گرفتـه شـده اسـت           
    : استذيلشرح مصالح به 

؛ ضـــرايب 1012Pa×E=0.2مـــدول الاستيـــسيته    
صـفحه  . 3m/kg8000؛ جرم حجمي  3.0پواسن

ش مسطح است ودو انتهاي ترك تحـت        تحت شرايط كرن  
بارگذاري tH  المان  120مرز به   .  قرارگرفته است 

s1Tگـام زمـاني   . مرزي تقسيم شده اسـت         در نظـر 
 بـي بعـد     ضرايب شدت تنش ديناميكي   . گرفته شده است  

هـاي    شـكل ر د، F وA،B ،C ،D  ،E :هـاي   براي تركشده
داده شده و بـا نتـايج موجـود در مرجـع             نشان   )7(و   )6(

يب شـدت تـنش دينـاميكي       اضر.  مقايسه شده است   [31]
000نسبت به  aK        نتـايج  .  بدون بعـد شـده اسـت
    .رددگ  ئيد ميأتترك پايدار  مورد  درحاصل

  

  
   مستطيل شكل با ترك مركزيي  صفحه 3شكل 
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   مستطيل شكل با ترك مركزيي اي صفحه برKI/K0 ضريب شدت ديناميكي بدون بعد 4شكل 

   

  
   در اطراف سوراخ هاييل شكل با ترك هاي مستطي  صفحه 5 شكل

  

  
  ل شكلي مستطي  در صفحهA ترك ي براKI/K0 بدون بعد يكيناميب شدت تنش دي ضر 6شكل 
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  ل شكلي مستطي  در صفحهB ترك ي براKI/K0 بدون بعد يكيناميب شدت تنش دي ضر 7شكل 
  

  
  اي اي تحت بارگذاري پله  مستطيل شكل با ترك لبهي  صفحه 8ل شك

  
   ترك گسترش يابندهيد نتايجيأت

 ي صفحه.  اي در صفحه مستطيل شكل  گسترش ترك لبه
ــه  ــرك لب ــا ت ــستطيل شــكل ب در  )8(شــكل مطــابق اي   م

اي    تحــت بارگــذاري پلــه،هــاي بــالايي و پــاييني  قـسمت 
MPa400 )  قرار گرفتـه اسـت    ) ي هويسايد تابع زمان .

ــه شــرح   ــاد صــفحه ب ــلابع  ؛ عــرض صــفحه: اســتذي
b=52mm  2 ؛، ارتفاع صفحهh=40mm    ؛ و طول اوليه ترك 

a0=12mm مشخـصات مـصالح صـفحه بـه شـرح          .  است
ــل ــتمقاب ــي  : اس ــدول برش Pa104.29م 9 ــرم  ج

3kgm2450حجمــي  286.0، ضــريب پواســن .

s4.4tشود كه ترك تا زمان           مي فرض     پايدار اسـت و
. يابد     گسترش مي  c=1000ms-1 :بعد از آن با سرعت ثابت     

بنـدي شـده اسـت و            المان مرزي تقسيم   56 به   مسألهمرز  
ضـريب شـدت    .  در نظر گرفته شده است     s1؛گام زماني 

00تنش ديناميكي نسبت به    a     بدون بعد شده اسـت  .
 )9( شـكل ضريب شدت تنش دينـاميكي بـدون بعـد در           

 [33] و   [32] با نتايج حاصـل از مراجـع         ونشان داده شده    
 ـ   ي  از مقايسه . مقايسه شده است   دسـت آمـده و     ه   نتـايج ب

بندي گسترش ترك و كاربرد          صحت فرمول  ،نتايج موجود 
    .گردد  ييد ميأ ت،افزارهاي ارائه شده  آن در نرم
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  ل شكلي مستطي ابنده در صفحهي ترك گسترش ي بدون بعد برايكينامي تنش ديكيناميب شدت دي ضر 9 شكل

 

 
  مستطيل شكل با ترك داخلي تغيير مسير يافتهي  صفحه 10 شكل

 

   تماسمسأله يد نتايجيأت
 ي  تماس در ترك داخلي تغييرمـسير يافتـه در صـفحه          

كه داراي تـرك     مستطيل شكل     ي صفحه.  مستطيل شكل 
 در نظر )10(داخلي تغيير مسير يافته است را مطابق شكل       

2نــسبت ارتفــاع بــه عــرض ورق . بگيريــد
w
h اســت . 

 عمود برجهت بردار تنش اعمال aقسمتي از ترك به طول     
 با آن راستا زاويه     bشده است و قسمت ديگر آن به طول         

  اسـتاي عمـود بـر      تـصوير تـرك در ر     . سازد     درجه مي  45
 :بردار تـنش اعمـال شـده برابـر بـا          

2
bac2   اسـت  .   

              محـــل تغييـــر مـــسير تـــرك در مركـــز صـــفحه قـــرار 
1.0,6.0دارد و 

w
a

b
a  ــده اســت ــه ش ــر گرفت .  در نظ

    :استزير خصوصيات مصالح به شرح 
ــدول برشــي  Pa1092.76 م 9،ون  ضــرايب پواســ

3.0  3جرم حجمـي    وm/kg  5000 .   صـفحه در
s2.1 زماني صفر تـا      ي  دو انتهاي خود در فاصله        تحـت 

فـرض پايـدار بـودن    بـا   .گيرد    قرار مي  tبردار تنش ثابت    
 بـدون در نظـر گـرفتن        مسأله نتايج حاصل از آناليز      ،ترك
  نشان )13( و   )11( يها شكلس وجوه ترك در      تما مسأله
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 با فرض پايدار بودن تـرك و بـا          ادامهدر   .داده شده است  
 مـسأله  تماس وجوه ترك بـه آنـاليز         مسألهدر نظر گرفتن    

 تغييرات ضرايب شـدت تـنش دينـاميكي         و شده   پرداخته
 و  A شكست براي نـوك تـرك        II و   Iبدون بعد مودهاي    

B،    اسـت  ترسيم شده  )14(و )12( يها در شكل  به ترتيب .
.  فـرض شـده اسـت     1/0  ضريب اصـطكاك   مسألهدر اين   

 تـرك تمـاس پيـدا       ي  كـه دو لبـه     كنيم هنگامي     مشاهده مي 

 ي   ضريب شدت تنش ديناميكي بدون بعـد شـده         ،اند    كرده
KI و اين امرشده استصفر ) 14( و )12( يدر شكل ها ، 

در ايـن   توجه شـود كـه      . دهد    ييد قرار مي  أنتايج را مورد ت   
علاوه بـر   .  گسترش ترك در نظر گرفته نشده است       مسأله
هـا و     كنترل شرايط اضافي تماس در مورد تغييرمكان       ،اين

بنـدي       صـحت فرمـول    ،بردارهاي تنش در سطوح تمـاس     
  .ييد قرار دادأتماس و كاربرد صحيح آن را مورد ت

  

  
  تماس ون در نظر گرفتن ترك بدAضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد براي نوك   11شكل 

  

  
   با در نظر گرفتن تماس تركA نوك ي بدون بعد برايكيناميب شدت تنش دي ضرا 12 شكل
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   بدون در نظر گرفتن تماس، تركB ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد براي نوك  13شكل 

  

  
  ماسبا در نظر گرفتن ت  تركB نوك ي بدون بعد برايكيناميب شدت تنش دي ضرا 14 شكل

 
تماس  و   ترك  گسترش: كاربرد روش ارائه شده

  لكش T ي صفحه اي در  هاي لبه  ترك   سطوح
اي است، مطابق      شكل را كه داراي دو ترك لبه       T ي فحهص

مشخصات مصالح اين صفحه    .  در نظر بگيريد   )15(شكل  
  :به شرح زير است

، جـرم  كالمگاپاس ـ 1012 2/0 مـدول الاستيـسيته    
 و ضـريب پواسـون       كيلوگرم بر مترمكعـب    8000حجمي  

بارگذاري از لحاظ زماني به صـورت تـابع          .باشد  مي 3/0
شـود و ثابـت         هويسايد است كه از زمان صفر اعمال مـي        

فحه در قـسمت تحتـاني گيـردار فـرض شـده         ص .ماند    مي
. كنيم  هاي مختلف بررسي مي   را در حالت مسألهاين  . است
  : استر به شرح زيلهمسأابعاد 

a= 80 mm,   b =40 mm,     d=  60mm,    e= 20 mm,   

 2mm  =  طول هر ترك
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 ضرايب شدت تنش را نسبت بـه        ، مراحل ي ر كليه د  
000 aK   ــي ــد م ــي بع ــيم  ب ــسأله. كن  را تحــت م

حـالات مختلـف    . دهـيم     قرار مـي   t(H0(بارگذاري
  :رار گرفته است مورد بررسي ق،زير
 تماس وجوه تـرك و گـسترش تـرك را در            –الت الف ح

s1T ،گام زماني . گيريم    نظر نمي      300 ،فـرض شـده 
 ضرايب شـدت تـنش دينـاميكي        ،گام زماني بررسي شده   

ــد در   ــدون بع ــكلب ــت )16( ش ــده اس ــايش داده ش .  نم
 نوسـان حـول     ،رود در اين حالـت        طور كه انتظار مي    همان

شود و اين امر نتـايج را مـورد         خ استاتيكي مشاهده مي   سپا
ضــرايب شــدت تــنش در حالــت . دهــد  يــد قــرار مــيأيت

  :بارگذاري استاتيكي به شرح زير است 
  02/18 KI/K0=±    71/4KII/K0=   

ضرايب شدت تنش دينـاميكي بـدون       ،  به بيان ديگر    
 حول مقادير   ،L در ترك    ،بعد مودهاي اول و دوم شكست     

 كند مي نوسان   71/4 و   02/18 :ها يعني  كي متناظر آن  استاتي

 نيز ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعـد      Rو در ترك    
مودهاي اول و دوم شكست حول مقادير استاتيكي متناظر         

با توجه . دهد  نوسان انجام مي71/4 و -02/18 :ها يعني آن
به منفي بودن ضريب شدت تنش ديناميكي بدون بعد مود          

 واضح است كه ترك سمت راسـت بايـد          ،R اول در ترك  
  .سازي شده است  مدل،بسته شود كه اين امر در ادامه

 در اين حالت تمـاس وجـوه مقابـل تـرك در         -الت ب ح
 ولــي گــسترش تــرك را در نظــر ،شــود  نظــر گرفتــه مــي

. ام زماني مورد بررسي قرار گرفته اسـت       گ 50. گيريم    نمي
 )17( كلش ـضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعـد در         

ضـرايب  . رسـم شـده اسـت      ،Lو   Rهاي   براي نوك ترك  
 شـكل شدت تنش ديناميكي معادل بدون بعد نيز در ايـن           

كنيم كه تـرك سـمت          مشاهده مي . نمايش داده شده است   
غيرمنفـي بـودن ضـريب شـدت        . شود    بسته مي  ،Rراست  

.كنـد  ميييد  أ تماس را ت   مسأله فرمول بندي    ،تنش مود اول  
  

  
  

  
  

  اي اي تحت بارگذاري پله  شكل با دو ترك لبهT ي  صفحه 15شكل 

  mm 2به طول  L ركت  mm2به طول R ترك
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  )الف(اي حالت   شكل تحت بارگذاري پلهT ي  صفحه–  ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد 16شكل 
  

 
  )ب(اي حالت   شكل تحت بارگذاري پلهT ي صفحه - ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد 17شكل 

  
 بـا   ،شـود  هده مـي   مـشا  )17(طور كه از شكل      همان  

 ضريب شدت تنش دينـاميكي بـدون        ،Rبسته شدن ترك    
شود و ضريب شـدت تـنش        بعد مود اول برابر با صفر مي      

 نـسبت   ،Rديناميكي بدون بعد مود دوم شكست در ترك         
شود   باعث مي  ،اين روند . مي يابد  كمي افزايش    Lبه ترك   
 تمايل بيشتري بـه گـسترش       ،R نسبت به ترك     Lكه ترك   
شد كه از مقايسه ضرايب شـدت تـنش دينـاميكي    داشته با 

 )17( كـه در شـكل       L و   Rهـاي    معادل بدون بعـد تـرك     
. توان اين امر را نتيجـه گرفـت         مي ،نمايش داده شده است   

 ضـريب شـدت تـنش       ،لازم به ذكر است كه در اين مقاله       
ديناميكي معادل برابر با مقدار ضريب شـدت تـنش مـود            

ن تـنش كشـشي      شكستي فرض شده است كـه همـا        ،اول
محيطي حاصـل از مـود مركـب شكـست را در راسـتاي              

  .حداكثر تنش كششي محيطي ايجاد نمايد
كـه تمـاس وجـوه        علاوه براين  ،لتا در اين ح   -الت ج ح

 به ترك سمت چپ هم     ،شود    مقابل ترك در نظر گرفته مي     
ضـريب شـدت    ،Lبـراي تـرك   . دهـيم   اجازه گسترش مي 

 4يـدار را برابـر بـا        تنش بحراني بدون بعد بـراي تـرك پا        
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 بـراي ضـريب شـدت تـنش         ،Rدر تـرك    . كنيم    فرض مي 
كنيم تا در تـرك         زرگي فرض مي  ببحراني بدون بعد مقدار     

R،          سـرعت  . فقط تماس وجوه ترك در نظر گرفتـه شـود
 متر در ثانيه در نظـر  1000گسترش ترك در صورت لزوم  

   .شود  گرفته مي
 كلش ـغييرات ضرايب شدت تنش بـدون بعـد در          ت  

كنـيم بعـد از          مشاهده مي   كه  نمايش داده شده است    )18(
 ،Lدر واقـع تـرك      . يابـد     كـاهش مـي    KII ،گسترش تـرك  

 كه مود اول شكست حاكم شود و        يابد ميطوري گسترش   

ضريب شدت تنش ديناميكي مود دوم شكـست در تـرك           
L،            با شروع گسترش ترك به مقدار قابل تـوجهي كـاهش 

اگهـاني ضـريب شـدت تـنش        بدين ترتيب كاهش ن   . يابد 
 هنگام گـسترش و     ،Lديناميكي مود دوم شكست در ترك       

 قابـل  ،شود  مشاهده مي)18(تغيير مسير ترك كه در شكل       
  .توجيه است

رايب شــدت تــنش بــدون بعــد بــين ضــ ي قايــسهم  
 و  )19( شـكل در   ،Rبـراي تـرك     ) ج(و  ) ب(هاي      حالت

 : صورت گرفته است)20( شكلدر  ،Lبراي ترك 
  

 
  

  )ج(اي حالت   تحت بارگذاري پله، شكلT صفحه -  ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد18كل ش
  

  
  

  )ج( و حالت )ب(حالت  - R  ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد در ترك 19شكل 

  ) بت حال(
  ) بت حال(
  ) جت حال(
  ) جت حال(

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


  ...زمان گسترش ديناميكي ترك و تماس سطوح  تحليل هم   78
 

 1389  سال بيست و يكم، شماره دو،   نشريه مهندسي عمران دانشگاه فردوسي مشهد 

 
  )ج(و حالت  )ب(حالت  - Lضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد در ترك   20شكل 

  
 15در گـام     L سـمت چـپ       تـرك  ،ر اين حالـت   د  

 پايـدار   18 تـا    16هـاي    يابـد، سـپس در گـام          گسترش مي 
كنـد و        دوباره شروع به گـسترش مـي       19در گام   . ماند    مي

 47 در گـام     كه مجـدداً   امه دارد تا اين   داين گسترش ترك ا   
 50 تـا  48هـاي     در گـام    و شـود     گسترش ترك متوقف مي   

    .يابد   ترك گسترش ميمجدداً
 مـشاهده   )20( تـا    )18(هاي       شكل در طور كه  همان  

شود، در ترك گسترش يافتـه، گـسترش تـرك باعـث                مي
شود كه ضريب شدت تنش مود دوم شكـست كـاهش      مي
در اين حالـت بـه تـرك سـمت           ،دشاره ش چنان كه ا  . يابد

گسترش ترك سمت .  گسترش داده نشدي اجازه Rراست 
شود كـه مـود لغـزش در تـرك سـمت                باعث مي  ،Lچپ  
 در  ،شـود     طور كه مشاهده مي    همان. مطرح شود  ،Rت  راس

 ي نحـوه .  تماس حاصـل شـده اسـت       ،ترك سمت راست  
  . نشان داده شده است) الف–23(گسترش ترك در شكل 

كه تمـاس وجـوه      بر اين   علاوه ، در اين حالت   -الت د ح
 Lو   R به هـردو تـرك       ،شود    مقابل ترك در نظر گرفته مي     

ضـريب شـدت تـنش      . ودش     گسترش داده مي   ي  هم اجازه 
 در نظـر  4بحراني بدون بعد را بـر هـردو تـرك برابـر بـا       

 1000ها در صورت گـسترش بـا سـرعت           ترك. گيريم    مي

  .يابند  متر در ثانيه گسترش مي
دون بعــد مــود بــغييــرات ضــرايب شــدت تــنش ت  

بازشدگي و مود لغزش و ضريب شدت تنش معادل براي          
ترتيـب در   به   ،Rو سمت راست     Lهاي سمت چپ     ترك
 ضـريب شـدت     . رسم شده است   )22( و   )21(هاي      شكل

 معـادل قـرار دادن      تنش معادل در حالـت مـود مركـب از         
اول در حالــت مــود مركــب و مــود  هــاي محيطــي  تــنش

 ـ ي   كه نحـوه   ]22[دست آمده است    ه  شكست ب  دسـت  ه   ب
آوردن آن و چگونگي تعيين راسـتاي گـسترش تـرك بـر             

كثر بـه تفـصيل در       حـدا  هـاي محيطـي       تـنش اساس معيار   
  .  ديگري مورد بحث قرار خواهد گرفتي مقاله

مشابه حالـت    ،L گسترش ترك سمت چپ      ي حوهن  
باشد كـه     مي 15 در گام    Lشروع گسترش ترك    . ج است 

 ضريب شدت تنش ديناميكي بـدون بعـد بـه           ،در اين گام  
مقدار ضريب شدت تنش بحراني بدون بعد فـرض شـده           

 در Lسترش و تغيير مسير تـرك  با گ. گردد  بالغ مي  4برابر  
گـردد و     مود اول شكست در اين ترك حاكم مي        ،اين گام 

هـاي   در گـام  . يابد ميضريب شدت تنش مود دوم كاهش       
 كمتـر   L  مقدار ضريب شدت تنش معادل ترك      ،18 تا   16

باشـد و در      فرض شده است مي    4دار بحراني آن كه     از مق 

  ) بت حال(
  ) بت حال(
  ) جت حال(
  ) جت حال(
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 ضـريب   19در گـام    . يابد مي گسترش ن  Lها ترك    اين گام 
شدت تنش معـادل در ايـن تـرك بـه مقـدار بحرانـي آن                

 و گسترش پيدا مي كند  گسترش   Lرسد و مجدداً ترك      مي
 كه  مي يابد  ادامه   47 تا گام    )21( با توجه به شكل      Lترك  

در . گـردد   گـسترش آن متوقـف مـي       ،در اين گـام زمـاني     
  .يابد مي مجدداً گسترش L ترك 50 تا 48هاي  گام

 و تغييرمـسير    پيدا كرده  گسترش   18 در گام  Rترك    
 ،غييرمـسير تـرك   تايـن   . شـود     دهد و سپس متوقف مي        مي

و كـاهش ضـريب      KIباعث افزايش ضريب شدت تـنش       

در اين حالت نيـز     ). )22( شكل(شود      مي KIIشدت تنش   
 كـه مـود اول شكـست        مي يابد ترك در مسيري گسترش     

 مـشاهده   ،18 در گـام     Rبـا گـسترش تـرك       . حاكم گردد 
شود كه مقدار ضريب شدت تنش ديناميكي معـادل در           يم

  تـر اسـت و      هاي بعدي از مقـدار بحرانـي آن كوچـك          گام
  هـاي بعـدي را       در گـام   R عـدم گـسترش تـرك        ،اين امر 
در شكل   Lو   Rهاي    گسترش ترك  ي نحوه. كند ميتوجيه  

  . نشان داده شده است)ب -23(

  

 
 )د(حالت   - Lعد در ترك ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون ب  21شكل 

 0  

 
  )د(حالت  -R  ضرايب شدت تنش ديناميكي بدون بعد در ترك 22شكل 
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   حالت د-ب                                                            حالت ج-الف

  )د(و حالت ) ج(حالت  -اي  شكل تحت بارگذاري پلهTگسترش ترك در صفحه   23شكل 
  

  يرينتيجه گ
كارگيري مدل تـرك منفـرد در روش      ه  يكي از مشكلات ب   
سـازي مـسير      معرفـي و مـدل     ي   نحوه ،المان هاي محدود  

گونـه   بـه بيـان ديگـر در ايـن        . گسترش تـرك مـي باشـد      
ها يا بايد مسير گسترش ترك قبـل از انجـام آنـاليز              تحليل

پيش فرض شود و يا هنگام گسترش ترك بايد با اسـتفاده        
يچيده نسبت به تغيير شبكه المان بندي       از الگوريتم هاي پ   

پـيش فـرض مـسير گـسترش        . و محل گره ها اقدام شود     
 قبل از انجام تحليل باعـث ايجـاد خطـاي زيـاد در              ،ترك

 در   خـصوصاً  ،گردد و تغييـر  مـش بنـدي          مي مسألهپاسخ  
 بايد به اين     و  بسيار زمان بر است    ،حالت تحليل ديناميكي  

 حـالات منفـرد نظيـر       نكته توجه شود در مـسائلي كـه بـا         
 شكـست پاسـخ      مواجـه هـستيم    مسائل تـرك و مكانيـك     

 . بسيار حساس اسـت    ،نسبت به شبكه بندي المان محدود     
 نقـايص مـذكور را مرتفـع    ،روش ارائه شده در اين مقالـه      

سازد و ضمن استفاده از مزاياي روش المان مـرزي در            مي
 الگـوريتم و فرمـول      ،حل مسائل منفرد مكانيك شكـست     

تـوان   دهد كه به صـورت اتوماتيـك مـي         ا ارائه مي  بندي ر 
زمان گسترش ترك و تمـاس وجـوه آن          نسبت به حل هم   

 تـرك هـاي موجـود در        ،در روش پيـشنهادي   . اقدام كـرد  
توان فقط در يك دامنه مدل كرد كه ايـن امـر             محيط را مي  

گردد  باعث كاهش تعداد درجات آزادي و زمان تحليل مي        
 در مـدل را نيـز بـسيار آسـان     سازي و انجام تغييـر     و مدل 

زمان گسترش ديناميكي ترك و تماس       تحليل هم . سازد مي
سطوح آن در فـضاي زمـاني در يـك دامنـه بـه صـورت                
اتوماتيك و بدون دخالـت كـاربر از خـصوصيات بـارز و             

 كـاربرد ايـن روش در     .  روش ارائه شده اسـت     ي  برجسته
 Tي  صـفحه  اي در     هـاي لبـه       ترك    و تماس سطوح      گسترش  

بــروز نوســان آزاد حــول پاســخ .  نــشان داده شــدلكشــ
استاتيكي و عدم وجود مقدار منفي بـراي ضـريب شـدت      
تنش مود اول شكست در حالتي كه تماس در نظر گرفتـه            

.  كند ميييد  بندي ارائه شده را تأ   صحت فرمول  ،شده است 
 ،شـاره شـود كـه در روش پيـشنهادي         بايد به ايـن نكتـه ا      

 به راحتي مي توان مدل كـرد و در          هاي داخلي را نيز    ترك
اي شـدن     شـاخه  ،مي تـوان  صورت داشتن معيـار مناسـب     

 ي بـرا  .گونه تغيير اضافي تحليل كـرد       را بدون هيچ   ها ترك
 اسـت كـه     ي كـاف  ،افتـه ي گسترش   يها  قسمت يمدل ساز 

 اضافه گـردد    ي قبل يها د به نوك ترك   ي جد يها فقط المان 
وش ارائه شده    ر .ستي ن ي قبل ير مش بند  يي به تغ  يو لزوم 

هاي نامحدود و نيمه بي نهايت نيز قابـل          در مسائل محيط  
استفاده است كه ارضاي شرط تشعشع از مزاياي ديگر آن          

به عنوان مثال با استفاده از ايـن        . گونه مسائل است   در اين 
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توان مسائل شكست و گسترش گـسل هـا در           ، مي   روش
    . بروز زمين لرزه را مورد بررسي قرار داد

  
 ت اصطلاحات تخصصيليس

1-Subregion method 

2- Golden section method 
 

  فهرست علائم
                 لفه تغيير مكان و بردار تنش در ؤم -
  it  و  i                                   iuراستاي محور  -
     جرم حجمي -
    cij     عبارت پرش -
      ijT و ijU      معادله انتگرالي تغيير مكان هاي اساسي  پاسخ -
  kijT وkijU    هاي اساسي معادله انتگرالي بردار تنش  پاسخ -
 i   inحور در راستاي م عمود بر سطح  يكهبردارلفه ؤم -

     مرز دامنه -
  و      ضرايب لامه -
  x  گذاري در مرز محيط نقطه روي هم -
  x   نقاط مرزي -
  ij   دلتاي كرونكر -
  M     هاي مرزي نتعداد الما -
  0M   ي مرزيها تعداد اوليه المان -
       ام n در گام هاي اضافه شده تعداد المان -

  n(Mc(                                در اثر گسترش ترك
)11(مختصه محلي  -       
  m     Jm  المانژاكوبين -

            زماني مربوط به گره توابع انترپولاسيون -
Mq)(                                           ام qزماني    

Np)(    امp مكاني مربوط به گره مكاني توابع شكلي -   
  P     در هر المان هاگرهتعداد  -
  Q   تعداد گره هاي زماني در هر گام  -
 را بـر    nمـاني   ز گيري شده كه اثر گام     هاي انتگرال  هسته -

           .دهد  نشان ميNگام مشاهده  NnF و  NnG  
ردار تنش در گام     ب  مقادير گرهي تغييرمكان و    بردارهاي -

                                       امNزماني  Nu  Nt  
   امNمقادير مرزي مجهول در گام بردار  - Nx  
    امN در گام بردار مقادير مرزي معلوم - Ny  
  N   هاي زماني تعداد كل گام -
  مماسي  لفه هاي بردار تنش مرزي در راستايؤم -

                                  tnو     tt                                             و عمودي

  هاي بردار تغيير مكان مرزي در راستاي مماسي  لفهؤم -
  un  و ut                                            و عمودي

اضـافي   معـادلات هاي ضرايب كـه مـرتبط بـا          ماتريس -
                       هــا و بردارهــاي تــنش  يرمكــانتمــاس مربــوط بــه تغي

     [U] و   [V]  
 هـاي زمـاني گذشـته و    بردار بار كه اثرات تاريخچه گام  -

                               .گيرد فعلي را در برمي nNf  
  t(H(     تابع هويسايد -
  دوم  ضرايب شدت تنش ديناميكي مود اول و -

  KII و KI                                            شكست
بعد شده نسبت بـه      بدون ضريب شدت تنش ديناميكي    -

Normalized DSIF                       كييحالت استات
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