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  1392، دو، شماره چهارمسال بيست و   فردوسي نشريه مهندسي عمران
  

  به منظورگراديان مزدوج غيرخطي  هاي روش ي براياصلاحلگوريتمي ا ي ارائه
  ها سازه قابليت اعتمادشاخص  ي محاسبه 

  
  )3(ناصر شابختي   )2(محمود ميري   )1(گر بهروز كشته

  
 علت ماهيت غيرخطي و به. بسيار حائز اهميت استقابليت اعتماد صحيح شاخص  ي محاسبه ها سازهت اعتماد ليدر تحليل قاب  چكيده

ورد مناسبي آممكن است بر محاسباتي قابليت اعتماد، هاي روش ،در برخي از توابع شرايط حدي موضعي ي داشتن چندين نقطه كمينه چنين هم
 ابتدا فرمولاسيون گراديان مزدوج غيرخطيدر اين مقاله، . گردند همگرا ي موضعي كمينهو به سمت اين نقاط  از احتمال خرابي ارائه ندهند

و سپس كارايي و همگرايي  بيان قابليت اعتمادشاخص  ي براي محاسبه Dai & Yuan (DY)و  FR (Fletcher & Reeves( شده توسط ارائه
 DYو  FR گراديان مزدوج ي شده ارائه هاي روش يي كهجا آناز  .شده استبررسي  مختلفي يها مثالبراي  گراديان مزدوج غيرخطي هاي روش

به  غير خطي شده گراديان مزدوج يك روش جديد اصلاح ،سازي تركيبي بهينه تميالگورلذا طي يك  اند شدههمگرا ن ها مثال اين در برخي از
 هاي روش كه دهد مينشان  آمده دست بهنتايج  .است شده ارائه ،مناسب همگرايي مسائل قابليت اعتماد را تضمين نمود طور بهي كه بتوان نحو

 از كارايي و دقت كافي و ي همگرا شدهتر كمقديمي با سرعت و تعداد تكرار  هاي روشنسبت به ، شده اصلاح گراديان مزدوج غيرخطي جديد
  .هستندبرخوردار  ،ها سازهجهت محاسبه احتمال خرابي 

  
  .، احتمال خرابيسازي بهينه، روش تركيبي قابليت اعتماد، گراديان مزدوج غيرخطي، شاخص سازي بهينهروش   كليدي هاي واژه

  
A proposed Improve Algorithm for Nonlinear Conjugate Gradient Optimization Methods 

the Objective of the Computation of Structural Reliability Index   
 

B. Keshtegar   M. Miri    N. Shabakhty 
 

Abstract Accurate calculation of reliability index is very important for the reliability analysis of 
structures. In some limit state functions with nonlinear characteristic and several local optimum design 
points, the computational reliability methods may not appropriately determine the failure probability, and 
iterative reliability approaches may be converged to local optimum design points. In this paper, 
formulation of nonlinear conjugate gradient methods such as: Fletcher & Reeves (FR) and Dai & Yuan 
(DY) were proposed for computing the reliability index. Then, the efficiency, capacity and robustness of 
the conjugate gradient were investigated through several reliability problems. The FR and DY algorithms 
were diverged in some examples. Therefore, a new modified nonlinear conjugate gradient method was 
proposed by using the hybrid optimization algorithm to ensure accurate convergence of reliability index. 
The results illustrated that the modified nonlinear conjugate gradient methods were converged with less 
run-times and number of iterations in comparison with the FR and DY methods, and robust, efficient and 
stable algorithms are to calculate the structural failure probability.  
 

Key Words Optimization Method, Nonlinear Conjugate Gradient, Reliability Index, Hybrid Optimization 
Method, Failure Probability 
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  مقدمه
 شـامل يـك سـري عـدم     هاي مهندسـي، غالبـاً   سيستم

 علـت  بـه از جملـه عـدم قطعيـت در مـدل      هـا  نانياطم 
 اطمينـان  عـدم تطابق مدل تحليلي و مـدل اجرايـي،    عدم
عوامل انسـاني و طبيعـي كـه معمـولاً در حـين       علت به

يـك سيسـتم    بـرداري  بهـره طراحي، محاسبه، ساخت و 
هـاي   جنبـه  علـت  بـه شـوند و عـدم قطعيـت     ايجاد مـي 
تعدادي از اين . باشد مي برخوردار يك سازه ي ناشناخته

و  يهـاي آمـار   كمك روش توان به ها را مي اطمينان عدم
در طراحـي مقاومـت   . مورد بررسي قرار داد ياحتمالات

 اعضا نظير مدل ارتجاعي يك عضـو، بارهـاي وارد بـر   
و ... بـار زلزلـه و   و بـرف زنـده،  ، مرده بارمانند  سيستم
تحليلي كه ممكن است بـا   ي طور ابعاد مدل سازه همين

 اطمينـان  عـدم همگـي   ،سازه واقعي انطباق نداشته باشد
 هاي آمـاري  ممكن است مشخصه چنين هم .وجود دارد

 نامـه  هاي حاصل از آيـين  مانند ميانگين و واريانس داده
گيرد بـا   كه براي طراحي و تحليل مورد استفاده قرار مي

منطبـق  شـده   درنظرگرفتهشرايط منطقه و جامعه آماري 
انـد  تو مي ها سازهتحليل قابليت اعتماد  ،رو نيااز . نباشد

ــك  ــي از تكني ــن    يك ــابي اي ــراي ارزي ــب ب ــاي مناس ه
كه براسـاس تعريـف تـابع شـرايط      باشدها  اطمينان عدم

هـا را   قطعيت اي انواع عدم حدي خرابي يك عضو سازه
در مدل تحليلي درنظر گرفت و در مورد امكان قابليـت  

  .گيري نمود آن عضو سازه تصميم ريبردا بهره
شاخص قابليت اعتماد، روشي  ي مرتبه اولينروش   

. باشـد  تعيين احتمال خرابي سـازه مـي   برايبسيار توانا 
ــال  ــن روش در س ــط 1974اي  Lindو   Hasoferتوس

. [1] بيان شد )β( جهت تعيين شاخص قابليت اعتماد
تـابع   ي ين فاصـله تر كمLind و   Hasoferبنا به تعريف

در دســتگاه نرمـال اســتاندارد،   شـرايط حـدي تــا مبـدأ   
كلي فضـايي   طور به .شاخص قابليت اعتماد معرفي شد

متغير تصادفي مستقل بـا توزيـع احتمـال نرمـال و      nبا 
ــدي    ــرايط حـ ــابع شـ )(}),,...,{(تـ 21

T
nxxxGXG = ،

 صورت بهمتغيرهاي تصادفي در فضاي نرمال استاندارد 

  :يابند انتقال ميزير 
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كه   
ixμ  و

ixσ قدار ميانگين و انحراف م ترتيب به
متغيـر تصـادفي توزيـع     uiو  xiمعيار متغيـر تصـادفي   

نرمال استاندارد با ميانگين صفر و انحراف معيار واحـد  
روي تـابع شـرايط    هندسي هر نقطه ي فاصله. باشند مي

در فضـاي نرمـال اسـتاندارد يـك عـدد       تا مبـدأ حدي 
صحيح است كه وابسته بـه مقـدار ميـانگين و انحـراف     

تعريـف   براسـاس لـذا   ،)1 شـكل ( داردمعيار آن نقطـه  
 ي مسألهيك  عنوان بهتوان  را مي شاخص قابليت اعتماد

  : زير نوشت صورت بهسازي  بهينه
  

2/1T

0)U(GU
)U.U(min

=∈
=β    )2(  

 

  
  

  HL [2]نمايش شاخص قابليت اعتماد  1شكل 
 

زيـر تعريـف    ي رابطه براساساحتمال خرابي  ،رو نيااز 
  :گردد مي

  

)3(  
( )[ ]

( )
( )

( ) ( )β−Φ=βΦ−=Ρ

=<−Ρ=Ρ 
≤−

1

dXXf0QRG

f

0QRG

Xf

  

فوق ي در رابطه  
fΡ  احتمال خرابي سـازه Φ  تـابع

)، نرمـال اسـتاندارد  توزيع تجمعـي   )UG   شـرايط تـابع 
)در فضاي نرمال اسـتاندارد،   حدي ) 0UG  ي ناحيـه  >

از مقاومـت   تـر  بيش بر آن اي كه بار وارد ناحيه(خرابي 
 متغيرهـاي م أتـو  چگـالي تـابع   X(fX(و ) سازه اسـت 

بسـط تيلـور تـابع     براسـاس . باشـد  مـي  Xپايه  تصادفي
ي  نقطـه شرايط حدي در فضاي نرمال استاندارد حـول  
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  Hasoferتوسـط قابليت اعتماد مقدار شاخص  ،طراحي
اين  Lindو  Hasoferعيب روش  .محاسبه شد Lindو 

توانـايي تحليـل    فقـط  ،)1(ي  رابطـه  براسـاس كه  است
ــال را دارد  ــاي تصــادفي نرم ــراي . متغيره ــاي ب متغيره

نرمـال   غيـر  احتمـال  اسـت توزيـع  ممكـن   كهتصادفي 
ــند  ــته باشـ را  Lindو  Hasoferروش  Rakwitz ،داشـ

متغيـر   با حفظ ماهيت توزيـع  كه نحوي بهبود بخشيد به
نرمـال   ي طراحي نقطهتصادفي، بتوان تابع توزيع را در 

 ـاو روا. [3] درنظر گرفـت   ي محاسـبه  بـراي ط زيـر را  ب
وزيع غيـر  ميانگين و انحراف معيار توابع ت معادل مقدار
  . ارائه نمودنرمال 

)4( )}]x(F{[
)x(f

1 *
X

1
*

X

e
x

−Φφ=σ  

 

)5( )]x(F[x *
X

1e
x

*e
x

−Φσ−=μ   
  

مقدار تابع توزيع احتمال نرمـال   φدر روابط فوق   
*و 

XF (x *و  (
Xf (x مقدار تابع توزيع احتمـال   ترتيب به (

در نقطـه   xتجمعي و تابع توزيع احتمال متغير تصادفي 
x*  وe

xμ  وe
xσ مقـدار ميـانگين و انحـراف     ترتيب به

  .باشد معيار معادل نرمال مي
از جملـه بـردار    رياضـي سازي  چندين روش بهينه  

  Liuتوسط  Rakwitz روش و ضرايب لاگرانژ ،گراديان
شاخص قابليت اعتمـاد   ي محاسبه برايKiureghian و 

بــا حــذف . [4] انــد هارائــه و بــا يكــديگر مقايســه شــد
در همگرايـي بـردار طراحـي،     ي طراحي نقطهنوسانات 

 ،قابليت اعتماد ي شاخص محاسبه براي Rakwitzروش 
 .]5[ بهبود بخشيده شـد و همكاران   .Lee. O. Jوسط ت

گيـري از   ميـانگين  براساسبردار طراحي جديد را  ها آن
 آمـده  دست به جديد بردار طراحي قبلي و بردار طراحي

 G. Cheng et al .بهبود بخشيدند Rakwitz تميالگوراز 
 ت اعتمـاد ي ـتعيـين شـاخص قابل   بـراي  مؤثريك روش 

 ارائـه  ريزي غيرخطـي  برنامه سازي بهينهروش  براساس

  ].6[ نمودند
 Lindو   Hasoferابتدا بنا به تعريف در اين تحقيق  

 ي شـاخص  محاسـبه  برايگراديان مزدوج  فرمولاسيون
دو روش گراديان مـزدوج   .گردد ميارائه  قابليت اعتماد
و ] Fletcher  &Reeves ]7 شـده توسـط    غيرخطي ارائه

Dai & Yuan  ]8 [    كه در اين مقالـه تحـت عنـوانFR 
تجمـع   علـت  بـه . است گرديدهارائه  شناسيم، مي  DYو

، هاي گراديان مزدوج روش خطاي بردار امتداد جستجو
الگـوريتم   براسـاس  ،رو نيا از. ممكن است واگرا گردد

بهبود  DYو FR  هاي روشجديدي  تركيبي سازي بهينه
و   DYو  FR هـاي  روشكـارايي  . شده اسـت بخشيده 

ذكـر چنـدين مثـال     بـا  هـا  آن ي شـده  اصلاح هاي روش
 هاي روشكارايي و توانايي  .شده است بررسي اي سازه

قـديمي   هـاي  روشبـا   دوج غيرخطي جديدزگراديان م
  . گردد ميمقايسه 

  
  DYو  FRفرمولاسيون گراديان مزدوج غيرخطي 

قابليت  مسألههر تابع طراحي در فضاي نرمال استاندارد 
اعتماد متشـكل از تمـامي متغيرهـاي تصـادفي در قيـد      

  .شود ميير تعريف ز ي رابطه صورت به، مسأله
  

2/1T2T )UU(,)U(G)UU(
2

1
)U(f =βξ+=   )6(  

 

 .باشـد  ميضريب جريمه تابع شرايط حدي  ξكه در آن 
رياضي فوق مقدار ضريب جريمـه بـه    ي رابطه براساس

و در هـر گـام    اسـت مقادير متغيرهاي تصادفي وابسـته  
 شرايط لازم. گردد ميديناميكي تعريف  صورت بهتكرار 
تابع فوق اين اسـت كـه مشـتق تـابع      كردن كمينه براي

نسبت به متغيرهاي تصادفي برابـر بـا صـفر گـردد لـذا      
 ].9[ شود زير نوشته مي صورت بهمقدار ضريب جريمه 

  

)7(  
i

i i

T
i i

i T
i i

f (U) G(U)
0 U 0

U U

G(U .U

G(U G(U

∂ ∂=  + ξ =
∂ ∂
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)
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)و  ي طراحي نقطه Uiكه در آن  )iG U∇   بـردار گراديـان
 براسـاس  .اسـت  ي طراحـي  نقطهتابع شرايط حدي در 

 fهدف كمينـه كـردن تـابع     ،رياضيتكراري  هاي روش
مقدار جديد  سازي بهينهيك الگوريتم  براساسلذا است 

  :شود مينوشته  ي زير رابطه صورت بهبردار طراحي 
  

)8( kkk1k dUU α+=+    
  

kنقطـه شـروع تكـرار     U0مقدار  در آنكه  1U مقـدار   +
بـردار   dkطـول گـام و    k+1 ،kαبردار طراحي در گام 

سـازي تنـدترين    در روش بهينه. باشد امتداد جستجو مي
بـردار   براسـاس جستجو در هر گام تكرار  براي كاهش

گراديــان قابــل محاســبه اســت امــا در روش گراديــان  
غيرخطـي بـر مبنـاي     صـورت  بـه جستجو  برايمزدوج 

روش گراديان مزدوج . بردار گراديان قابل محاسبه است
 اسـت  تعيين مقـدار بهينـه توابـع    جهتيك روش كارا 

 ،يكي از اركـان اصـلي همگرايـي در ايـن روش     .]7,8[
 كه يصورتدر . باشد تعيين جهت جستجوي مناسب مي

جستجو صحيح محاسبه نشـود ايـن روش    امتداد بردار
همگـرا   ي موضـعي  كمينهو يا به نقطه  شود ميهمگرا ن

سـازي   بهينـه  هـاي  روشافراد زيادي بر ]. 11[ گردد مي
 .]11-7[ اند مبني بر بردار گراديان تحقيق كرده غيرخطي

زير تعيـين   صورت بهامتداد جستجو  در اين روش بردار
  :گردد مي

  

)9( 




≥θ+∇−
=∇−

=
− 1kd)U(f

0k)U(f
d

1kkk

k
k

   
  

 ي گراديان مـزدوج در محاسـبه   هاي روشختلاف ا  
 مقـدار باشـد كـه    مي kθضريب امتداد جستجويمقدار 

kθ شده توسط روابط ارائه براساس Fletcher- Reeves 

(FR)  است شده ارائهزير  صورت به] 7,11[و  
  

)10(  
2

kFR
k 2

k 1

f (U )

f (U )−

∇
θ =

∇
. 

  

نوشـته  زيـر   صورت به Dai-Yuan (DY) براي روش و

  .]8,10,11[ شود مي
  

)]U(f)U(f[d

)U(f

1kk
T

1k

2

kDY
k

−− ∇−∇
∇

=θ   )11(  

چـه كـه در تعيـين بـردار      روابط فـوق آن  براساس  
مقدار بـردار گراديـان    ،ديآ يمنظر  بهامتداد جستجو مهم 

لـذا بـا توجـه بـه     . اسـت  ي طراحي نقطهتابع هدف در 
ــط  ــدف    )6 و 7(رواب ــابع ه ــان ت ــردار گرادي ــدار ب مق

  :گردد ميبيان زير  صورت به

)12(  











∇

∇∇−=∇
2

k

kkk
T

kk

)U(G

)U(G)U)U(G(
U)U(f

  )12(

  

طـول گـام   گراديان مـزدوج بايسـتي   در هر تكرار   
بهينه انتخاب گردد تا نتايج همگرايي ثابتي از  صورت به

در ايـن تحقيـق از   . سازي حاصل گردد بهينه هاي روش
 شـده توسـط   روابـط ارائـه  شرايط طول گام بـر مبنـاي   

Wolfe  هاي روشدر FR وDY   هـاي  روش چنين همو 
  ]:13-9,11[است استفاده شده  ها آن ي تصحيح شده

  
kk

T
kkk d)U(f)U(f)dU(f ∇δα≤−α+   )13(  

 

kk
T

k1k
T d)U(fd)U(f ∇σ−≤∇ +

   )14(  
  

  

10در آن    <<< σδ مقـدار   .شـود  درنظر گرفته مي
مطـابق   Wolfe شـده  ارائـه شـرايط   طول گام بر مبنـاي 

  :شود زير نوشته مي صورت به) 13 و 14(روابط 
  

)U(G
U(GU(G

U.U(G
)UU(

2

1
)U(f

T

T
2T

)).

)

∇∇
∇−=  )17(  

  

همـواره   U(G(يي كه تابع شرايط حـدي  جا آناز   
فـوق در   ي اري رابطـه ذگ برابر با صفر است لذا با جاي

  :داريم كه )13(ي  معادله
  

k
*
k

T

2
k

2
1k

kkk
T

k
2
k

2
1k d)U(f2

d)U(f2
∇δ

β−β≥α∇δα≤β−β +
+

 )16(  
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 ي نقطهبسط تيلور تابع شرايط حدي حول مقدار جديد 
  :شود زير نوشته مي صورت به طراحي

  

0d)dU(G)dU(G kkkk
*
k

T
kk

*
k =αα+∇+α+  )17(  

  

مقدار بـردار گراديـان حـول     ي فوق رابطه براساس  
  :شود بيان مي ي زير رابطه صورت بهجديد  ي نقطه

  

)18(  T
k2

kk

kk
*
k

kk
*
k

T d
d

)dU(G
)dU(G

α
α+−=α+∇  

  

 )14(ي  معادلـه  در )18(ي  رابطـه اري ذگ ـ جـاي با   
  :گردد زير ارائه مي صورت بهمقدار طول گام 

  

)19(  * *
Tk k k k k k

k k k T
k k k

G(U d ) G(U d )
f(U )d

f(U )d

+α +α≤σ∇ α ≥
α σ∇

 

ازاي  يي كه مقدار تـابع شـرايط حـدي بـه    جا آناز   
مقدار جديد بردار طراحي برابر با صفر است لذا طـول  

  .باشد kα≤0گام بايستي همواره 
  

جهت تحليل قابليت  جديد ي شده اصلاحروش 
  ها سازهاعتماد 

تجمـع   علـت  بـه  غيرخطـي گراديان مـزدوج   هاي روش
 هگادر بردار امتداد جستجو ممكن است  حاصلخطاي 

هـا بـا    در ايـن روش  .واگـرا گـردد   غيرخطيدر مسائل 
مراحـل قبلـي بـردار امتـداد      براسـاس  ،كـه  توجه به اين

علاوه بر افزايش سرعت تحليل  گردد ميجستجو تعيين 
ممكن است، ضريب بردار امتداد جسـتجوي نيـز    مسأله

kθ(افزايش يابد  امتداد جستجوضريب  افزايش). 10<
از  .گـردد  مـي موجب واگرايي مسائل قابليت اعتماد  گاه
بـردار امتـداد   صحيح مناسـب  ت در اين تحقيق با ،رو نيا

گراديان مزدوج غيرخطي  هاي روشهمگرايي  جستجو،
 بـراي  جديـد  يك روش تركيبيلذا  .ه استشدتضمين 
ــف   تصــحيح ــتجو تعري ــداد جس ــردار امت ــه ب ــده ك ش
در هـر   مقدار ضـريب امتـداد جسـتجو    ي كننده محدود

 امتـداد ضـريب  روش  ايـن  در .باشـد  ميتكرار مزدوج 
ي  رابطـه  صورت به DYو  FR هاي روش )kθ(جستجو

  :گردد ميبيان  زير







>θ
≤θθ

=θ
cif0

cif

k

kkM
k

 )20(  

 

 باشد ميصحيح  مثبت يك عدد c ي فوق رابطهدر   
)c>0(  و با توجـه بـه    گردد ميكه توسط كاربر تعريف

را  cمقدار  نگارندگان( متغير است مقدار آن مسألهنوع 
 6 تـا  1براي مسائل قابليت اعتماد عدد صـحيحي بـين   

اساسـي در نـرخ همگرايـي     ي نكتـه . )دن ـكن پيشنهاد مي
هاي گراديان مزدوج مورد بررسـي انتخـاب ايـن     روش

   .پارامتر است
ــن    ــدوديتاي ــرل مح ــده كنت ــداد   ي كنن ــردار امت ب

بردار امتـداد   ضريب با افزايش .ي مزدوج استجستجو
تعريـف گراديـان مـزدوج غيرخطـي      براساسجستجو 

مسائل قابليـت اعتمـاد واگـرا گردنـد امـا      است ممكن 
ضـريب مـزدوج    براسـاس بردار امتداد جسـتجو   كنترل
همگرايي  كه امكان دارد و استپذير  امكان )9(ي  رابطه
 )9 و 20(لـذا بـا توجـه روابـط     . را موجب شود مسأله
گراديـان   ي در رويـه را بـردار امتـداد جسـتجو    توان  مي

  :دنموبيان  زير صورت بهمزدوج غيرخطي 
  

k k
k

k k k-1 k

-Ñf(U ) k = 0, θ > c
d =

-Ñf(U ) + θ d k ³1, θ £ c





. )21(  

  

لگـوريتم حـل مسـائل    ا با توجه بـه روابـط فـوق،     
 صورت به شده ارائهروش جديد  براساسقابليت اعتماد 

  :گردد ميزير بيان 
  .استاندارد صورت بهتعيين تابع شرايط حدي   -1
 صـورت  بهو بردار طراحي  k=0حدس مقادير اوليه   -2

T
xxxx

*
1 ],...,,,[x

n321
μμμμ=  و مقدارc. 

ارضـاي تـابع    براسـاس طراحـي   يرهايمتغتصحيح   -3
G(X)( شرايط حدي 0=(.  

مقدار ميانگين و انحـراف معيـار معـادل     ي محاسبه  -4
 .)4 و 5( متغيرهاي تصادفي مطابق روابط

بردار طراحي در فضاي نرمال اسـتاندارد   ي محاسبه  -5
 .)1(ي  رابطهمطابق 

ي  نقطـه گراديان تـابع شـرايط حـدي در     ي محاسبه  -6
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U(G(( طراحي *
k∇(.  

  .)12(ي  رابطهمحاسبه گراديان تابع هدف مطابق با    -7
مطابق  FRمقدار ضريب طول گام روش  ي محاسبه   -8

   .)11(ي  رابطهمطابق با  DYو روش  )10(ي  رابطه
 )21(ي  رابطهبردار امتداد جستجو مطابق  ي محاسبه -9

kθاگر  > c  وk=0 گاه  آنd = -Ñf(U )k k  در غير
d صورت نيا = -Ñf(U ) + θ dk k k k-1  
  .)16(ي  رابطهطول گام مطابق با  ي محاسبه   -10
مقدار جديـد بـردار طراحـي مطـابق بـا       ي محاسبه  -11

 .)8(ي  رابطه

 صـورت  بهمقدار شاخص قابليت اعتماد  ي محاسبه  -12
2/1

1k
T

1k1k )UU( +++ ×=β  

6( مسـأله كنترل همگرايـي    -13
k1k 10−

+ ≤β−β ( در
 .تكرار ي صورت همگرا شدن توقف رويه

 .3 ي و بازگشت به مرحله k=k+1 تعويض  -14
  

  عددي يها مثال
بررسي كارايي و  براي اي در اين مقاله از پنج مثال سازه

 شده حاصلا هاي گراديان مزدوج غيرخطي توانايي روش
تعيين شاخص قابليت اعتمـاد   براي .استاستفاده شده 

تـدوين شـده اسـت كـه      MATLABاي به زبان  برنامه
با هر نـوع تـابع   را توانايي تحليل مسائل قابليت اعتماد 

) c( مقدار ضريب كنترل طول گـام  .توزيع احتمال دارد
 5و  1برابر با  ترتيب به MDYو  MFR هاي روشبراي 

  .درنظر گرفته شده است
را دهانـه   سـه  ي سره تير يك )1(بق با شكل مطا  .1مثال

تحـت بـار    متـر  5هاي مسـاوي برابـر بـا     با طول دهانه
  . [14] ميريگ يمدر نظر  گسترده يكنواخت

  

E , I
5m 5m 5m

w

  
  

  نواخت يك ي سره تحت بار گسترده يك تير  2شكل 
  

ــابع شــرايط    ــرحــدي ت شــرايط  براســاس ايــن تي
 صـورت  به L/360مقدار مجاز  جايي با هجاب برداري بهره

  ]:14[ شود ذيل نوشته مي
  

EI

wL
0069.0

360

L
)I,E,w(G

4

−=  )22(  

  

متغير تصـادفي بـا تـابع توزيـع      3مل اش مسألهاين   
ــي  ــال م ــد نرم ــر    . باش ــترده روي تي ــار گس ــا  )W(ب ب

، مـدول  KN/m4/0و انحـراف معيـار    KN/m 10ميانگين
و انحراف  KN/m2 107×2با ميانگين  )E( الاسيسيته تير

بـا    )I(و ممان اينرسي مقطع تير KN/m2 107×5/0معيار 
 m44-10×5/1و انحــراف معيــار   m44-10×8ميــانگين 

  . باشد مي
را نشـان   )1(همگرايي مثال  ي تاريخچه )3(شكل   
در اين مثـال همگـرا نشـده     FRروش گراديان . دهد مي

ي تـر  كـم شده با تعداد تكرار  حاصلا يها روشاست اما 
مشـخص  . انـد  شـده قديمي همگرا  يها روشنسبت به 
شده با تعداد تكـرار نزديـك    اصلاح هاي روشاست كه 

مقدار نقاط طراحـي مطـابق بـا     .اند هم همگرا گرديده به
 كـه دهـد   مينتايج نشان . است آمده دست به )1(جدول 

 .اختلاف چنداني ندارد شده ارائهنقاط طراحي دو روش 
بيـانگر روش   ترتيـب  بـه  MDYو  MFRدر اين جدول 

  .است DYو  FR شده اصلاح
  

  
  

  1يي مثال ي همگرا تاريخچه  3شكل 

3
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  1نقاط طراحي مثال   1جدول 
I  E W متغير 

000714/0  4369453 04328/10 MFR 

000713/0 4371181 04364/10 MDY 
  

  

 درنظريك تير بتن مسلح مطابق با شكل زير را   .2مثال
  . بگيرد
 ي حداكثر ظرفيت خمشي در وسط دهانـه  براساس  

تير تـابع شـرايط حـدي ظرفيـت مقطـع نشـان       وارد بر 
  ]:15[ گردد ميشده تعريف  داده

  

  
   2 تير بتن مسلح مثال  4شكل 

  

)23(  8

wl
)

f.b

f.A
59.0d(fA)X(G

2

c

ys
ys −−=  

متغيــر تصــادفي اســت كــه  7شــامل  مســألهايــن   
درج شــده  )2(در جــدول  هــا آنخصوصــيات آمــاري 

  .است
 ي تاريخچـه  ترتيـب  بـه  )3(و جدول  )5(در شكل   

و مقدار نقاط طراحـي   قابليت اعتمادهمگرايي شاخص 
. اسـت  شـده  ارائـه پيشنهادي  هاي روشدر  آمده دست به

 ي شـده  اصلاحدو روش  هر دهد كه نشان مي )5(شكل 
روش  اگرچـه  .گـردد  پيشنهادي در اين مثال همگرا مـي 

FR ي نسبت به تر بيشبا تعداد تكرار  اما همگرا گرديده
  .همگرا شده است MFR شده اصلاحروش 

  
  2همگرايي مثال  ي تاريخچه  5شكل 

مخروطـي   ي هـاي سـاختماني سـازه    دودكـش .  3مثال 
 Mو لنگر خمشـي   Pكه تحت بار محوري  استشكل 

  . باشد مطابق با شكل زير مي
  

t

M P

α

r1 r2

-

  
  [16] 3مخروطي مثالسازه   6شكل 

  
  

انـد  تو مـي كـه   اسـت  يكي از عوامليعدم پايداري   
تحليـل   براسـاس لـذا  . گـردد  موجب خرابي اين سـازه 

و امكان كمانش پوسـته، تـابع شـرايط حـدي      ها پوسته
  ]:16[زير بيان نمود  صورت بهتوان  خرابي آن را مي

  

)24(  )
r

M

2

P
(

costE

)v1(3
1)(G

1
22

2

η
+

γ
×

απ
−

−=PM,  

  

ضـريب تطبيـق    ترتيـب  بـه  ηو  γكه در آن ضـرايب  
نيروي محوري و لنگر خمشي بين نتايج آزمايشگاهي و 

اسـت   شـده  ارائـه  41/0و  33/0تحليلي است و برابر با 
ايـن  . باشـد  مـي  3/0ضريب پواسون برابر بـا   vو  ]16[

باشد  متغير تصادفي نرمال غير وابسته مي 6داراي  مسأله
 شـده  ارائـه  )4(ها در جـدول   كه خصوصيات آماري آن

  .است
همگرايـي   ي نتايج مربوط بـه تاريخچـه   )7(شكل   

دهد در اين  را نشان مي )3(شاخص قابليت اعتماد مثال 
بـا تعـداد تكـرار     FR شده اصلاحو  FRهاي  مثال روش

 DYو  FR شـده  اصلاحهاي  روش. اند برابر همگرا شده
بـا تعـداد    MFRانـد امـا روش    در اين مثال همگرا شده

. است همگرا شده MDYي نسبت به روش تر كمتكرار 
بعـد   )3(نتايج مربوط به نقاط طراحي مثال  )5(جدول 

 .دهـد  هاي پيشنهادي را نشان مـي  روش از همگرا شدن
را ها توانايي تحليـل مسـائل قابليـت اعتمـاد      اين روش

حاصــل  كنتــرل ضــريب گراديــان مــزدوجكــه بــا  ددار
  .گردد مي
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  3يي مثال ي همگرا تاريخچه  7شكل 

  

  2خصوصيات آماري متغيرهاي تصادفي مثال   2جدول 

As(mm2) yf  متغير (MPa) cf (MPa) b(mm) d(mm) L(mm) w(N/mm)  

  گامبل  نرمال نرمال  نرمال نرمال-لوگ نرمال-لوگ نرمال  توزيع
 60  5000 500 350 25 350 2500  ميانگين

 2/7  500 50 35 75/3 35 250 انحراف معيار
  

  2نقاط طراحي مثال   3جدول 
As(mm2) yf (MPa) cf (MPa) b(mm) d(mm) L(mm) w(N/mm)متغير  

572/2276  232/3210408/24539/345266/439319/5806  2147/67MFR 

826/2276  198/3210414/24543/345474/439709/5807  2193/67MDY 
  

  3خصوصيات آماري متغيرهاي تصادفي مثال   4 جدول
E(MPa) t (m) α  متغير (rad) 1r (m) M (N- m) P(N) 

 70000  80000  9/0 524/0 0025/0 70000  ميانگين
 08/0 08/0  025/0 02/0 05/005/0 ضريب تغييرات

  

  3نقاط طراحي مثال   5جدول 
E(MPa) t (m) α  متغير (rad) 

1r (m) M (N- m) P(N) 

MFR  36/6412600199/052818/088752/028/90057  55/74351  
MDY  29/64182001989/052815/088721/092/90171  51/74141  

      
  

مطابق با سيستم دو درجـه آزادي نشـان   .  4مثال   
 يهـا  جرم صورت بهخواص آن  )8(شده در شكل  داده

ــز  ــاي Msو  Mpمتمركــ ــختي فنرهــ ، Ksو  Kp، ســ
pهاي طبيعي  فركانس

p
p

K

M
ω =

sو  
s

s

K

M
ω و ضـرايب   =

و  pهاي  گردد كه انديس تعريف مي sξو  pξميرايي 

s گردد به اولين و دومين جداساز بر مي ترتيب به.  

  
  4نمايش سيستم دو درجه آزادي مثال   8 شكل

4

6

8

10

12

14

16

0 5 10 15 20 25 30
Number of iteration

 R
el

ab
ili

ty
 in

de
x 

( β
)

FR

DY

MFR

MDY

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  35    ناصر شابختي –محمود ميري - گر بهروز كشته
 

  
 فردوسينشريه مهندسي عمران     1392سال بيست و چهارم، شماره دو،

 

 ـميـانگين تـوان دوم      ايــن جـايي فنـر دومـي     هجاب
 زيـر حاصـل شـده    صـورت  به دو درجه آزادي ستميس
  ]:17[ است 

 

]
4

)(

)4(
[

4

S
]x[E

4
aa

p
3
ss

3
pp

2
a

22
asp

sa

ss

02
s ωξ

ωωξ+ωξ
×

γξ+θ+ξξξ
ξξ

ωξ
π

=   

)25(  
 در آنكــه   

0S  ،تــابع چگــالي نــويز ســفيد اســت
s

p

M

M
γ ــرم و   = ــريب جـ pضـ s

a 2

ω + ω
ω ــانگين  = ميـ

pفركانســي و  s
a 2

ξ + ξ
ξ ميــانگين ضــريب ميرايــي دو  =

ــ θسيســتم اســت و  رامتر تعــديل اســت كــه ايــك پ
p  صورت به s

a

ω − ω
θ =

ω
تـابع  ]. 17[گـردد   تعريـف مـي   

 دومـي  نيروي حداكثر فنر جـرم  براساسشرايط حدي 
  :شود مي بيان ي زير رابطه صورت به

  

2/12
s ])x[E(PKsFs)(G ×−=F   )26(  

  

مقـدار آن را   و نمايي اسـت  ضريب بزرگ Pكه در آن 
متغيـر   8اين مثـال شـامل   . گيريم مي در نظر 3برابر با 
غير وابسته است كه خصوصيات  نرمال-لوگ تصادفي

  .است شده ارائهها در جدول زير  آن يآمار
ي  تاريخچــه ترتيــب بــه )7(و جــدول  )9(شــكل   

همگرايــي و مقــدار نقــاط طراحــي همگــرا شــده در  
با توجه به شـكل  . دهد كامپيوتري را نشان مي ي برنامه

همگـرا   DYو  FRهاي  كه روش شود يممشاهده  )9(
و  MFR شـده  اصلاحاند ولي هر دو روش جديد  نشده

MDY هـاي   اين مثال كـارايي روش  .اند همگرا گرديده
هـاي   روش كـه  يطـور  بـه دهـد   پيشنهادي را نشان مي

پيشنهادي با مقدار بردار طراحي نزديـك   ي شده اصلاح
امـا سـرعت همگرايـي روش    . انـد  هم همگـرا شـده   به

MFR  نسبت به روشMDY اسـت زيـرا بـا     تـر  بيش
  .ي همگرا شده استتر كمتعداد تكراري 

  
  4خصوصيات آماري متغيرهاي تصادفي مثال   6جدول 

  متغير
pM  

sM  pK  
sK  pξ  

sξ  sF  0S  
 100 15 02/0 05/0 01/0 1 01/0 1  ميانگين

 10  5/1 01/0 02/0 002/0 2/0 001/0 1/0 انحراف معيار
  

  4نقاط طراحي مثال   7جدول 
  متغير

pM  
sM  pK  

sK  pξ  
sξ  0S  sF  

MFR  00180/1  01009/01015/101114/002798/001211/0  70/103  731/13  

MDY  00175/1  01009/01007/101114/002806/001213/0  67/103  700/13  

 

  
  

  4يي مثال ي همگرا تاريخچه  9شكل 
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ــال  ــفحه  .  5مث ــك ص ــال ي ــن مث ــتطيلي  ي در اي مس
 qمطابق با شكل زير تحت بـار گسـترده   را ايزوتروپ 

   .را درنظر بگيريد
  

  
  

   4- 3-2-1مستطيلي با شرايط انتهايي  ي نمايش صفحه  10شكل 
  

حاكم بر  ي نازك معادله يها ورقتئوري  براساس  
 گـردد  مـي ن ابي ـ ي زيـر  رابطه صورت بهخمش صفحه 

]18[:  

)27(  
4 2 4

4 2 2 4

w w w
D( 2 ) q

x x y y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

3

2

Et
D

12(1 )
=

− ν

صـفحه   z در جهـت يي جا جابه w ي فوق رابطهكه در 
 ،سختي صفحه ي دهنده نشان Dو  qتحت بار خارجي 

E  ــدول ــام ــخامت ورق و  t، يعارتج ــريب  νض ض
حل صـفحات   يها كيتكنبا استفاده از  .پواسون است

  :زير نوشت صورت بهتوان  يي آن را ميجا جابه] 16[
  
)28(  4qa

w = α
D

حـل دقيـق    براسـاس مقداري است كه  αضريب   

 متفـاوت  گـاهي  فتن شـرايط تكيـه  رصفحه با در نظر گ
تـابع   )28(ي  رابطهبا استفاده از ]. 18[ شود محاسبه مي

زيـر بيـان    صـورت  بـه توان  را ميشرايط حدي صفحه 
  :نمود

  
)29(  

D

qa

360

a
)w(G

4

α−=  

گيردار -كه بر مبناي حل ورق با شرايط مرزي مفصلي
يي در جــا جابــهآزاد، مقــدار محدودكننــده -و مفصــلي

ــه  ــط لب ــادل  ي وس ــي  a/360آزاد مع ــان م ــردد بي . گ
مشخصات آماري پارامترهاي مختلف متغيـر تصـادفي   

  .است شده ارائه )8(در جدول 
ــده     ــرا ش ــدار همگ ــراي    ي مق ــي ب ــردار طراح ب
 غيرخطـي گراديـان مـزدوج    ي شـده  اصلاح هاي روش

   .باشد مي )9(جدول  مطابق با
قابليت همگرايي شاخص  ي تاريخچه )11(شكل   

در ايــن شــكل . دهــد مــيرا نشــان  ) 5(مثــال اعتمــاد 
 14تـا   MFRو  FR هـاي  روش ي همگرايـي  تاريخچه
 باشد ميتكرار مطابق هم  21تا  MDYو  DYتكرار و 

تجمع خطا در بردار جستجوي امتداد و نيز  علت بهاما 
 DY و FRشـده دو روش   معيار همگرايي درنظر گرفته

هـاي   گردند ولي روش ه و ناگهان واگرا ميشدهمگرا ن
حفـظ  همگرايي خـود را   MDYو   MFR شده اصلاح
ــي ــد م ــل دو روش    .نماين ــداري ح ــال پاي ــن مث در اي

  .پيشنهادي نشان داده شده است

  
  

  5خواص آماري متغيرهاي تصادفي مثال   8جدول 
  

 α  a(m) q(N/m2) E(N/m2) t(m) v  متغير

  نرمال-لوگ  نرمال  نرمال  نرمال-لوگ  نرمال  نرمال-لوگ  توزيع

  3/0  05/0  2×1011  5000  3  011236/0  ميانگين

  05/0  1/0  1/0  1/0  1/0  05/0  تغييراتضريب 
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  5نقاط طراحي مثال   9جدول 

 α  a(m) q(N/m2) E(N/m2) t(m) v  متغير

MFR 29869/0  4852/3  18/5301  1011 × 8793/1  03769/0  011395/0  

MDY 29873/0  4820/3  38/5287  1011 × 8851/1  03758/0  011390/0  

  

  
  5يي مثال ي همگرا تاريخچه  11شكل 

  
ي در مـؤثر پـارامتر   cكـه ضـريب    با توجه به ايـن   
 )10(جـدول  در  ،مطرح اسـت  ي شده اصلاحهاي  روش
به  شده ارائه هاي روشهمگرايي  حساسيتاي از  مقايسه
. اسـت  شـده  ارائههاي مورد بررسي  براي مثال cپارامتر 
 بـا  1برابـر بـا    cازاي مقـدار   به MFR پيشنهادي روش

در  cنســبت بـه ســاير مقــادير   يتــر كـم  تعـداد تكــرار 
ايـن روش   در .مورد بررسي همگرا شده است يها مثال

تعـداد تكـرار جهـت     3تـا   1 از c ضـريب  با افـزايش 
 )4(بـراي مثـال    كه يطور به ،يابد مي همگرايي افزايش

همگرا نشده اما در ساير  3تر از  بزرگ c ضريب ازاي به
قابليـت اعتمـاد   شاخص  با تعداد تكرار و مقدار ها مثال

 رسـد كـه روش   نظـر مـي   بـه . همگرا شده است يكسان
موجـب   )c )c>3ضـريب  با افـزايش   FR شده اصلاح

محدود كـردن  . واگرايي و يا افزايش تعداد تكرار گردد
موجــب  FR در روش بـردار امتـداد جسـتجو    تـر  بـيش 

  . گرددروش گراديان شبيه  آن بهكه ماهيت  گردد مي
براي عمـده   6و  c 5 ضريب ازاي به MDYروش   
برابر همگرا شـده   رمورد بررسي با تعداد تكرا يها مثال
بسـيار   4از  تـر  كـم  c ضـريب  ازاي بهاين روش . است

ين و تـر  كـم  )5(در مثـال   كـه  يطـور  بـه حساس است 
 1و  2 برابر cدر مقدار  ترتيب بهين تعداد تكرار تر بيش

در اين روش با افزايش  اوقاتبعضي . نتيجه شده است
اما در ) 3 و 4( مثال ابدي يمتعداد تكرار كاهش  cمقدار 
  .عكس آن نتيجه شده است )1(مثال 
و  MFR شـده  ارائـه  كلـي بـراي دو روش   طـور  به  

MDY  پيشـنهاد   3تا  1بررسي مقدار ضريب كنترل بين
 ـمنجر به همگرايي گرد ،ها مثال اينگردد كه  مي . انـد  هدي

ــرار    ــداد تك ــانگين تع ــزدوج  مي ــان م دو روش گرادي
بـه   )MDY(Σو  MFR( تعـداد تكـرار  /5( شـده  اصلاح

از ساير ضـرايب كنتـرل    تر كمازاي ضريب كنترل يك، 
 ـااز . نتيجه شده اسـت  تـرين ضـريب كنتـرل     بـه  ،رو ني

 شـده  اصلاح روش گراديان مزدوجانتخابي براي هر دو 
)MFR  وMDY(  استبرابر با يك.   

ــدول    ــه )11(در ج ــاخص  مقايس ــت اي از ش قابلي
افـزار   و نـرم گراديان مزدوج غيرخطي  هاي روشاعتماد 

FERUM ]19 [قـبلاً   كـه  يهمان طـور  .است شده ارائه
و  MFR شده اصلاح هاي روش ازاي به cمقدار  ذكر شد
MDY شده است درنظر گرفته 5و  1برابر با  ترتيب به. 
قابليـت اعتمـاد   شـاخص   ي شده مقدار همگرا اختلاف
 كـه  يطـور  بـه  اسـت  ناچيز ، بسيارشده ارائه هاي روش
در حـدود   )5(هـا در مثـال    ين اخـتلاف بـين آن  تر بيش
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نتيجـه شـده اسـت و ايـن امـر كـارايي و       درصد  05/0
جديـد گراديـان    ي شـده  ارائـه  هـاي  روشپايداري حل 

هـاي   عمدتاً در مثـال . دهد ميرا نشان  غيرخطيمزدوج 
نسبت بـه   FRروش  ان بيان نمود كهتو مي يمورد بررس

 بوده ي برخوردارتر بيشاز كارايي و توانايي  DYروش 
همگرا شـده   )2 و 3( يها مثال در FRاست زيرا روش 

الگــوريتم گراديــان  .مثــال 1در  DYولــي روش اســت 
يـك روش   عنوان بهتواند  مي شده ارائهمزدوج غيرخطي 

ها مـورد   تحليل قابليت اعتماد سازه برايكارا و توانمند 
شاخص قابليـت اعتمـاد    كه يطور بهاستفاده قرار گيرد 

نتـايج  بـا   شـده  ارائهكمك الگوريتم  حاصل از تحليل به
 هـاي  روش چنين هم .اختلافي ندارد FERUMافزار  نرم
توانـايي و نيـز دقـت     ،كـارايي  در ايـن مقالـه   شده ارائه

 تحليـل  در DYو FRهـاي   در مقايسه بـا روش  مناسبي
علاوه نتايج حـاكي از آن اسـت    هب. دارندقابليت اعتماد 

ــه ــب MFRروش  ك ــه روش  تنس ــده  MDYب در عم
ي همگـرا  تـر  كـم با تعداد تكرار  بررسيهاي مورد  مثال

   .شده است
  

  
  هاي مورد بررسي در مثال cبه پارامتر  MDYو  MFRهاي  قابليت اعتماد روش حساسيت تحليل ي مقايسه  10جدول 

  

 c  معيارهاي مقايسه  روش مثال
1 2 3 4 5 6 

#1 

MFR 
β 180466/3 180518/3  180518/3  180518/3  180518/3  180518/3  

32 23 تعداد تكرار 32 32 32 32 

MDY 
β 180678/3  180678/3  180559/3  180559/3  180559/3  180559/3  

تكرارتعداد   17 17 20 20 20 20 

#2 

MFR 
β 566393/2  566425/2  566488/2  566488/2  566488/2  566488/2  

 25 25 25 25 18 14 تعداد تكرار

MDY 
β 566387/2  566387/2  566387/2  566387/2  566387/2  566387/2  

 14 14 14 14 14 14 تعداد تكرار

#3 

MFR 
β 798183/4 798183/4 798183/4 798183/4 798183/4  798183/4  

11 11 تعداد تكرار 11 11 11 11 

MDY 
β 798504/4 796577/4 798839/4 798546/4 798546/4  798546/4  

 36 36 36 42 42 42 تعداد تكرار

#4 

MFR 
β 01649/2 016531/2 01649/2  همگرا نشد همگرا نشد همگرا نشد

 --- --- --- 219 177 24 تعداد تكرار

MDY 
β 016741/2  016741/2  016741/2  016742/2  016742/2  016742/2  

36 42 42 42 تعداد تكرار 36 36 

#5 

MFR 
β 089557/3 090448/3 089341/3 089341/3  089341/3  089341/3  

 18 18 18 18 18 11 تعداد تكرار

MDY 
β 08876/3 088992/3  089858/3  088771/3  091109/3  091109/3  

 24 24 38 68 14 88 تعداد تكرار
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  )MDY(c=5) و MFR(c=1)( گراديان مزدوج هاي روشقابليت اعتماد شاخص  ي مقايسه  11جدول 
  

مثال  روش مثال  #1 مثال #2 مثال #3 #4 مثال  #5 

MFR 180466/3  566393/2 798183/4 01649/2 089557/3  
FR 566488/2 همگرا نشد 798183/4 نشدهمگرا   همگرا نشد 

MDY 180559/3  566387/2 798546/4 016742/2 091109/3  
DY 180484/3  همگرا نشد همگرا نشد همگرا نشد همگرا نشد 

FERUM 180463/3  334820/2 923624/4 951339/1 088705/3  

  
  

  گيري خلاصه و نتيجه
در اين مقاله دو نوع روش گراديـان مـزدوج غيرخطـي    

هـا را در تحليـل مسـائل     و توانـايي آن اسـت   شده ارائه
چندين مثال مورد بررسـي قـرار    براساسقابليت اعتماد 

نسـبت   FRدهـد كـه روش    نتايج نشان مي. گرفته است
ي تـر  بـيش از كارايي و سرعت همگرايي  DYبه روش 
ممكن است در برخـي  ها  است اما اين روش برخوردار

همگـرا   غيرخطياز مسائل پيچيده با تابع شرايط حدي 
نياز به اصـلاح   DYو  FRهاي  روش ،رو نيااز . نشوند

تحت عنوان  شده اصلاحدارد كه در اين مقاله دو روش 
MFR  وMDY  يهـا  روشايـن  . معرفي گرديده اسـت 

، )c(جديد بر مبناي محدوديت پارامتر مقدار طول گـام  
اي،  هاي مختلف سازه و اين پارامتر براي مثال انداستوار 

نتايج حاكي از آن اسـت  . مورد ارزيابي قرارگرفته است
بـراي  ) c(ترين مقدار ضـريب كنتـرل طـول گـام      كه به

ايـن مقـدار    ازاي بـه اسـت كـه    1برابر بـا   MFRروش 
هـاي مـورد    ين تعـداد تكـرار بـراي تمـامي مثـال     تر كم

 cمقدار  MDYروش براي . بررسي، حاصل شده است
ايـن مقـدار تعـداد     ازاي بهشود كه  پيشنهاد مي 5برابر با 
ي نسبت به مقادير تر بيشهمگرايي از ثبات  برايتكرار 

c  ـ. برخوردار است 3تا  1بين  عـلاوه كـارايي روش    هب
MFR  نسبت به روشMDY باشـد زيـرا در    مي تر بيش

ي تـر  كـم هاي مورد بررسي با تعـداد تكـرار    عمده مثال
  .همگرا شده است
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