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  به روش ايزوژئومتريك FGزمان مسايل تنش مسطح با مصالح  و تحليل هم سازي مدل

  )يادداشت پژوهشي(
 

  )2(ناصرظريف مقدم     )1(بهروز حسني

  
كـه بـا    سـت در دنيا معرفي شده ا ،باشد نيز مي ها دي از مواد كامپوزيت كه در واقع پيشرفته ترين نوع آننوع جدي ،هاي اخير در دهه چكيده 

بـا  . كنـد  تغييـر مـي   مسأله ي در اين مصالح، مدول الاستيسيته به صورت يك تابع پيوسته در سراسر دامنه. شوند شناخته مي FGعنوان مصالح 
 سازي مدلباشد، لذا در اين پژوهش به روش  اين دسته از مسايل داراي نقاط ضعف مشخصي ميكه روش اجزاي محدود در حل  توجه به اين

وسـيله   و تحليل سازه هاي ساخته شده با اين مصالح با روش ايزوژئومتريك پرداخته و برخي از نقاط ضعف روش اجزاي محدود نيـز بـدين  
و كـاهش   مسـأله بنـدي   شـبكه  ي توان به حذف مرحلـه  اي محدود، مياز مزاياي روش ايزوژئومتريك نسبت به روش اجز. برطرف شده است

  .نشان داده شده است ،در انتها نيز با حل مثال، دقت و توانمندي اين روش. گير تعداد مجهولات و ابعاد دستگاه معادلات حاصله نام برد چشم
 

  ، مسايل تنش مسطح ، تكنيك نربزFGروش ايزوژئومتريك، مصالح   كليدي هاي واژه
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of FGM Plane Stress Problems 
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Abstract  The Functionally Graded Materials (FGM) have been introduced in the last few decades. In 
these materials the modulus of elasticity can vary as a continuous function throughout the domain of the 
problem. Due to some weaknesses of the Finite Element Method (FEM) in dealing with these problems, a 
slightly different version of the recently developed Isogeometric Analysis (IA) method is employed to 
overcome some of the deficiencies of the FEM. Amongst the benefits of the proposed method, elimination 
of the burden of mesh generation and a considerable reduction in the size of unknowns and consequently 
the number of the resulted equations can be named. Finally, the accuracy and robustness of the method is 
illustrated by a couple of examples. 
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  مقدمه
امروزه براي حـل مسـايلي كـه پـيش روي مهندسـين و      

شوند كـه   محققين قرار دارد، ناگزير به حل معادلاتي مي
اغلب داراي شكل ديفرانسيلي بوده و در واقـع بـا حـل    

تحليل شده و به جـواب   مسأله ،اين معادلات ديفرانسيل
اما چـون تعـداد محـدودي از    . يابيم مورد نظر دست مي

توان به صورت تحليلي حـل نمـود،    ا مياين معادلات ر
ــذا روش ــا عنــوان  هــا هــاي حــل ديگــري كــه آن ل را ب

البتـه  . انـد  توسـعه يافتـه   ،شناسـيم  ي عددي مـي ها  روش
گيـري   هاي عددي با ظهور كامپيوترها رشد چشـم  روش
ي هـا  اند و امـروزه بـه كمـك كامپيوترهـا و روش     داشته

يـده در  قادر به حل معادلات بسـيار پيچ  ،عددي موجود
ي هـا  برخـي از روش . باشـيم  هاي متنوع علوم مـي  حوزه

روش تفاضـلات محـدود    :عبارتنـد از  ،عددي معـروف 
)Finite Difference Method ( )FDM(  روش اجـزاي ،

ــدود  ، روش )Finite Element Method ( )FEM(مح
 Finite Point Method or Meshless(نقـاط محـدود   

Method ) (FPM (روش  :مانند يري جديدتها و روش
). Isogeometric Analysis) (IA(تحليل ايزوژئومتريك 

هر يك در پـي ديگـري آمـده و دو هـدف      ها اين روش
اولاً ايجـاد  : اين اهداف عبارتنـد از . اند اصلي را دنبال كرده

كــارايي، دقــت و ســرعت بــالاتر و ثانيــاً ايجــاد امكانــاتي 
  .قبلي هاي  جديدتر براي حل مسايل و رفع مشكلات روش

ــتفاده   ــل    اس ــدود در تحلي ــزاي مح از روش اج
ي پيچيده و مكانيك محاسباتي به امـري معمـول   ها  سازه

ايـن   ي شايد بتوان گفـت كـه توسـعه   . تبديل شده است
ي متعـدد  ها ي گذشته و وجود نرم افزارها روش در سال

سبب كاربرد وسيع اين روش در علوم مختلـف   ،تجاري
امـا بايـد    ؛ك شـده اسـت  از جمله علوم سـازه و مكاني ـ 

 ماننـد سيسـتماتيك بـودن روش    يدانست مزاياي مهم ـ
 سـازي  مدلدر يافتن توابع تقريب زننده،  اجزاي محدود

ي ها و كد ها  ي پيچيده، قابليت تبديل به الگوريتمها  شكل
، از علـل فراگيـر   ها كامپيوتري و پيشرفت سريع كامپيوتر

  . باشد شدن استفاده از اين روش مي

ــا    ــز  ام ــايبي ني ــدود داراي مع ــزاي مح روش اج
 سـازي  مـدل توانـايي   ،كه ايـن روش  با اين مثلاً. باشد مي

ولي براي بالا رفتن دقت  ،باشد اشكال پيچيده را دارا مي
افزايش يابد كه  ها المان ي لازم است كه تعداد و يا مرتبه

خود سبب بزرگ شدن دستگاه معـادلات حـاكم و گـاه    
. شود مي بر و زمان بسيار سختحل مسايل ناممكن و يا 

اجـزاي محـدود نيـز از اشـكالات ديگـر       ي توليد شبكه
روش مذكور است كه تاكنون وقت زيادي را از محققين 

مد توليد شبكه گرفته آي پايدار و كارها براي توليد روش
 ي مسـأله چنين به طور ميانگين براي حل يـك   هم. است

 مسـأله  زمـان حـل   ،درصد هشتادحدود  ،اجزاي محدود
اشكالات . [1] شود صرف توليد شبكه اجزاي محدود مي

ديگري نيز در روش اجزاي محدود وجـود دارد كـه در   
  .شود ميبيان  ادامه

 ،ها اسپلاينعددي حل مسايل با استفاده از روش   
بـراي   2005در سـال  مفـاهيم آن  است كه  روشي جديد

كـارانش بـا نـام     و هـم  )Hughes( اولين بار توسط هيوز
اين روش مبتني . [1] وش ايزوژئومتريك معرفي گرديدر

بـا   مسـأله ي ها و توليد جواب مسألهبر درك هندسي از 
 يعنـي نربـز   ،و نـوع توانمنـدتر آن   ها استفاده از اسپلاين

)NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline)( 
علاوه بر داشـتن مزايـاي   روش ايزوژئومتريك . باشد مي

از معايب آن را نيـز مرتفـع    روش اجزاي محدود، برخي
در  مسـأله دقيـق شـكل    سازي مدلدر واقع  .نموده است

دقيق شـرايط   سازي مدلمقايسه با روش اجزاي محدود، 
گاهي در مقايسه با روش اجزاي محدود كه شـرايط   تكيه
قابل اعمال است، عـدم   ها گاهي فقط در محل گره  تكيه

دسـتگاه  گيـر ابعـاد    نياز به توليد شبكه و كـاهش چشـم  
  .[1,2] باشد معادلات از مزاياي روش ايزوژئومتريك مي

 )FG )Functionally Graded Materialsمصالح   
انـواع مـواد    تـرين  پيشـرفته عنوان يكي از ه امروزه ب نيز

اي ساخته  اين مصالح به گونه. شود شناخته مي كامپوزيت
به نسبت تغييرات در جنس مصالح  ها شوند كه در آن مي

ماننــد  ومصــالح در حجــم مــاده وابســته اســت توزيــع 
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 ناگهـاني ي مرسـوم ايـن تغييـرات مصـالح     ها  كامپوزيت
توزيع مصالح در حجم ماده سبب تغييرات لذا  ؛باشد نمي
 شود تا مدول الاستيسيته نيز در كل دامنه تغيير نمايـد  مي
، نمـايي،  خطـي توانـد بـه صـورت     اين تغييرات مي. [3]

ايـن   توليد فرايند چگونگيبه  باشد كه غيرهو  لگاريتمي
در ادامه به جزئيات بيشـتري  . [4,5] مصالح وابسته است

  .اشاره خواهد شد FGدر خصوص مصالح 
 FGدر بخش دوم به معرفي مصالح در اين مقاله   

نربـز و   تكنيـك  و ها به معرفي اسپلاينو در بخش سوم 
در بخـش  . ايـم  پرداختـه  هـا  ي آنها شرح مختصر پارامتر

در مقايسه با روش اجـزاي   ش ايزوژئومتريك رارو سوم
روش  ،كــرده و در بخــش چهــارم   معرفــي محــدود

بـا   ايزوتروپيـك  كرنش مسـطح /مسايل تنشفرمولبندي 
در . ك بيــان شــده اســتاســتفاده از روش ايزوژئومتريــ
توانايي روش مـذكور را   ،بخش پنجم نيز با حل مسايلي

و پيشـنهاداتي در   در انتها نيز به بيان نتايج. ايم نشان داده
  .اين خصوص پرداخته شده است

  
  FGمعرفي مصالح 

هشـتاد   ي بـراي اولـين بـار در دهـه      FGصالح متئوري 
توسط گروهي از محققان علم مواد در ژاپن بـه   ،ميلادي

جديـدي از   ي گونـه  ،اين مصـالح . [3] دنيا معرفي شدند
مصــالح كامپوزيــت هســتند كــه در ابتــدا بــراي تحمــل 

كار گرفته ه هاي مكانيكي ب حرارتي در المان هاي گراديان
هـا   تري بـراي آن  كاربردهاي بسيار متنوع اما بعداً ؛شدند

 ي اين كاربردهـا ايـن اسـت كـه     از جملهمعرفي گرديد 
اي  قطعات مكـانيكي و سـازه   ي در كليه ها توان از آن مي

هـاي   هـاي شـديد حرارتـي، محـيط     كه تحـت گراديـان  
امـروزه  . [8-4] د، استفاده نمودخورنده و غيره قرار دارن

نيز از اين مصالح به عنوان توصيه شده ترين گزينه براي 
  .شود ياد مي ،هاي هوشمند توليد كامپوزيت

بـا عنـوان مصـالح     هـا  كـه گـاه از آن    FGصالح م  
داراي خواص مكانيكي،  شود، معمولاً ناهمگن نيز ياد مي

بـه  بهتـري نسـبت   ... حرارتي، الكتريكـي، خـوردگي و   

مـدول   ،در واقـع در ايـن مصـالح   . مصالح برخوردارنـد 
بـه   ،الاستيسيته از يك طرف جسـم تـا طـرف ديگـر آن    

تواند تغيير  صورت پيوسته و با هر نوع تابع دلخواهي مي
علت تغييرات در مشخصات مكانيكي اين مصـالح،  . كند

 .وجود تغييرات در توزيع مصالح در حجم جسـم اسـت  
تـوان بـه    مي ها بت به كامپوزيتاز مزاياي اين مصالح نس

لايه  چنين هممصالح مختلف و  چسبندگيحذف مشكل 
تــنش در  تمركــز ايجــادو  )delamination( لايــه شــدن

  .[9] محل اتصال مصالح مختلف نام برد
دو مشكل اساسي پس از معرفي تئـوري مصـالح     

FG كه اين مصـالح   اول اين :در مقابل محققين قرار دارد
توليد شوند كه مورد بحـث ايـن مقالـه    در عمل چگونه 

مشكل دوم اين است كه پس از سـاخت ايـن   . باشد نمي
در مـورد   ؟را تحليل نمـود  ها توان آن چگونه مي ،مصالح

ولي  ؛توان از روش اجزاي محدود كمك گرفت اخير مي
روش اجـزاي   يهـا   مشكلات زيادي به علت محدوديت

لمان مناسب عدم وجود يك ا مثلاً. شود محدود ايجاد مي
براي تحليـل ايـن مسـايل كـه بتوانـد تغييـرات مـدول        

در . اولين مشكل است ،الاستيسيته را در خود جاي دهد
يي اسـتفاده كـرد كـه    هـا   غير اين صورت بايـد از المـان  

مشخصات مكـانيكي آن المـان ميـانگيني از مشخصـات     
لـذا در عمـل    ؛مكانيكي توزيع شده در سطح المان باشد

را  هـا   بايستي تعداد المان مسألهن دقت حل براي بالا برد
گيري زياد كرد كه خود سبب بزرگ شدن  به شكل چشم

. شـود  مـي  مسـأله دستگاه معادلات و ازدياد زمـان حـل   
اقدام به تعريف مصالح  ها چنين بايستي به تعداد المان هم

به علت وجود همين مشـكلات اسـت كـه    . جديد نمود
بـراي برخـي حـالات    فقط  FGمسايل مربوط به مصالح 

به عنوان مثال مسايل تقارن محوري با ( ساده و مشخص
و به صـورت تحليلـي    )توزيع تواني يا لگاريتمي مصالح

يي بـا روش اجـزاي محـدود    ها البته كار ؛حل شده است
هنـوز هـيچ    ها نيز انجام شده كه به علت كامل نبودن آن

در به ي معروف اجزاي محدود در دنيا قاها يك از نرم افزار
پـژوهش   در ايـن . باشند نمي FGحل كلي مسايل با مصالح 
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ي عددي بـراي  ها  از روش ايزوژئومتريك كه يكي از روش
براي حل مسايل اسـتفاده   ،باشد حل معادلات ديفرانسيل مي

 سازي مدلشده است و مشكل اجزاي محدود در خصوص 
  .مصالح نيز در اين روش رفع شده است

  
   نيك نربزو تك ها معرفي اسپلاين

توان بـا   در واقع ابزاري رياضي هستند كه مي ها اسپلاين
و سطوح پيچيده را  ها  استفاده از اطلاعات اندكي، منحني

بـراي توليـد يـك    . [11] به صورت عـددي مـدل نمـود   
منحني اسـپلاين در حالـت كلـي بايسـتي بـا برخـي از       
تعاريف و مفاهيم آن آشنا بود كه بـه اختصـار در ادامـه    

  .استآمده 
  

0بــردار .  بــردار گــره 1 2 m{u ,u ,u ,...,u }Uنظــر  را در
اي از اعداد حقيقي است  شامل مجموعه ،اين بردار. بگيريد

i:ي به طوري كه رابطه i 1u u , i 0,1,2,...,m 1    در
و  )Knot Vector( بردار گـره  Uبردار . آن برقرار است

iu  مقادير گرهـي  ها )Knots(   بـازه  . شـوند  ناميـده مـي
 i i 1u , u  را يك دهانه گرهي )Knot Span( ميم نـا  مي

داراي  زيرا گره ها لزوماً تواند طول آن صفر باشد؛ كه مي
بـين گـره هـا     ي اگـر فاصـله  . باشـند  مقادير متمايز نمـي 

 يكنواخـت مساوي باشد، در ايـن حالـت بـردار گـره را     
)Uniform( غير  ،اين بردار ،صورت در غير اين ؛ناميم مي

  .خواهد بود )Non-Uniform( تيكنواخ
  

تابع پايه اسپلاين بـا درجـه    امين i.  توابع پايه اسپلاين
p )ــه ــا مرتب pي 1 ( ــا را ب i,pN u ــ نشــان داده و  هب

  :كنيم تعريف مي )1( ي رابطهصورت 

                     
  i i 1

i,0

1 if  u u u
N u

0 otherwise
 

 
  

  

                                  

   

 

i
i,p i,p 1

i p i

i p 1
i 1,p 1

i p 1 i 1

u u
N u N u

u u

u u
N u

u u




 
 

  


 






  

)1(  
ــا    برخــي از خــواص  بــه روابــط فــوق، توجــهب

  : پارامترهاي موجود عبارتنداز
1. i,0N u اي يك تابع پله )Step Function(  بوده و به

جز در بازه  i i 1u u ,u  در سـاير نقـاط   مقدار آن 
      .صفر است

pبــراي  .2 0 آنگــاه ، i,pN u  تركيــب خطــي از دو
pتابع پايه با درجه  1 باشد مي.   

و  Uتوابع پايه به بردار گـره   ي كليه ي براي محاسبه .3
   .نياز داريم pي درجه

0به تقسيم ) 1-2(در صورتي كه در رابطه  .4
0

برسـيم،   
   .كنيم آن را برابر با صفر لحاظ مي

5.  i,pN uاي ي تكـه ها اي هها، چند جمل )Piecewise 

Polynomial(     هستند كه بر روي يـك خـط حقيقـي
تعريف شده و فقـط بـازه    0 mu ,u  ـ  ثير أرا تحـت ت

، بــراي ســادگي بــه جــاي در ادامــه .دهنــد قــرار مــي
 i,pN u  ازi,pN چنــين بــه  هــم. كنــيم اســتفاده مــي

نوان يك مثال اگر درجه تابع پايه به ترتيب برابر بـا  ع
p 0,1, 2  و بــــــردار گــــــره برابــــــر بــــــا

 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75,1,1,1U توان توابـع   باشد، مي
ساير تـوابعي كـه   . ملاحظه نمود) 1(پايه را در شكل 
  .باشند داراي مقدار صفر مي ،اند نشان داده نشده

  

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1
N2,0

 u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N1,1

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N0,2

 

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1
N3,0

 u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N2,1

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N1,2

 

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1
N4,0

 u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N3,1

u

N
i,p

(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N2,2

   
براي درجات صفر و يك و دوبه ترتيب از چپ به راست شكل توابع پايه   1شكل 
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 نربـز توان يك سطح  مي.  و نربز اسپلاين توليد سطوح
در جهت  qو درجه  uدر جهت  pرا كه داراي درجه 

v محاسـبه   ذيـل بـه شـكل    )2( ي باشد را با رابطـه  مي
  :نمود

 
   

   

n m

i,p j,q i , j i , j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i , j
i 0 j 0

N u N v w
0 u 1

u, v ,
0 v 1N u N v w

 

 

 


 





P
S

)2(  

,iكه    j{ }P نقـاط كنترلـي و    ي شبكهi, j{w وزن  {
 ي توجه شود كه اگر وزن كليـه  .باشد مي ها مربوط به آن

هـا و سـطوح    ه منحنينقاط مساوي يك لحاظ شود، آنگا
در غيـر ايـن    ؛شناسـيم  توليدي را با عنوان اسـپلاين مـي  

. شــوند هـا و ســطوح نربـز توليـد مـي     منحنـي  ،صـورت 
i,p{Nچنـين  هم (u)}  وj,q{N (v)}    توابـع پايـه غيرگويـا 

)Non-rational B-spline basis function (  اســپلاين
  :شوند تعريف مي )4(و  )3(ي بردارهاي باشند كه بر رو مي
  
)3         (          p 1 r p 1

p 1 p 1

{0,..., 0 , u ,..., u ,1,...,1}  
 

U

  )4   (                 q 1 s q 1

q 1 q 1

{0,..., 0 , v ,..., v ,1,...,1}  
 

V  
  

rتوجــــه شــــود كــــه روابــــط   n p 1  و 
s m q 1   اگـر   و  باشـند  نيز برقرار مي p,q

i, jR u,v 
  :تعريف كنيم )5( ي را به شكل رابطه

  
)5(        

 

     

   
i,p j,q i, jp,q

i, j n m

k,p l,q k ,l
k 0 l 0

N u N v w
R u, v

N u N v w
 




  

  
بـاز   )6(را به شـكل   )5( ي توانيم رابطه اكنون مي 

  :نويسي نماييم
  
)6 (                        

n m
p,q
i, j i, j

i 0 j 0

u, v R u, v
 

 S P  
  

توان هر گونه سـطح   مي )6( ي با استفاده از رابطه  
جا در روش  اي را مدل نمود كه در اين دهپيچي ي و رويه

ها بـراي   ايزوژئومتريك، براي حل مسايل از اين فرمول
اطلاعات تكميلي در  .كنيم ها استفاده مي جواب سازي مدل

  .باشد يابي مي قابل دست [11,12]اين خصوص از مراجع 
  

در مقايسه با روش اجزاي  روش ايزوژئومتريك
  محدود

ــك در ا ــك روش ايزوژئومتري ــب تكني ــاي  صــل از تركي ه
Computer Aided Design( طراحي توسط كامپيوتر

 ( )CAD (
 .[17-13] حاصـل شـده اسـت    و روش اجزاي محـدود 

 چهارچوب كلـي تحليـل ايزوژئومتريـك بـا اسـتفاده از     
مبتنـي  در مقايسه با روش اجـزاي محـدود،   تكنيك نربز 
  :كه عبارتند از )1( باشد بر اصولي مي

را  ييهـا  هـا، شـبه المـان    ه جاي المـان ب اين روش در .1
و  دنشـو  با ضرب بردارهاي گره حاصل مي داريم كه

بايد توجه كرد كه بـه هـيچ عنـوان مفهـوم آن ماننـد      
به عنـوان  . باشد ها در روش اجزاي محدود نمي المان

كـرنش  /مانند مسـايل تـنش   مثال در مسايل دوبعدي
Uاين شبكه المان به صورت  مسطح V خواهد بود 
   .به آن اشاره گرديد كه قبلاً

 ها از تقسيم دامنـه توسـط دهانـه هـاي گرهـي      المان .2
)Knot spans( آيند دست ميه ب.   

نقـاط كنترلـي و    ي شـبكه با مشـاركت   مسألههندسه  .3
   .شود توابع پايه توليد مي

 )Isoparametric( با استفاده از مفهوم ايزوپارامتريـك  .4
هـا، سـرعت،    هـا، تـنش   لات ماننـد تغييرمكـان  مجهو

اي كـه بـراي    حرارت و غيره را با همـان توابـع پايـه   
   .نماييم ايم، بيان مي تعريف هندسه استفاده كرده

 Control( درجات آزادي عبارتند از متغيرهاي كنترلي .5

variables( باشند كه همان ضرايب توابع پايه مي.   
نيز با استفاده  )Mesh refinement( هروند بهبود شبك .6

از اضافه كردن گره، ارتقاي درجـه توابـع پايـه و يـا     
مشـابه بـا    ،ايـن عمـل  . شود ها انجام مي تركيبي از آن

ــود  روش ــاي بهب ــدود  hpو h،pه ــزاي مح در اج
نيز در  k ام روش بهبودالبته روش جديدي با ن. است
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چـون   ؛ امـا پـذير اسـت   تحليل ايزوژئومتريك امكـان 
توضـيح داده نشـده كـه     ،باشـد  مبحث اين مقاله نمي

   .رجوع نمود [1]جع براي اطلاع بيشتر به مر توان مي
، هماننــد )Assemble( گـذاري  هـم  روي ي در مرحلـه  .7

هاي محاسبه شـده بـراي    روش اجزاي محدود، آرايه
در تحليل ايزوژئومتريك در يك  )Patches( ها وصله
 يبراي ايجاد سازگار. شوند كلي قرار داده مي ي آرايه

)Compatibility( تـــوان از  هـــا، مـــي بـــين وصـــله
هـا يـا سـطوح دو     پارامترهاي مشابه براي ساخت لبه

در  .اسـتفاده نمـود   )Patch Interfaces( طرف وصله
ي اي بـين روش اجـزا   تـوان مقايسـه   مـي  )1(جدول 

مشـابهت  از ديـدگاه   يزوژئومتريـك ا محدود و روش
را  روش يك از دوهاي كليدي در هر برخي مشخصه

  .نمود ملاحظه

ناپايـداري  در واقع در جدول فوق، گيبز  ي پديده  
ــب ز  ــي از تقري ــد   ناش ــا چن ــته ب ــاي ناپيوس دن داده ه

     باشـد كـه در شـكل     مـي  لاگرانـژ  ي جبـري هـا  اي جمله
چنـين ملاحظـه    هـم  .ه اسـت شـد  نشـان داده  )الف -2(

 ي درجـه  تعداد نقـاط و در نتيجـه   شود كه با افزايش مي
اگـر   ولـي . شـود  اين نوسان شـديدتر مـي   ،اي چندجمله

استفاده  ها به عنوان نقاط كنترلي در نظرگرفته شوند، داده
 ي سـبب مشـاهده   )ب -2(همانند شكل  از تكنيك نربز

شد و در هاي توليدي خواهد  رفتاري متفاوت در منحني
ايـن  . واقع ميرايـي در تغييـرات را شـاهد خـواهيم بـود     

هـايي را كـه    شود تا بتوانيم محـل  خصوصيت سبب مي
ــا جــواب  ــادي در هندســه ي ــرات زي ــا رخ  داراي تغيي ه

   .[1] مدل نماييم ،دهد مي

  
  روش اجزاي محدود و روش ايزوژئومتريك ي مقايسه  1جدول 

  
  روش ايزوژئومتريك  روش اجزاي محدود

 نقاط كنترلي نقاط گرهي
  متغيرهاي كنترلي متغيرهاي گرهي

  مقادير گره ها در بردار گره اجزاي محدوديشبكه
  يابي نقاط و متغيرهاي كنترلي با توابع پايه عدم انجام درون يابي نقاط و متغيرهاي گرهي با توابع پايه انجام درون

  دقيق ي هندسه هندسه تقريبي
  توابع پايه نربز اي هاي جبريندجملهتوابع پايه از نوع چ

  )Variation diminishing( ميرايي تغييرات ) Gibbs phenomena(گيبزيپديده
 وصله ها هازير دامنه

 
  

  
  الف ب

  
ميرايي تغييرات براي داده هاي ناپيوسته با تكنيك نربز) درونيابي لاگرانژ براي داده هاي ناپيوسته، ب) الف  2شكل 
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   دست آوردن فرمولبندي ايزوژئومتريكه ب
ــن بخــش ــاتي در  پــس از دســت در اي ــه تجربي ــابي ب ي

خصــوص روش ايزوژئومتريــك در كارهــاي پژوهشــي 
حاكم ديفرانسيل  ي ابتدا به معرفي معادله ،[18,19] گذشته

كـرنش مسـطح نمـوده و سـپس مراحـل      /بر مسايل تـنش 
يابي به فرمولبندي روش ايزوژئومتريـك بـراي حـل     دست

از تئـوري  گونـه كـه    همـان  .[2] شـود  اين مسايل بيان مي
بـه طـور    )7(، معـادلات ديفرانسـيل   دانيم ميالاستيسيته 

  :باشند كرنش مسطح حاكم مي/تنش بر مسايلزمان  هم
  

11 12 66 x

u v u v
c c c f 0

x x y y y x

         
                   

66 12 22 y

u v u v
c c c f 0

x y x y x y

         
                 

)7(  
شرايط مرزي طبيعي به صورت  ،در اين معادلات  
  :شوند يان ميب )8(روابط 

  
             x 11 12 x 66 y

u v u v
t c c n c n

x y y x

      
            

  

            y 66 x 12 22 y

u v u v
t c n c c n

y x x y

      
            

  

)8(   
باشند  ها ضرايب الاستيسيته ميijcدر اين روابط،   

با فـرض ثابـت بـودن ضـريب پواسـون در سراسـر        كه
 و تغييرات پيوسـته در مقـدار مـدول    مسألهحل  ي دامنه

,E(xالاستيسيته به صـورت   y)،  حالـت كلـي بـراي    در
از روابط  FGايزوتروپيك با مصالح  مسطح تنشمسايل 

  :ذيلشكل به  )9(
  

11 22 12 662 2

E(x, y) E(x, y) E(x, y)
c c , c , c

2(1 )1 1


   

    

)9(  

 با مصالح ارتوتروپيك مسطح كرنشو در مسايل   
  :دست مي آينده ب )10(از روابط 

   

11 222 2

12 662

(1 )E(x, y) (1 )E(x, y)
c , c ,

1 2 (1 )(1 2 )

E(x, y) E(x, y)
c , c

2(1 )1 2

 
 

      


 
  

  

)10( 

  )11(روابط  به صورترا  مسألهجواب  ،در ادامه  
 بــراي تغييــر مكــان  )12( و u(r,s)بــراي تغييــر مكــان 

v(r,s)كه در واقع از  گيريم در نظر مي مسأله ي در دامنه
تعريف توليد رويه اسپلاين حاصل شده اسـت و تغييـر   

 متنـاظر بـا   (r,s)در هـر نقطـه   مسـأله  ي مكان در دامنـه 
(x, y) تخراج از روي ارتفاع رويه حل اس مسألهدر دامنه
همان پارامترهايي هستند كه مقاديرشان از  s و r كه شده

  :شود بردار گره حاصل مي
  

                   

 
   

   

 

n m

i,p j,q i, j i, j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

n m
p,q
i, j i, j

i 0 j 0

N r N s w U

u r,s
N r N s w

R r,s U

 

 

 









  

)11(  

                     

 
   

   

 

n m

i,p j,q i, j i, j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

n m
p,q
i, j i, j

i 0 j 0

N r N s w V

v r,s
N r N s w

R r,s V

 

 

 









  

)12(  
در  مـدول الاستيسـيته   تغييـرات  سـازي  مدلبراي   
فوق اسـتفاده   ي رابطه نيز از روابطي مانند مسأله ي دامنه
11cو ضـرايب مـاتريس الاستيسـيته را بـا      نموده (r,s) ،

22c (r,s) ،12c (r,s) 66وc (r,s) چنين  هم. دهيم نشان مي
 ـ ي در كليه نيـز از روابـط    yو  x جـاي ه روابط بايستي ب

 r را با پارامترهـاي  ها ه و آنپارامتري مشابه استفاده نمود
 ينمـا  تـوان تـابع   اكنـون مـي   .[2] جايگزين نمـاييم  s و
)Functional ( ي مربوطه را به شكل رابطه )نوشت) 13:  
)13                                (   1

B , l
2

  u u u  
ــه    ــن رابط ــه در اي ــان و  u،ك ــر مك ــردار تغيي  ب
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 B ,u u  و l u ــ ــش ه ب ــب بخ ــا ترتي ــيه  ي دوخط
)Bilinear( و خطي )Linear( طبـق روابـط   نما  تابع)و ) 14
  .باشند مي) 15(
  

       

patch

2
patch 11 12

2 2
22 66

2

u u v
B( , ) h [c ( ) 2c

x x y

v u
c ( ) c (( )

y y

u v v
2 ( ) )]Jdrds

y x x



  
  

  
 

 
 

  


  

u u �

  

)14(  
  و

                   
patch

patch

patch x y

patch x y

l( ) h (uf vf )dxdy

h ut vt d





   

 




u �

�  

)15(  
جـا مشـابه روش اجـزاي     در ايـن  patch زيرنويس  

هـاي   وصله شود، براي استفاده مي ها محدود كه براي المان
. اسـتفاده شـده اسـت    مسـأله  ي هندسه ي تشكيل دهنده

گيـري روي مرزهـا و    براي انتگرال چنين از پارامتر هم
گيري روي سطح اسـتفاده شـده    براي انتگرال از پارامتر 

و  )Traction forces( نيروهاي خـارجي  ytو  xt .است
  .باشد مي هر وصله ضخامت نيز hپارامتر 

پــس از نوشــتن شــكل ضــعيف معــادلات و        
بــه دســتگاه  )2( مــورد نيــاز يژاكــوبين هــا ي محاســبه

رسيم كه بـا حـل آن    مي )16( ي رابطهمعادلاتي به شكل 
توان مختصات ارتفاع نقـاط كنترلـي را بـراي توليـد      مي

سپس بـا اسـتفاده از فرمـول     .رويه جواب محاسبه نمود
توان مقدار تغييـر   و تكنيك معكوس نربز مي توليد رويه

و يـا كانتورهـاي    مسألهدلخواه از  ي مكان براي هر نقطه
  :دست آورده ب مسألهتنش و تغيير مكان را براي 

  
  

)16                                         (    U FK 

]،كه در اين رابطـه    ]Kتريس ضـرايب، مـا  ؛{F}؛ 
در . دنباش ـ مـي  هـا  ار تغييرمكـان برد ؛{U}وبردار نيروها 

هـا   ادامه با حل مثال، كيفيت و توانمندي و دقت جـواب 
  .در روش مذكور نشان داده شده است

  
   ها حل مثال

در اين بخش دو مثال حل شده اسـت كـه در مثـال اول    
 و صـحت نتـايج تحليـل بـا     نشان دادن توانمنـدي  براي

نتايج بـا روش اجـزاي    ي روش ايزوژئومتريك و مقايسه
به صورت ايزوتروپيك و بدون تغييـرات   مسأله ،محدود

 مسأله ،در مثال دوم. در مدول الاستيسيته حل شده است
و در مـورد نتـايج   حـل   FGدر حالت مركـب و مصـالح   

  .بحث شده است
 ي صـفحه فـرض شـده اسـت كـه      ،ثـال در اين م :1مثال

در حالت تنش  با اتصال گيردار در يك انتها و مستطيلي
 در انتهاي آزاد خـود  100.0مسطح تحت اثر بار متمركز 

مقـدار  . قـرار دارد  )3(در شـكل   در گره مشخص شـده 
 مقـدار ثابـت   برابـر بـا   در كـل دامنـه    مدول الاستيسيته

فـرض   0.15و مقدار ضريب پواسون برابـر بـا    1500.0
 ،شـود  ديـده مـي   )3(طور كه در شكل  همان. شده است
فرض شده است كه با ضخامت واحد  2در  10ابعاد تير 

 960 تقسـيم دامنـه بـه    ابتدا با روش اجزاي محدود و با
شـود كـه    ملاحظه مي .المان چهار گرهي حل شده است

منجـر بـه حــل    مسـأله حـل   ،در روش اجـزاي محـدود  
معادلــه و مجهــول  1000 دحــدودســتگاه معــادلاتي بــا 

سپس با استفاده از نرم افزار تهيـه شـده بـا     .خواهد شد
حـل و نتـايج بـا     مجدداً مسألهروش ايزوژئومتريك نيز 

  .روش اجزاي محدود مقايسه شده است

  
  1 شبكه بندي اجزاي محدود و ساير مشخصات مثال  3شكل 
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 zuبـراي تغييـر مكـان قـائم     مسألهنتيجه تحليل   
) 4(صفحه مستطيلي  با روش اجزاي محدود در شـكل  

  .نشان داده شده است
  

    
  1تحليل اجزاي محدود مثال   4شكل 

  
ي بيشتر نيـز  ها مذكور با تعداد المان ي مسألهالبته   

حاصـل   هـا  تغيير معناداري در جواب حل شده كه اساساً
فـــوق را بـــا روش  ي مســـأله اكنـــون. نشـــده اســـت

كنترلي مطابق شكل  ي نقطه 55ژئومتريك و با تعداد ايزو
گيـريم   نتيجه مـي ) 5(دقت در شكل  با .كنيم حل مي) 5(

در ايــن  هــر مســتطيل يــك المــان نيســت و اصــلاًكــه 
خصـــوص شـــباهتي بـــين اجـــزاي محـــدود و روش 

ي روش هـا  المـان  ،در واقـع . ايزوژئومتريك وجود ندارد
 ـ ي گهـا  ضـرب بـردار   ايزوژئومتريك از حاصل ه رهـي ب

در حالت كلي گره ها در اجـزاي محـدود   . آيد دست مي
در حـالي كـه در روش    ؛گيرنـد  بر روي دامنه قـرار مـي  

تواننـد بـر روي دامنـه     ايزوژئومتريك نقاط كنترلـي مـي  
  .نباشند

  

    
  مستطيلي ي نقاط كنترلي در صفحه ي شبكه  5شكل 

  
 برابــر بــا  طــوليبــردار گــره بــراي جهــت      

ــت   }0و0و0و0.25و0.5و0.75و1و1و1{ ــراي جهـ و بـ
در نظـر  } 0و0و0و0.33و0.66و1و1و1{عرضي برابر بـا  
چنين درجه توابع پايه اسـپلاين در   هم. گرفته شده است

 ي نتيجـه  .لحـاظ گرديـده اسـت    دومسـاوي   مسألهاين 
) 6(در شـكل   ،تحليل ايزوژئومتريك با شرايط ذكر شده

  .نشان داده شده است

  

  
  

  1مثال  تحليل ايزوژئومتريك  6شكل 

  
) 4(هـاي   گونه كه از روي كانتورهاي شكل همان  

بسيار بـه يكـديگر    ،شود، نتايج تحليل ملاحظه مي) 6(و 
براي تغيير شـكل قـائم محـور     مسألهشبيه است كه اين 

نشـان داده  ) 7(مستطيلي فوق در شـكل   ي مياني صفحه
  :شده است

  

    
  ئومتريكمقايسه نتايج روش اجزاي محدود با روش ايزوژ  7شكل 

  
توجه شود كه در واقع در تحليل ايزوژئومتريـك     

ضـرب تعـداد    المان كـه در واقـع از حاصـل    12فقط از 
در  ؛استفاده شده است ،شود هاي گرهي حاصل مي دهانه

المـان چهـار    960حالي كه در روش اجزاي محـدود از  
برابـر بيشـتر    80گرهي استفاده شـده اسـت كـه حـدود     

تعـداد   ،حليل ايزوژئومتريـك چنين در روش ت هم. است
و در اجزاي محدود در  100مجهولات گرهي در حدود 

شود تغييرات قابل  است كه باز ملاحظه مي 1000حدود 
ابعاد دستگاه معادلات نهايي ايجـاد شـده   اي در  ملاحظه

در  مسـأله  سرعت و دقـت حـلّ  كه سبب افزايش است 
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چنــين در روش  هــم. شــده اســت روش ايزوژئومتريــك
گـاه فقـط نقـاط     تكيـه  سـازي  مـدل محدود براي  اجزاي
ي هـا  شوند كه از معايب و ضـعف  گاهي گيردار مي تكيه

شود، در حالي كـه در   روش اجزاي محدود محسوب مي
روش ايزوژئومتريــك كــل وجــه ســمت چــپ صــفحه 

بـه صـورت    سراسـري و پيوسـته  مستطيلي به صـورت  
 سـازي  مـدل شود كه باز تفاوت در دقت  گيردار مدل مي

  .روشن خواهد بود ،ت به روش اجزاي محدودنسب
 ي يـك صـفحه  ) 8(مطـابق شـكل    ،اين مثالدر  :2مثال 

مربعي به ابعاد پنج در پنج با ضخامت واحد تحـت اثـر   
 ـ. دو بار متمركـز در انتهـاي آزادش قـرار دارد     ه دليـل ب

در روش اجــزاي   FGكــه حــل مســايل بــا مصــالح  ايــن
 هـا  ت جـواب كه از صح براي اين ومحدود مشكل است 

در چهار با يك روند منطقي و  مسألهاين  ،مطمئن باشيم
  .حالت مجزا حل شده است

  

  
مربعي با چهار حالت مجزا در توزيع مدول  ي صفحه  8شكل 

  الاستيسيته

  
در حالت اول و دوم فرض شده است كه مـدول    

 ؛ترتيبه الاستيسيته در كل دامنه ثابت بوده و مقادير آن ب
علت اين  ،در واقع .لحاظ شده است 100000و  10000
براي دو حالت  مسألهداشتن نتايج تحليل  ه دليلفرض ب

فرض شده اسـت   ،سپس در حالت سوم. باشد حدي مي
 ـ 10000بـه   100000كه مدول الاستسيته از  صـورت  ه ب

كـه مقـدار مـاكزيمم در     بـه طـوري   ؛نـد ك خطي تغيير مي
فـرض   در حالت چهـارم نيـز  . قرار داردسمت تكيه گاه 

. باشد شده است كه اين تغييرات به صورت درجه دو مي
  .ملاحظه شود )9(شكل 

  

    
  تغييرات خطي و درجه دو مدول الاستيسيته  9شكل 

  
 ،رود گونه كه بـه طـور منطقـي انتظـار مـي      همان  

و  )بـا تغييـرات خطـي   ( ي مراحل سـه ها بايستي جواب
بين دو حالت حدي يك و  )با تغييرات درجه دو( چهار

خـط  با ترسيم نتـايج تغييـر مكـان     .دو قرار داشته باشد
نتـايج   )10(مركزي اين صفحه مستطيلي مطـابق شـكل   

  . باشد قابل ملاحظه مي
  

    
نتايج تغيير مكان قائم محور صفحه مربعي براي چهار   10شكل 

  حالت متفاوت
  

با توجه بـه سـختي   شود كه  چنين ملاحظه مي هم  
 ـ   مسـأله بالاتر  خطـي مـدول    توزيـع ا در حالـت سـوم ب

رود كه نتايج آن بين حالـت دوم و   الاستيسيته، انتظار مي
قابـل   ،نيـز در شـكل   مسـأله چهارم قرار بگيرد كه ايـن  

ــه اســت ــي. ملاحظ ــا م ــه روش   در انته ــوان گفــت ك ت
ــك ــايل     ،ايزوژئومتري ــل مس ــالايي در ح ــدي ب توانمن

دارد كــه بــراي  FGخصــوص مســايل ه بــ ؛الاسيتيســيته
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 ـ  ،ي ايـن روش هـا  توانمنـدي  از ا برخـي آشنايي بيشتر ب
  .رجوع نمود [18,19] عتوان به مراج مي
  

   گيرينتيجه
روشي شـناخته شـده و توانمنـد در     ،روش اجزاي محدود

ولي بـا توجـه بـه     ؛باشد تحليل مسايل سازه و مكانيك مي
ي ديگـري  هـا  ي ايـن روش، روش هـا  برخي از محدوديت

ومتريـك بـراي   ي بدون شبكه و روش ايزوژئها مانند روش
 ـي اخير اراها ي آن در سالها پوشش ضعف . سـت ا ه شـده ئ

كـه روش ايزوژئومتريـك در ابتـداي راه     با توجـه بـه ايـن   
يك از نرم افزارهـاي   و هنوز در هيچ تكامل خود قرار دارد

ولـي   تجاري در جهان مورد اسـتفاده قـرار نگرفتـه اسـت،    
يـك  مكان ي پتانسيل بالاي اين روش در حل مسايل پيچيده

ايـن روش در زمـان    ارتقا و عمومي شـدن سبب  ،و سازه

روش كه در حل مسايل از مزاياي اين . شدكوتاهي خواهد 
سـرعت و دقـت بـالاي    راحتـي،   توان بـه  مي ،مشاهده شد

نســبت بــه روش اجــزاي  هندســه و مصــالح، ســازي مــدل
كـاهش   ،مسـأله  ي عدم نياز به شبكه بنـدي دامنـه   ،محدود

دقيق شرايط مـرزي   برآورده شدنو  ابعاد دستگاه معادلات
تـوان   ميد به عنوان پيشنها. اشاره نمود مسأله سازي مدلدر 

 سـازها  توپولـوژي و شـكل   از اين روش در بهينـه سـازي  
)Structural Shape and Topology Optimization(   بـا

و توليـد   گيـر متغيرهـاي طراحـي    توجه به كاهش چشم
 Smooth( تيكنواخبا مرزهاي  تر هاي بسيار عملي شكل

boundaries(   ــايل ــل مسـ ــا حـ ــالح و يـ ــا مصـ  FGبـ

)Functionally Graded Materials(   كه انجام هر كـدام
هـاي مشـهودي    با روش اجـزاي محـدود داراي ضـعف   

  .باشد، استفاده نمود مي
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