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  1393،دو، شماره پنجمسال بيست و    كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشريه 

  
  استفاده  براي محدود ياجزاروش افزار  خطي در نرم ي ويسكوالاستيسيتهسازي عددي  مدل

  چندگانههاي  سازي فيزيك در مدل
  )يادداشت پژوهشي(

  
 )2(جعفر اسكندري جم    )1(مجتبي حقيقي يزدي

  
 

) COMSOL Multiphysics( محـدود  اجـزاي روش افـزار   قابليت ايجاد يك مدل ويسكوالاستيك خطي در يك نـرم در اين مقاله،   چكيده
ارائـه شـده    اي صفحهو كرنش  اي صفحه تنشهاي  حالته خطي براي تمورد بررسي قرار گرفته است. معادلات حاكم بر رفتار ويسكوالاستيسي

جايي كه معادلات ارائه  از آن اند. قرار گرفته تأييدها در قالب يك مثال مهندسي مورد بررسي و  كاربرد آن ي و نحوه درستي اين معادلاتاست. 
صـورت   رفتار ويسكوالاستيك خطي بـه  سازي مدلتوان از مدل ارائه شده در  مي باشد، مي چندگانههاي  فيزيك سازي مدلشده قابل استفاده در 
  ديگر نيز استفاده كرد.هاي  كوپل شده با فيزيك

  .چندگانههاي  ويسكوالاستيك خطي، مدل رئولوژيك، فيزيكمحدود،  اجزاي سازي مدلروش عددي،   كليديهاي  واژه
  
  

Numerical Modeling of Linear Viscoelasticity in a Finite Element Method Software 
Package to be used for Modeling of Multiphysics  

 
 

M. Haghighi-Yazdi                J. Eskandari Jam 
 
Abstract  In this paper, the capabilities of modeling linear viscoelasticty in a finite element method 
software package (COMSOL Multiphysics) are investigated. The governing equations of linear 
viscoelasticity have been developed for 2D cases of plane stress and plane strain. These equations have 
been verified by solving a related engineering example. Since the developed equations are suitable for 
modeling of multiphysics mechanisms, the presented model can also be used for modeling of the linear 
viscoleasticity coupled with other multiphysics phenomena. 
 
Key Words  Numerical Method, Finite Element Modeling, Linear Viscoelasticity, Rheological Model, 
Multiphysics. 
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  مقدمه
دليل كاربرد فراواني كه در  رفتار ويسكوالاستيك مواد به

صنايع مختلف داراست، موضـوع پـژوهش بسـياري از    
 ،ن قرار گرفتـه اسـت. در ميـان ايـن گونـه مـواد      امحقق

بارز و آشـنايي هسـتند كـه     ي نمونهاي  شيشهپليمرهاي 
عبـارتي رفتـار    باشند؛ به مي ويسكوالاستيك رفتارداراي 

دهنـد. معمـولاً    مـي  وابسته به زمان و دما از خود نشـان 
رفتار ويسكوالاستيك خطي در اين نوع مواد  سازي مدل

كـه معـروف بـه     هاي ويسكوالاستيك با استفاده از مدل
ايـن   پـذيرد.  مـي  انجـام  د،نباش ـ مي هاي رئولوژيك مدل
پيسـتون  -فنر خطي و سـيلندر تعدادي  از ها عموماً مدل

هـم   صورت موازي و يا سـري بـه   به كه اند تشكيل شده
موجـود، دو مـدل   هـاي   در بـين مـدل   شوند. مي متصل

 وويت-ماكسول و كلوينهاي  مدلبه نام بسيار معروف 
محـدودي   اجـزاي هاي افزار نرمها در  باشد. اين مدل مي
رفتـار   سـازي  مدل براي )ABAQUSآباكوس ( چون هم

عنـوان مثـال    شـوند (بـه   مي گرفتهكار  بهويسكوالاستيك 
[1](.   

 COMSOLكامسول ( افزار نرم مانندي افزار نرمدر   

Multiphysics ([2] سازي مدل ي نيز مطالعاتي در زمينه 
ــه اســت.   ــواد صــورت گرفت ــار ويسكوالاســتيك م رفت

رفتـار   سازي مدلبه  [3]عنوان مثال، موراوك و لتزلتر  به
 انـد.  ويسكوالاستيك خطي در مواد بيولوژيكي پرداختـه 

توانسـتند مـدل    كامسـول  افـزار  نـرم ايشان با استفاده از 
خزش و رها شدن  هاي ويسكوالاستيك را براي آزمايش

قرار دهنـد.   تأييدمورد درستي آن را و  نندتنش ايجاد ك
در  كامسـول  افـزار  نرمقابليت از  [4]چنين ماروالووا  هم
تنش ويسكوالاستيك يك نـوع لاسـتيك در    سازي مدل

. با وجود اين، بـا توجـه بـه    بهره بردبزرگ هاي  كرنش
رئولوژيـــك مختلـــف موجـــود بـــراي  هـــاي  مـــدل

مـدل   ماننـد سازي رفتار ويسكوالاستيك مواد ( مشخصه
ــه ــيم يافت ــوين ي تعم ــول)-كل ــت و ماكس ــوز  ،ووي هن

 افـزار  نـرم رفتار ويسكوالاستيك مواد در اين  سازي مدل
ايـن  در جـايي كـه    ناز آ انـد.  توسعه نيافتهكامل  طور به

مكــانيكي و هــاي  مــدل ســازي مــدلامكــان  افــزار نــرم
كوپل شـده بـه راحتـي فـراهم     هاي  خصوص فيزيك به

ستيك خطي موجـود  است، لازم است تا مدل ويسكوالا
تـا قابليـت    يابـد بيشـتري   ي نيز توسعه افزار نرمن يدر ا
هـاي   چندگانـه شـامل پديـده   هـاي   فيزيـك  سـازي  مدل

  رفتاري ويسكوالاستيك فراهم گردد.
ــور     ــين منظ ــه هم ــت ب ــدلقابلي ــازي م ــار  س رفت

با استفاده اي  ويسكوالاستيك خطي در يك پليمر شيشه
وويـت در  -ماكسول و كلـوين  ي يافته تعميمهاي  از مدل

توسـط   سـازي  مـدل اين پژوهش توسـعه يافتـه اسـت.    
 افـزار  نـرم ) در PDEيي (ديفرانسيل جز ي ماژول معادله

تواند به راحتـي   مي ايجاد شده است و بنابراينكامسول 
بــا ديگــر اي  هــا مكانيــك ســازه بــه مســايلي كــه در آن

يك نمونه از  تعميم داده شود. ،باشد مي ها كوپل فيزيك
انتقـال گـاز    ي كوپل شـده پديـده  هاي  اين گونه فيزيك

هـاي   ، كـه در آن فيزيـك  اسـت پليمري هاي  درون لوله
اي، نفــوذ جــرم و رســانش  مكانيــك ســازه ي گانــه ســه

قابليـت  در ايـن پـژوهش   . [8-5] هستندحرارتي دخيل 
 افـزار  نـرم رفتـار ويسكوالاسـتيك خطـي در     سازي مدل

ــزاي ــدل كامســول  محــدود اج ــتفاده از م ــا اس ــاي  ب ه
 وويـت  -ماكسـول و كلـوين   ي يافتـه  رئولوژيك تعمـيم 

ر قالب حل مثالي افزايش داده شده است. اين قابليت د
  است.  هنيز به نمايش در آمد

ماكسـول و   ي رئولوژيـك تعمـيم يافتـه   هـاي   مدل  
سـازي   مشخصه برايتوانند  مي چنين هم وويت -كلوين
 ي يـك مـاده  ) compliance(و نرمي  )modulus( مدول

خزش و رها شـدن تـنش مـورد     ها پليمري در آزمايش
استفاده قرار گيرنـد. امـا مـدولي كـه از مـدل ماكسـول       

مستقيم قابل تبديل بـه نرمـي در    طور بهشود  مي حاصل
باشد. اين عبارت براي عكـس   وويت نمي -مدل كلوين

عبارتي نرمـي حاصـل از    بهاين حالت نيز صادق است. 
از . باشـد  مستقيماً قابل تبديل به مـدول نمـي   ها آزمايش

جايي كه در برخي از مطالعات لازم است كـه چنـين    آن
مـدول و نرمـي انجـام شـود،     هـاي   تبديلي بين پـارامتر 
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 ـم متصـل  
 دو المـان   
 ـي متصـل  

 بسـته يافته 
وان تعـداد   
را افـزايش    

  
  وويت 

  ول

  هـاي   شـكل 
وويـت و   

 ي يم يافتـه  
سـت. ايـن      
والاسـتيك   
سـي ايـن      

هـاي   دلم ـ  
شود  ميض 
باعـث  و  ه

يـن تـنش    

، شمارپنجمست و 

هـ سري بـه  رت
ماكسول نيـز ي

ر الاستيك خطـ
تعميم يهاي  دل

تـو مي مورد نظر
ت و ماكسـول ر

–ميم يافته كلوين

  
ماكسو يافته يمل تعم

ش گونه كـه از  
-كلـوين  ي وليه
تعمـيمهـاي   مدل

سـتفاده شـده اس
ن رفتـار ويسكو
 در مثـال مهند

حـاكم توسـط م
و ماكسول فرض

شده مدل اعمال
. اعمـال ايشـود 

سال بيس

صور بهك خطي
ي دل تعميم يافته

كسول با يك فنر
ر كدام از اين مد

يك ماده موالاست
وويـت - كلوين

مدل تعمنمادينش 

مدل نمادين يشما

ش حاضر، همان
اوآيد، دو المان 

ب براي ايجاد م
 و ماكسـول اس
 بهتر مدل نمودن
 مـورد اسـتفاده

 
خراج معادلات ح

وويت و -كلوين
به م برابر با ي 

ش مي در آن لي 

 

يك فنر الاستيك
شوند. در مد مي
مدل ماك ي اوليه
گردد. در هر مي

به رفتار ويسكو
اوليههاي  المان
  داد.

نمايش  1شكل 

نم  2شكل 
 
در پژوهش 
آ مي بر )1و  2(

ترتيب ماكسول به
وويت -كلوين

دليل انتخاب به
پليمري ي ماده

.استپژوهش 
استخر براي 

ك ي تعميم يافته
اي كه تنش كلي

ايجاد كرنش كل
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 ماننـد 
ژوهش
 جـزاي
ي را در

تئـوري
ك خطي
سـتفاده
قابليـت
 رفتـار

گيـرد.   ي
 نرمـي
لـه كـه

ددي ع ـ
 مـورد

 ليمـري
 تحـت
ل شود.
شناسـي

هـاي   ده
 طـور  ـه

، ـن رو
 سـاده
ركيبـي
يسـتون
عـروف

) 1ـكل
 دسـته
 ي يافتـه
بـا  ـت

ي
م
ا
م
ب
ا
د

)
م
ك
ا
م
پ

ت
ك
ا

 جم

گونـاگونيهاي
امـا در ايـن پـژ
ااد يـك مـدل

مدول يا نرميي
  .يني نمود

جهت معرفـي ت
 ويسكوالاستيك
ردد. سپس با اس

نشـان دادن ق ي
ي براي تحليـل

مي بررسي قرار
رهاي مـدول و
ـش پايـاني مقال
صل از تحليل ع
ن مدول و نرمي

  ت حاكم
مـواد پل ماننـد 

ژيكي معـروف
ل ماكسول مدل

رفتارش ي طالعـه
شـند، امـا پديـد
بــدن تـنش را

ل نماينـد. از ايـ
 از اين دو مدل
تر عمدتاً شـامل
پي -ر و سـيلندر

دو مدل مع شند.
شـك( وويت -ن

از ايـن) 2ـكل
 مـدل تعمـيم يا

وويـ -ل كلوين

جعفر اسكندري ج 

ه ن زمينه روش
انـد.  رائه نموده

ت كـه بـا ايجـا
هاي پارامتر كي از

بي پيشمتر ديگر
بخشي ج مقاله،ن 

رفتار سازي دل
گر مي بوطه ارائه

بـرايمثـالي  ول
رئولوژيكيهاي  ل

طي مواد مورد
بديل بين پارامتر
نهايـت، در بخـ

باشد، نتايج حا ي
چنين تبديل بين

  رد.
  

ري و معادلات
تيك در مـوادي
و مـدل رئولـوژ

وويت و مد -ن
مطه هرچنـد در

باش مـي  ك مفيد
خزش و رها شـ

تواننـد مـدل مـي
قيصه با استفاده

ند كها هرائه شد
ليه با تعداي فنر

باش مي و يا سري
كلوين ي ميم يافته

شـ( ماكسول ي 
درباشند.  مي ك

و المان اوليه مد

-بي حقيقي يزدي

در اين [9]ني اقق
عددي ارهاي  ش

ن داده شده است
كيتوان ي مي دود

رت داشتن پارا
اين ي در ادامه 

مدرد استفاده در 
وابط حاكم مربو

كامسـو افـزار  رم
فاده از اين مدل
سكوالاستيك خط

تبد ي ادامه نحوه
شـود. در ن مي ه

مي وط به نتايج
چ ل مذكور و هم

گير مي سي قرار

تئور
ر ويسكوالاسـتي
تواند توسـط دو

مدل كلوينهاي 
اوليـههاي   مدل

ويسكوالاستيك د
خ ماننداي  نيكي

نم يلاً صـحيح 
رفع اين نق نظور

ديگري ارهاي  ل
اولهاي  ين مدل
موازي و صورت

تعميمدل هاي  م
ي دل تعميم يافته

رئولوژيكهاي  ل
وويت، دو -ين

مجتب

  
محق

روش
نشان
محد
صو

 
مور
و ر
نراز 
استف
ويس
در ا
ارائه
مربو
مثال
بررس

رفتا
ت مي
ه نام
اين
دموا
مكان
كاملا

من به
مدل
از اي
ص به

با نا
مدو 

مدل
كلوي
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هـاي   فنرها و دمپردر هايي  و كرنش ها تنشباعث ايجاد 
موجود در اين دو مدل بنا به خصوصيات رفتـاري هـر   

شود. خصوصـيات فنرهـا و دمپرهـا و     مي ها كدام از آن
نيـز   )1و  2(هـاي   شكلمربوط در هاي  چنين كرنش هم

ها بـه كـرنش الاسـتيك     اين كرنش اند. نمايش داده شده
)e ) ــتيك ــر الاســ ــرنش غيــ ــرنش an)، كــ ) و كــ

ــي تقســيم) v(ويسكوالاســتيك  ــوند.  م ــنشش ــا ت و  ه
شده در اين دو مدل مطابق روابط زير  دايجاهاي  كرنش

  شوند: مي هم مربوط به
  
  وويت: -كلوين ي تعميم يافته لمد
ߝ  )1( = ߝ + భߝ +  మߝ

   
భߝ  )2( =  ୴భߝ

   
మߝ  )3( =  ୴మߝ

   

ߪ  )4( = ߪ = భߪ + =୴భߪ మߪ + ୴మߪ
  

  ماكسول: ي مدل تعميم يافته

ߝ  )5( = ߝ = భߝ + =୴భߝ మߝ + ୴మߝ
   

ߪ  )6( = ߪ + భߪ +  మߪ
   

భߪ  )7( =  ୴భߪ
   

మߪ  )8( =  ୴మߪ

  
ويسكوالاسـتيك   ي معادلات حاكم براي يك مـاده   

وويت و ماكسـول   -كلوين ي كه از دو مدل تعميم يافته
بـراي دو   اي صـفحه د در حالت نتوان مي د،نكن مي تبعيت

نوشـته   اي صـفحه و كـرنش   اي صـفحه وضعيت تـنش  
رفتـار   سـازي  مـدل د در نتوان مي د. اين معادلات كهنشو

ويسكوالاستيك خطي يـك مـاده مـورد اسـتفاده قـرار      
  .ندا ارائه شدهالف د، در پيوست نگير

  
  كامسول افزار نرممعرفي 

 سـازي  مـدل  بـراي  كامسول افزار نرمدر اين پژوهش از 
مورد نظر استفاده شده است. لذا پيش از طـرح   ي مسأله
و چگـونگي   افـزار  نـرم مختصـر ايـن   ، به معرفي مسأله

  شود. مي استفاده از آن پرداخته
قدرتمنـدي اسـت كـه     افـزار  نـرم كامسول  افزار نرم  
بنا شده  )MATLAB( متلب نويسي اساس زبان برنامهبر

ــن  ــت. اي ــرماس ــزار ن ــام  اف ــا ن ــدا ب ــه از ابت ــب ك  فمل
)FEMLAB(  ايجـاد   1998در سـال   ،[10] معرفي شـد

اش درآمـد. ايـن    كنـوني  صورت به 2005شد و در سال 
محاسباتي بـراي معـالات   اي  عنوان وسيله كه به افزار نرم

كند، امكان تغييرات معادلات  مي ديفرانسيل جزيي عمل
هـاي   فيزيـك  سـازي  مـدل سـازد. قابليـت    مـي  را فراهم
توانـد بـا در برگـرفتن مسـائل      مـي  افزار نرم ي چندگانه

، افـزار  نـرم چنـين   پيچيده نيز گسـترش داده شـود. هـم   
را  متلـب  افـزار  نرممربوط به  )m-fileفايل (-امهاي  كد

تـر شـدن    نمايـد كـه خـود موجـب آسـان      مي نيز توليد
 اجزاياز روش  كامسول افزار نرمگردد.  مي نويسي برنامه

حـل دسـتگاه معـادلات    ابـزاري بـراي    عنوان بهمحدود 
اين معادلات  كند. در واقع مي استفاده ديفرانسيل جزيي

از ماتريس سـفتي و بـردار بارگـذاري    اي  را به مجموعه
كنـد و   مـي  محدود تبديل اجزايتعريف شده در روش 

كوچكتر هاي  زير دامنه ي سپس معادلات را در محدوده
 ـ مـي  محـدود، حـل  هاي  يا همان المان د. از لحـاظ  نماي

 اجـزاي با اسـتفاده از مفـاهيم    كامسول افزار نرمرياضي 
را بـه شـكل    ديفرانسـيل جزيـي   ي معادله يك ،محدود

اي  سـازد كـه در آن توابـع پايـه     مـي  ضعيف آن تبـديل 
نمايندگي متغيرهاي ميدان  برايلاگرانژ (يا توابع شكل) 
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 ناپيوسته بر روي دامنـه مـورد اسـتفاده قـرار     صورت به
ــي ــته      م ــع ناپيوس ــه تواب ــن گون ــپس از اي ــد. س گيرن

خـتم شـود    مسـأله شود تا بـه جـواب    مي گيري انتگرال
[11].  

  

 كامسـول،  افزار نرم  .معادلات ديفرانسيل جزييماژول 
 ماننـد هايي  متفاوتي براي مدل كردن فيزيكهاي  ماژول

و غيره دارد. جرم اي، انتقال حرارت، نفوذ  مكانيك سازه
ها، ماژول معادلات ديفرانسيل جزيي  يكي از اين ماژول

 براساس معادلات استفاده سازي مدلجهت در است كه 
 معادلات ديفرانسـيل جزيـي  كار بردن ماژول  شود. به مي
از معـادلات  اي  دستگاه پيچيـده  سازي مدل، افزار نرمدر 

دليـل   سـازد و ايـن بـه    مـي  تر را آسان ديفرانسيل جزيي
از قبيـل در   ؛دارد افـزار  نرممتعددي است كه هاي  مزيت

، آسـاني اصـلاح آن و   افـزار  نـرم دسترس بودن منبع كد 
المان جديد توسط براي تعريف عدم نياز به نوشتن كد 

در اين  معادلات ديفرانسيل جزيي). ماژول UELكاربر (
را در  رانسـيل جزيـي  فاز معـادلات دي  سه فرم ،افزار نرم

 coefficient( دهد: فرم ضـريبي  مي اختيار كاربران قرار

form( فرم عمـومي ، )general form(  و فـرم ضـعيف ، 
ضـريبي و  هاي  فرم جايي كه در اين مقاله از . از آن[12]

 ي مسـأله استفاده شده اسـت، ايـن دو فـرم در     عمومي
 مورد نظـر در ايـن مقالـه بـه اختصـار در زيـر معرفـي       

  شوند: مي
  

  PDE فرم ضريبي

  

(9)  
 

2

a a2

u u
e d

tt
. c u u au . u f

  


           

 

  

محاسباتي كه بـا   ي متغير مستقل روي دامنه u كه در آن
  باشد. مي شود، مي نمايش داده كامسول افزار نرمدر  

   PDE فرم عمومي
)10(  F

t

u
d

t

u
e aa 







.
2

2

  

 

و مشـتقات   u بـه  توابع متغيـر وابسـته   Fو  كه در آن 
  باشند. مي محاسباتي  ي مكاني آن بر روي دامنه

اي  به گونـه  )9و  10(معادلات ضرايب موجود در   
انتخاب شدند كه منجر بـه معـادلات حـاكم بـر رفتـار      

) الـف  (ارائـه شـده در پيوسـت   ويسكوالاستيك خطـي  
  گردند. 

  
  سازي مدل

 سـازي  مـدل  در جهـت معـادلات   سـازي  پيادهمنظور  به
مثالي مهندسـي شـامل يـك     ،خطي ي ويسكوالاستيسيته

 ،مسـأله شـود. ايـن    مي تحت فشار در نظر گرفته ي لوله
مناسب از يك هندسه با مرزهاي منحني شكل اي  نمونه
شـكل  تواند در حالات مختلف مدل شـود.   مي كه است
در  آنو شرايط مرزي اعمالي به لوله  ي بندي شده شبكه

علت تقارن مدل،  به نمايش در آمده است. به )3(شكل 
  چهارم لوله مورد تحليل قرار گرفته است. تنها يك

 ي شـود كـه لولـه از مـاده     مـي فرض  مسألهدر اين   
ساخته شده است كه در نتيجه داراي  PC/ABSپليمري 

چنـين  باشـد. بنـابراين رفتـار     مي رفتار ويسكوالاستيك
 -كلـوين  ي تعميم يافتههاي  تواند توسط مدل مياي  ماده

 گــردد.) مــدل 2و  1هــاي  شــكلوويــت و ماكســول (
 –كلـوين   ي براي مدل تعميم يافتـه  سازي مدلجزييات 

آمـده   بدر پيوسـت   اي صفحهوويت در حالت كرنش 
قابل  ،ها نيز با توجه به روش ارائه شده است. ديگر مدل

  د.نباش مي افزار نرمردن در اجرا ك
پس از ايجاد مدل با استفاده از اين معادلات، يـك    

شـكل  ( مسألهمورد نظر در  ي تحليل گذرا بر روي لوله
اي  ) انجام شد. در اين تحليل فرض بر آن شد كه ماده3

شده است، داراي الگـوي رفتـاري   كه لوله از آن ساخته 
 ي وويت و مدل تعميم يافته -كلوين ي مدل تعميم يافته
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2D




  

E = E+Eଶ e
 گر مـدول  

كـار   ـط بـه    
رئولوژيـك  

 ي يم يافتـه 
، Eeتنـد از    

ازش يـك   
هـاي   سـت  

ن اط محقق ـ  
. [14] انـد  

ي در دماي 

EሾGPa+0.85+0.27
 ي يافته ميم

ـادل مـدل   
روي يـك      

 ي يم يافتـه   
بارگـذاري   
 حه اعمـال   

عمـالي بـر    
دست  ش به

ود. سـپس     
، )11( ي ـه 
 

ي ويسكوالاستيسيته

2

t
1 exp

τ


 





Eୣ + Eଵ exp ൬−exp ൬− tτଶ൰ 

بيـانگ E نرمـي و 
ه در ايـن روابـط

ره از دو مـدل     
  شند.

صل از مدل تعمي
 دارد كـه عبارتن

توان از بـرا مي 
ي حاصـل از تس
ين كـار توسـط

دادهانجـام  ر را 
آزمايشگاهي ي 

[14]:  

aሿ = 1.033 51 exp ൬− t30273 exp ൬− t260
 پارامتر مدل تعم

 1  و2كه معـ (
 دوبعـدي بـر ر
 از مـدل تعمـي

سـازي ب ي شـبيه   
 ثابت بـر صـفح

محـوري اع ـك 
شود، كرنش رفته

ـاده خواهـد بـو
نرمي، معادلـ ي 

  حاصل شود. 

سازي عددي مدل 





− tτଵ൰ 

 

نر ي شـان دهنـده  
كـه 2و  1هاي  س

، بـه دو شـاخه
با مي طبت) مر2 

ر در مدول حاص
) وجـود12 ي 

ين پارامترها را
آزمايشگاهيهاي 
اي دست آورد. به

اين كارن زمينه 
مدول يك قطعه

[ باشد مي زير ت
  
t23൰ 

0൰ 
  

فتن مقادير پنج
) De ،D1  ،D2،

د، يـك تحليـل
يلي و با استفاده

شـود. بـراي مي
محوري ش تك

چه مقدار تنش تـ
واحد در نظر گر

معادل نرمي مـ 
به معادله كرنش
فرمولي شود تا

 

)12(  

نش Dكه در آن 
باشد. انديس مي

انـد گرفته شـده 
و 1هاي  شكل(
پنج پارامتر 

ماكسول (رابطه
E1،E2 ،1 و2ا .

ه دهامنحني به د
رهاشدن تنش ب

در همينديگري 
مثال، م عنوان به

65°C صورت به

)13( 

يافمنظور  به 
وويت -كلوين
باشند مي بالا نيز
مستطي ي صفحه

م ماكسول انجام
خزشي يك تنش

گردد. چنانچ مي
وصفحه برابر با 
،آمده از تحليل

كاي ه دادهنقاط
مي برازش داده

126  

 اي فحه
رزي و
 ثابـت

وع دو ن
ل يـك
  ابـر بـا
ـنش را
 اعمـال

كـه   1

 
 ل شده

 جـزاي
تيك را

گونه ن
ديگـر  
Kohlra

 سـازي
رمـي و
يـت و

) 2و 1

  

D

ك
م
گ
)

م
1

م
ر
د
ب

C

)

ك
ب

ص
م
خ
م
ص
آ
ن
ب

 كانيك

صـفحالت تنش
ــر ــرايط م د و ش
طح خارجي لوله

د تأثير آن تحت
اول شامل اعمال

بر بـه زمـان و
ي رها شـدن تـ
عبـارت بـود از

MPa برابر باو

  كرد. مي

مدلdچهارم از لوله

   به يكديگر
ا افـزار  نـرم دل

ــت د ويسكوالاس
اينكنند.  مي بيان

هـاي  به گونـه
ausch-William

س مـدل هتـري در
اين صـورت نر

وو -كلـوين  ي
ــكل( ــا ش يه

e 1D D 1


  


و محاسباتي در مكا

 تحليل در دو ح
انجــام شــد اي 

گونه بود كه سطح
و سطح داخلي
فت. بارگذاري ا

نسـبت ثابـت
شرايط بار گذاري
ارگذاري دوم ع

نسبت به زمان 
زشي را ايجادخ

  

چيكيمرزيطرا

مدول و نرمي
اده در يـك مـد

ــواو  ــدول م م
ب )Pronyروني (

و پارامتر نسبت
-msچـون مـدل

اراي كـاربرد به
در. [13]باشد

ي ل تعميم يافتـه
ــول ي ــه ماكس

 اشند:

1

t
exp

τ

 
   

 

يه علوم كاربردي و

باشد. اين سول
صــفحهــرنش 

گذاري به اين گو
نظر گرفته شد و
گذاري قرار گرف

شعاعي ر مكان
0.1 m بود كه ش

نمود و با مي هم
نر داخلي ثابتي 
يط بارگذاري خ

هندسه و شر  3كل 

تبديل مد
مولاً براي اسـتفا

ــي وــدود،  نرم
پر سري صورت

بيان اين دو ي وه
چ ه پارامترها هم
Watts (KWW دا

ب مي محدود زاي
مدل رتبط باول م

ــيم يافتـ دل تعم
با مي زير صورت

1(  

نشريه
  

ماكس
و كـ
بارگ
در ن
بارگ
تغيير

 mm

فراه
فشا
شرا

شك

  

معم
محـ
ص به

نحو
ارائه
W)

اجز
مدو
ــد م
ص به

)1
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در ختلـف  

  كرنش  
 ) مدل 

  ماكسول ي 

خزشي اي 
ـت تـنش     

ــاي  كل   هـ
ين كـرنش   

 ي  مقايسـه 
ي دو مـدل  

كثر اه حـد   
كـارگيري   ه  

ول، نتـايج   

، شمارپنجمست و 

مخرئولوژيـك  ل  
 .شد

يلحاصل از تحل 
 با استفاده از (الف

يافته يم) مدل تعم

ها صل از تحليل
اعي در دو حالـ

ــك اي فحه در شـ
 حد بالا و پـايين
 شده است. از

رگيريكـا   از بـه  
رسـيم كـه مـي     

 و بنـابراين بـه
كامسـو افـزار  رم 

سال بيس

دو مـدل يريرگ
باش مي ل يكسان

  

  

 

يطيتنش مح يرات
كامسول افزار نرمر 
و (ب يتوو -ينو

  

شابه، نتايج حاص
ت كـرنش شـعا

ــرنش ــفكـ صـ
اختلاف اند. شده

ارائه )2(جدول 
شعاعي حاصـل
بـه ايـن نتيجـه

است %٢/٠ود 
نـرولوژيـك در  

   داشت.

 

كار حاصل از به
كامسول افزار نرم

ييتغ  5شكل 
در اي صفحه

كلو ي يافته يمتعم

به طريق مش 
در قالب تغييرات

ــفحه اي و ك صـ
شارائه  )6و  7(

شعاعي نيز در ج
مقادير كرنش ش
رئولوژيك نيز ب
اختلاف در حد
هر دو مدل رئو
يكساني خواهد

127  

 مسـول
مـده از

 مانندر
 )4و  5

 شـدن
كـرنش
د. ايـن

 

 
  ش
ل

  كسول

در  طــي
سـت و
و مـدل

طـور   ن
 اسـت 

 يطـي ح 

ح
ن

د
ص
)
ش
م
ر
ا
ه
ي

 جم

  ها وي آن
كام افـزار  نرمدر

دسـت آم يج بـه
ديگرهاي  افزار رم
(هـاي   شـكل .

رهـاهـاي   حليل
و ك اي صـفحه 

دهنـد مـي  ـايش
 م شده است.

تنش يلصل از تحل
ستفاده از (الف) مدل

ماك ي يافته يمل تعم

ــنش محين يطت
ارائـه شـده اس 

ارگيري هـر دو
شده است. هما

يزنـاچ  مقـادير 
تـنش مح يعتوز

جعفر اسكندري ج 

و بحث بر رو 
تحليل گذراك 

حاصـل بـا نتـاي
نريجاد شده در

.گرفتسه قرار
طي را كه از تح
 حـالات تـنش

نمـآمده اسـت،
انجا كامسول ار

  

 

 

حا يطيتنش مح ت
كامسول با اس افزار

و (ب) مدل يتوو 
  

ــايي ــالا و پ ــد ب
)1(در جدول  )

كـا حاصـل از بـه
ب درصد بيان ش

يناد، اختلاف
يجنتا يجهدر نت

-بي حقيقي يزدي

نتايج
يك  .ليل عددي

ام شد و نتايج ح
مشابه ايهاي  ليل

مورد مقايسوس 
رات تنش محيط
ش در لوله براي

دست آ هب اي حه
افزا نرمها در  ليل

ييراتتغ  4شكل 
ا نرمدر  اي صفحه

-ينكلو ي يافته يمم

ــ ي مقايســه  ح
)4و  5(هاي  ل

لاف مقـادير ح
لوژيك بر حسب

شود مي مشاهده
و د )۵/٠ % دود

مجتب

  

تحل
انجا
تحلي
آباكو
تغيير
تنش
صفح
تحلي

تعم

 
شكل
اختلا
رئول
كه م
(حد
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ف: 
0 

ف: 
0 

ف با 
: ل
0  

ف با 
: ل
0  

*K-V: Kel

**M: Maxw

  

  
كرنش  ل

ف) مدل 
  ماكسول ي

ي ويسكوالاستيسيته

 سول و آباكوس

  اي صفحه
اختلاف  10-

0.5% -10  
اختلاف  12-

0.4% -12  

اختلاف
كامسول
0.5%

اختلاف
كامسول
0.4%

lvin-Voigt (ويت
well ( ماكسول ي

يلحاصل از تحل ي
 با استفاده از (الف

ي يافته يمب) مدل تعم

سازي عددي مدل 

كامس افزار نرمهاي  

صكرنش 
K-V 03.6

M  03.1

K-V  22.5

M  22.0

-103.1  

-122.0  

وو -كلوين  ي افته
ي يافته مدل تعميم ) 

 

يكرنش شعاع يرات
كامسول افزار نرمر 
و (ب يتوو -ينو

 

ل حاصل از تحليل

لاف:
0.0%

V

M

لاف:
0.0%

V

M

لاف با
: سول
0.0%

لاف با
: سول
0.1% 

يا مدل تعميم ) 

  

ييتغ  7شكل 
در اي صفحه

كلو ي يافته يمتعم

128  

 حسب مگاپاسكال
  

 ايصفحه
اختلا .31-

% -31.  
اختلا .50-

% -50.  

اختلا
كامس
%

اختلا
كامس
%

 

 
 اي فحه

 ي ه
 

  

 كانيك

ير تنش محيطي بر

تنش
K-V48

M**  48

K-V 34

M  34

-31.49  

-50.38  

صفتنش  يل از تحل
يافته يمف) مدل تعم

ماكسول ي يافته يم

و محاسباتي در مكا

مقادي ي مقايسه  1 

  حد بالا
*

*

V  حد پايين

  حد بالا

  حد پايين

  

 

حاصل يش شعاع
ل با استفاده از (الف

يو (ب) مدل تعم ت

يه علوم كاربردي و

جدول

  

 كامسول

 آباكوس

كرنش ييراتتغ  6ل 
كامسول افزار نرمدر 

يتوو -ينكلو

نشريه
  

  
  

شكل
د
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0.24% 

0.24% 

: كامسول
0.  

ف با 
0.24%  

*K-V: Kel

**M: Maxw

 )1و  2( ي 
 ي دهنـده  ن 
كـه مـدل    

 تأييـد ورد 
ـز صـحت     

 افـزار  نـرم   
 طـي نشـان    

  

  
الف) تنش 

  باكوس

، شمارپنجمست و 

 س

  اي صفحه
%اختلاف:   0-
-0  
%اختلاف:   0-
-0  

اختلاف با ك
18%

اختلاف
 %كامسول:

lvin-Voigt (ويت
well ( ماكسول ي

هـاي در جـدول  
 است كه نشـان

جـايي  ت. از آن 
قبلاً مو آباكوس 

نجـام شـده نيـ
سيل جزيـي در
كوالاسـتيك خط

(ا يلحاصل از تحل
آب افزار نرمدر  اي حه

سال بيس

كامسول و آباكوس ر
صكرنش 

K 0.3808
M  0.3817

K  0.4646
M  0.4657

-0.3815  

-0.4657  

وو -كلوين  ي افته
ي يافته مدل تعميم ) 

افـزار  نـرم ن دو  
صد بيان گرديده

اسـت %۵/٠ف 
افزار نرمسيته در 

ا ي ت، مقايسـه 
معادلات ديفرانس
ي رفتـار ويسك

  

ح يكرنش شعاع ت
صفح (ب) كرنش

 

افزا نرمهاي   تحليل

0.02 K-V
M

0.00 K-V
M

:سول

: سول
 

يا مدل تعميم ) 

حاصل از ايـن
درص صورت به

لاحداكثر اخـت 
ويسكوالاستيس

قرار گرفته است
با م سازي مدل

را براي كامسول
  دهد. مي
  

ييراتتغ  9شكل 
و اي صفحه

129  

 شعاعي حاصل از
 ايفحه

%2اختلاف: 

%0اختلاف: 

اختلاف با كامس
0.05%

اختلاف با كامس
0.01%

 

 

 
تنش

 س

دسـت
حـدود

انـد.   ده
 شـود،

هـاي   ل
ظر در
حـدود
ـعاعي

 جم

يسه مقادير كرنش
صفتنش

K -0.5581 
M  -0.5582 
K  -0.6809 

-0.6809 

-0.5579  

-0.6810  

(الف) تيلل از تحل
آباكوس افزار نرمدر

د صل، نتـايج بـه
مح اجـزاي  فزار

نشان داده شد )
ش مـي  ديـده  )4-

صـل از تحليـل
متنـاظهـاي   ليـل

چنين اختلاف ح
ي و كـرنش شـ

جعفر اسكندري ج 

مقاي 2جدول 

*K-V  بالا 

M**

K-V   پايين
M

   بالا

   پايين

  

حاصليطينش مح
اي صفحه) كرنش

نتايج حاص ي سه
اف نرممتناظر در  

)8و  9(هاي  كل
-9(هـاي   شـكل

حاص ي بين نتـايج
بـا نتـايج تحلل  

چ وجود دارد. هم
ر تـنش محيطـي

-بي حقيقي يزدي

  

 كامسول
حد

حد پا

 باكوس

حد

حد پا

تنش ييراتتغ  8شكل 
و (ب) اي صفحه

منظور مقايس به 
هاي ه از تحليل

ABAQU در شك
ن گونه كه از ش
بق خيلي خوبي

كامسـول فـزار 
و آباكوس فزار

 و پايين مقـادير

مجتب

  

ك

آ

ش

  
 

آمده
US

هما
تطاب
ا نرم
ا نرم
بالا
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گونـه كـه در مقدمـه نيـز آورده شـد، مـدل        همان  
ويسكوالاستيك ارائه شده در اين پژوهش قابل استفاده 

باشـد.   مـي  چندگانـه نيـز  هـاي   فيزيـك  سـازي  مدلدر 
كوپـل  هـاي   مثـال، در مسـايل شـامل فيزيـك     عنوان به

هـايي   (مانند سـازه  و رسانش حرارتياي  مكانيك سازه
 ،ها مقدار تنش حرارتـي قابـل توجـه اسـت)     كه در آن

يـك مـاده   اي  مكانيـك سـازه  معادلات حاكم بر رفتار 
  باشد: مي زير صورت بهويسكوالاستيك 

  

)14( σ = λୣ ቂtr ቀεୣቁቃ I + 2μୣεୣ −(3λୣ + 2μୣ)(αୣΔT)I
   

)15( σୟ୬ = λୟ୬ ቂtr ቀεୟ୬ቁቃ I + 2μୟ୬εୟ୬ −(3λୟ୬ + 2μୟ୬)(αୟ୬ΔT)I 
  

شـود   مي مشاهده) 14و  15(دقت در معادلات با   
در ) αΔT(كرنش حرارتـي   صورت بهكه تغييرات دما 

اين معادله نيـز   سازي مدلشود.  مي اين معادلات ظاهر
با اصلاح معادلات ويسكوالاستيك ارائه شـده در ايـن   

  مقاله قابل انجام است.
  

اسـتفاده از مـدل تعمـيم    با   .تبديل بين مدول و نرمي
ورق داراي ماكسول در تحليـل بـر روي يـك     ي يافته

دست آمد. سپس  نقاط كرنش به رفتار ويسكوالاستيك،
 ي معادلـه (نرمـي   ي بـر معادلـه  با برازش نقاط حاصل 

  زير حاصل شد: صورت بهاي  ، رابطه)11
  

)16( 
D  1GPa൨ = 0.464 +0.444 ൜1 − exp ൬− t5547൰ൠ+ 0.061 ൜1 − exp ൬− t296൰ൠ 

  

نرمـي يـك    سازي مدلتواند براي  مي بالا ي رابطه  
كـارگيري   با بـه  همراه C 65°پليمري در دماي  ي نمونه

وويت مورد اسـتفاده قـرار    -كلوين ي مدل تعميم يافته

اي  بالا با رابطه ي چنين نرمي حاصل در رابطه گيرد. هم
 تأييـد دارد، مـورد   [15]زيـر   ي كه با مدول طبق رابطه

  قرار گرفت:
  

)17(  න E(t)D(t − τ)dτ = t୲
  

  

دسـت آمـده بـراي     بـه هـاي   مشاهده شـد كـه پـارامتر   
  .كند مي صدق) 17( ي معادله) در 16(رابطه نرمي

  
  گيري نتيجه

در اين پژوهش رفتار ويسكوالاسـتيك خطـي توسـط    
مـدل گرديـد. در    كامسـول  افزار نرممدل ارائه شده در 

از دو مـدل   ،كار رفتـه در مـدل پيشـنهادي    معادلات به
 -كلـوين  ي مدل تعميم يافتهنام رئولوژيك معروف به 

ماكسـول اسـتفاده شـد و     ي وويت و مدل تعميم يافته
و كـرنش   اي صـفحه معادلات بـراي دو حالـت تـنش    

ارائه گرديد. مدل ارائه شده براي نشان دادن  اي صفحه
آزمايشـگاهي تحـت   هـاي   رفتار ماده كه از نتايج تست

آيـد،   مـي  دسـت  رها شدن تنش بهبارگذاري خزشي يا 
 پژوهشـي رود. مدل پيشـنهادي در ايـن كـار     مي كار به
دست آوردن مدول يا نرمـي   تواند براي به مي چنين هم

ــاده  ــه داده ويسكوالاســتيكيــك م هــاي  در حــالي ك
آزمايشــگاهي تنهــا بــراي يكــي از حــالات بارگــذاري 

كـار   ، بـه (خزش يا رها شدن تنش) در دسترس اسـت 
كاربرد مهـم ديگـر رويكـرد ارائـه شـده در ايـن        رود.

در تحليل رفتار ويسكوالاستيك خطي اسـت   ،پژوهش
(كــه در اي  فيزيــك مكانيــك ســازهكــه اي  مســألهدر 

ــت)     ــاده اس ــتيك م ــار ويسكوالاس ــده رفت ــا برگيرن ب
ايـن   چندگانه ديگري نيز كوپل شده باشد.هاي  فيزيك

رائـه  امكان وجود دارد كه معـادلات ويسكوالاسـتيك ا  
هاي  شده در اين مطالعه را با معادلات حاكم بر فيزيك

  ديگر تركيب نمود.
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  الف پيوست
  وويت -كلوين ي يافتهمدل تعميم 

ەۖۖ
۔ۖ
ε୶ۓۖ = ∂u∂xε୷ = ∂v∂yε = εୣ + εୟ୬భ + εୟ୬మε୶୷ = 12 ൬∂u∂y + ∂v∂x൰

 

 
 

 )1-(الف

ەۖۖۖ
۔ۖ
ε୶ୣۓۖۖ = ε୶ − ε୶ୟ୬భ − ε୶ୟ୬మε୷ୣ = ε୷ − ε୷ୟ୬భ − ε୷ୟ୬మ
۔ۖەۖ
εୣۓ = ଶଷ G − Kସଷ G + K ൫ε୶ୣ + ε୷ୣ൯	,اي	صفحه	تنش

εୣ = 0					, ε୶୷ୣكرنش	صفحه	اي  = ε୶୷ − ε୶୷ୟ୬భ − ε୶୷ୟ୬మ
 

 
 

 )2 -(الف

ەۖۖ
۔ۖ
e୶ୣۓۖ = ε୶ୣ − ε୴୭୪3ୣe୷ୣ = ε୷ୣ − ε୴୭୪3ୣeୣ = εୣ − ε୴୭୪3ୣε୴୭୪ୣ = ε୶ୣ + ε୷ୣ + εୣ

 

 
 

 )3 -(الف

۔ۖەۖ
σ୶ۓ = 2Ge୶ୣ + Kε୴୭୪ୣσ୷ = 2Ge୷ୣ + Kε୴୭୪ୣσ = 2Geୣ + Kε୴୭୪ୣσ୶୷ = 2Ge୶୷ୣ  

 

 )4 -(الف

 

ەۖۖ
۔ۖ
σ୶ୟ୬ۓۖ = ൬43G୧ + K୧൰ ε୶ୟ୬ + ൬K୧ − 23G୧൰ (ε୷ୟ୬ + εୟ୬)	σ୷ୟ୬ = ൬43G୧ + K୧൰ ε୷ୟ୬ + ൬K୧ − 23G୧൰ (ε୶ୟ୬ + εୟ୬)						σୟ୬ = ൬43G୧ + K୧൰ εୟ୬ + ൬K୧ − 23G୧൰ (ε୶ୟ୬ + ε୷ୟ୬)σ୶୷ୟ୬ = 2G୧ε୶୷ୟ୬	, i = 1,2	 ൬جمع	قرارداد	بدون൰

 

 

 )5 -(الف

 

ەۖۖ
۔ۖ
σ୶୴ۓۖ = η୧(1 + ν)(1 − 2ν) ൣ(1 − ν)εሶ୶ୟ୬ + ν൫εሶ୷ୟ୬ + εሶୟ୬൯൧σ୷୴ = η୧(1 + ν)(1 − 2ν) ൣ(1 − ν)εሶ୷ୟ୬ + ν൫εሶ୶ୟ୬ + εሶୟ୬൯൧σ୴ = η୧(1 + ν)(1 − 2ν) ൣ(1 − ν)εሶୟ୬ + ν൫εሶ୶ୟ୬ + εሶ୷ୟ୬൯൧σ୶୷୴ = 2G୧τ୧εሶ୶୷୴ 						,					i = (بدون	قرارداد	جمع)	1,2

 
 )6 -(الف
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  ماكسول ي مدل تعميم يافته
  

ەۖۖۖ
۔ۖۖ
௫ߝۓۖۖۖ =

௬ߝݔ߲ݑ߲ = ߲v߲ݕ
൞ߝ௭ = ௫ߝ൫ߣ− + ௬൯ߝ + ߣ௭ߪ + ܩ2 ௭ߝتنش	صفحه	اي, = ௫௬ߝكرنش	صفحه	اي			,			0 = 12 ݕ߲ݑ߲) + ߲v߲ݔ)

 )7 -(الف 

ەۖۖ
۔ۖ
௫݁ۓۖ = ௫ߝ − ௩3݁௬ߝ = ௬ߝ − ௩3݁௭ߝ = ௭ߝ − ௩ߝ௩3ߝ = ௫ߝ + ௬ߝ + ௭ߝ

 )8 -(الف 

۔ۖەۖ
௫ߪۓ = ௫݁ܩ2 + ௩ߝܭ + ௬ߪ௫ߪ = ௬݁ܩ2 + ௩ߝܭ + ௭ߪ௬ߪ = ௭݁ܩ2 + ௩ߝܭ + ௫௬ߪ௭ߪ = ௫௬ߝܩ2 + ௫௬ߪ  )9 -(الف 

ەۖۖ
۔ۖ
௫ݍۓۖ = ௫ݍ − ௫ݍ + ௬ݍ + ௬ݍ௭3ݍ = ௬ݍ − ௫ݍ + ௬ݍ + ௭ݍ௭3ݍ = ௭ݍ − ௫ݍ + ௬ݍ + ௭3݅ݍ = (بدون	قرارداد	جمع)	1,2

 )10 -(الف 

۔ۖەۖ
ೣߪۓ = ௫ݍܩ2 + ௫ݍ൫ܭ + ௬ݍ + ߪ௭൯ݍ = ௬ݍܩ2 + ௫ݍ൫ܭ + ௬ݍ + ߪ௭൯ݍ = ௭ݍܩ2 + ௫ݍ൫ܭ + ௬ݍ + ೣߪ௭൯ݍ = ௫௬ݍܩ2 , ݅ = جمع)	1,2 (با	قرارداد  )11 -(الف 

ەۖۖۖ
۔ۖۖ
ሶ௫ݍۓۖۖۖ +

1߬ ௫ݍ = ሶ௬ݍሶ௫ߝ + 1߬ ௬ݍ = ሶ௭ݍሶ௬ߝ + 1߬ ௭ݍ = ሶ௫௬ݍሶ௭ߝ + 1߬ ௫௬ݍ = ሶ௫௬݅ߝ = (بدون	قرارداد	جمع)	1,2
 )12 -(الف 
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  پيوست ب
    اي صفحهوويت در حالت كرنش  –كلوين  ي با استفاده از مدل تعميم يافته سازي مدليات ئجز

 وويـت  -وويت در نظر گرفته شده در اين پژوهش، داراي يك فنر خطي و دو المـان كلـوين   -مدل تعميم يافته كلوين
چنين  تنش كلي مدل برابر با تنش فنر خطي و هم ،). بنابراين1شكل اند ( سري به هم متصل شده صورت بهباشد كه  مي

فنـر خطـي و   هاي  و كرنش كلي مدل برابر با مجموع كرنش ،)4 ي وويت (معادله -كلوينهاي  تنش در هركدام از المان
 افـزار، يـك فـرم عمـومي     مدل تعميم يافتـه در نـرم   سازي مدلمنظور  به باشد. مي )1 ي وويت (معادله -دو المان كلوين

هـاي   كـدام از المـان   كرنش كلي مدل در نظر گرفته شد و براي هـر  -تنش براي مدل كردني ئمعادلات ديفرانسيل جز
  بهره گرفته شد. يئمعادلات ديفرانسيل جزوويت از فرم ضريبي  -كلوين

  
  يئمعادلات ديفرانسيل جزفرم عمومي 

 ـ10 ي (معادله ييجز يفرانسيلمعادلات دفرم عمومي  ي با توجه به معادله كلـي  هـاي   جـايي  ه) متغير وابسته برابر با جاب
  زير تعريف شد: صورت به، قرار داده شد و ضرايب معادله v و uمدل؛ يعني 

  eୟ = dୟ = ቂ0 00 0ቃ 1-(ب( 

F = ቄ00ቅ   

  )2-(ب
  Γ = ቂ −σ୶ −σ୶୷−σ୶୷ −σ୷ ቃ 3 -(ب( 

  

 حاصـل  اي صـفحه ) قرار داده شود، دسـتگاه معـادلات تعـادل جسـم در حالـت      10( ي اگر اين ضرايب در معادله  
  شوند: مي

۔ۖەۖ
σ୶∂x∂−ۓ − ∂σ୶୷∂y = 0−∂σ୶୷∂x − ∂σ୷∂y =  )4-(ب 0

  شود: مي ) قرار دادهGمتناظر در فنر خطي مدل تعميم يافته (با مدول برشي هاي  برابر با تنش xyσو  xσ ،yσكه در آن 
  

ەۖۖ
۔ۖۖ
σ୶ۓ = 2Gε୶ୣ + (K − 23G)(ε୶ୣ + ε୷ୣ + εୣ)σ୷ = 2Gε୷ୣ + (K − 23G)(ε୶ୣ + ε୷ୣ + εୣ)σ = 2Gεୣ + (K − 23G)(ε୶ୣ + ε୷ୣ + εୣ)σ୶୷ = 2Gε୶୷ୣ

 )5-(ب 

  
xكه در آن 

eε ،y
eε ،z

eε  وxy
eε بـه كـرنش   2-باشند كه توسط روابط (الـف  مي فنر خطي در مدل تعميم يافتههاي  كرنش (

  شوند. مي مرتبط) an2εو  an1ε(وويت  -دو المان كلوينهاي  و كرنش) ε( كلي
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  يئجز يفرانسيلمعادلات د ضريبيفرم 
ايجـاد شـد    يئجز يفرانسيلمعادلات د يك فرم ضريبي ،وويت در مدل تعميم يافته -كلوينهاي  كدام از المان براي هر

xها؛ يعنـي   وابسته، كرنش در اين المانهاي  كه در آن متغير
aniε ،y

aniε ،z
aniε و xy

aniε )i=1,2 ،(  شـود.   مـي  در نظـر گرفتـه
  شوند: مي زير تعريف صورت به) نيز 9( ي در معادله PDEضرايب فرم ضريبي 

eୟ	, c	, α	, γ, β = 0 

  
  )6-(ب

  

 

݀ = ێێۏ
1)(ܩ2)߬ۍ + (ߥ 0 0 00 ߬(2ܩ)(1 + (ߥ 0 00 0 ߬(2ܩ)(1 + (ߥ 00 0 0 ߬(2ܩ)ۑۑے

ې
 

  
  )7-(ب

 

   

ߙ = ൦2G୧(1 + ν) 0 0 00 2G୧(1 + ν) 0 00 0 2G୧(1 + ν) 00 0 0 2G୧൪ 8-(ب( 

  

f = ൞ σ୶σ୷σσ୶୷ൢ 
  

 )9-(ب

  

هـاي   و كرنش) εe(كرنش فنر خطي هاي  ) و استفاده از متغير4 تا 1 -معادلات (الفبا تعريف پارامترهاي  بنابراين  
 اين دو فرم عمومي و ضـريبي معـادلات بـه هـم مـرتبط     ، يئجز يفرانسيلمعادلات د) در εani( وويت -دو المان كلوين

  شود. مي وويت ساخته -كلوين ي شوند و در مجموع مدل تعميم يافته مي


