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  1394دو،  ةسال بيست و ششم، شمار   كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 
  

 سوم ةبرشي مرتب تغييرشكلجرم گسترده با استفاده از تئوري  تحتمدرج  هايارتعاش ورق

  )3(محمدرضا كاري  )2(رضا مطهري   )1(عليرضا شوشتري
  

مدرج  يهاورقخواص موضعي بررسي شده است.  ةت اثر جرم گسترددر اين مقاله ارتعاش آزاد يك ورق مدرج مستطيلي تح  چكيده
حالت مدرج تواني، سيگمويد و يا نمايي تعريف به پيوسته متغير است. ورق صورت بهمانند مدول يانگ و چگالي در راستاي ضخامت ورق 

 ةميلتون و براساس تئوري تغييرشكل برشي مرتبو معادلات حركت با استفاده از اصل ه شودميگاه ورق ساده در نظر گرفته شود. تكيهمي
بررسي شده است. با  هاي طبيعي آنفركانسنسبت جرم روي  و د. اثر پارامترهاي مختلفي مانند ابعاد ورق و جرم گستردهنآيمي دست بهسوم 
  بي برخوردار است.قبلي نشان داده شده است كه نتايج حاضر از دقت خو ةشدآمده با نتايج ارائه دست بهنتايج  ةمقايس
  ، تئوري مرتبه سوم تغييرشكل برشي.موضعي ةارتعاش آزاد، ورق مستطيلي مدرج، جرم گسترد  كليدي ياههواژ

  
Vibration of FGM Plates With Distributed Mass Using Third Order Shear  

Deformation Theory 

A. Shooshtari  R. Motahari  M. Kari 
 
 

Abstract  In this paper, free vibration of rectangular functionally graded material (FGM) plates with 
distributed patch mass is analyzed. Properties of these plates like Young’s modulus and density vary 
continuously throughout the thickness direction. The plate is defined by power-law, sigmoid or 
exponential function. The boundary condition of the plate is assumed to be simply supported and the 
equation of motion is obtained by using of Hamilton principle and third order shear deformation theory. 
The effects of different parameters such as the plate and mass dimensions and mass ratio on the natural 
frequencies of the plate are analyzed. Compared to previous results, our results are very accurate in 
similar cases. 
 
Key Words  Free Vibration, Rectangular Plate, Distributed Patch Mass, Third Order Shear Deformation 
Theory. 
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  قدمهم
صورت يك  هتوان بهاي مهندسي را ميبسياري از سازه

هـا در كاربردهـاي   ورق مستطيلي در نظر گرفـت. ورق 
سـازي و خـودرو   متفاوتي مانند صنايع هوافضا، كشـتي 

هـا در كـار تحـت    و اغلـب ايـن ورق   شوند مياستفاده 
هـا از  گيرند. لذا تحليـل ارتعاشـي ورق  ارتعاش قرار مي

دليـل   محققـان اسـت. از طرفـي بـه    مسائل مورد توجـه  
خصوص  ههاي برشي بتغييرشكلاهميت در نظر گرفتن 

هـاي جديـدي بـر    هاي ضخيم، محققان تئوري در ورق
هاي برشي ارائه كردنـد.  تغييرشكلمبناي در نظر گرفتن 
ارائـه شـده    ةمقال ،ها در اين مورداز جمله اولين تحقيق

بـود.   1965در سـال   Stavski( [1]( توسط استاوسـكي 
پس از آن توسعه اين روش توسط محققان ديگر ادامـه  

برشي را روي  تغييرشكلاثر  Bert( [2]( برتپيدا كرد. 
اي بررسي كرد و تعداد هاي مستطيلي لايهارتعاش ورق

 )Reddy( مدهاي ارتعاشـي بيشـتري را ارائـه داد. ردي   
هـاي مسـتطيلي   ارتعـاش ورق  مسأله 1979در سال  [3]
 كمـك  بـه برشـي   تغييرشكلا در نظر گرفتن اي را بلايه

در سـال   چنـين  هـم روش المان محدود تحليل كرد. او 
ارتعـاش   مسألهبا بررسي تحليلي و المان محدود  1989
هـاي مختلـف و   هاي مستطيلي با استفاده از روشورق
هـاي  تغييرشكلآنها نشان داد كه در نظر گرفتن  ةمقايس

 [5]وي  .[4]اسـت  برشي در تحليل ارتعاشي آنها مهـم  
از را در كتاب خود شرح كاملي  1997سرانجام در سال 

هـا ماننـد   هاي موجود در زمينه تحليل ورقانواع تئوري
هاي مرتبـه اول، دوم و سـوم    تئوري كلاسيك و تئوري

 در فصل يازدهم اين كتـاب  .برشي ارائه كرد تغييرشكل
وي نشان داد كه با اسـتفاده از تئـوري مرتبـه سـوم در     

 دسـت  بهتري ي دقيقها جوابها مقايسه با ديگر تئوري
 بـر دليـل پيچيـدگي روش و زمـان    آيد و از طرفي بهمي

بـالاتر،   ةهـاي مرتب ـ  تحليل بـا اسـتفاده از تئـوري    بودن
نيز  ها جوابو  استاستفاده از تئوري مرتبه سوم كافي 

در  Khdeir( [6]( خـدير از دقت بـالايي برخوردارنـد.   
هـاي   ت كامـل تحليـل ارتعـاش ورق   معادلا 1999سال 

برشي مرتبه  تغييرشكلمستطيلي را با استفاده از تئوري 
نيـز در   [7]و همكارانش  )Singh( دوم ارائه كرد. سينق

هـاي مركـب بـا    هاي طبيعـي ورق  ، فركانس2001سال 
برشـي   تغييرشـكل مواد تصادفي را با استفاده از تئوري 

در همـان   Kant( [8]( . كانـت آوردند دست بهبالا  مرتبه
اي مركب را بـا  هاي لايه حل تحليلي ارتعاش ورقسال 

بالا ارائـه كـرد.    برشي مرتبه تغييرشكلاستفاده از تئوري 
در سال  [9]و همكارانش  )Rastgaar( رستگار چنين هم

هاي مركـب مسـتطيلي   هاي طبيعي ورق ، فركانس2006
برشـي مرتبـه سـوم     تغييرشـكل را با استفاده از تئـوري  
   محاسبه و ارائه كردند.

ــر از ســوي ديگــر، بســياري از ورق   ــا تحــت اث ه
 ؛گيرنـد هايي كه روي آنها سوار هسـتند، قـرار مـي    جرم
كـه قطعـات   را مثـال، بوردهـاي الكترونيكـي     عنـوان  به

هايي در نظر توان ورقمختلفي روي آنها وجود دارد مي
هايي كه روي آنها وجـود دارد  گرفت كه تحت اثر جرم

هـا تحليـل   اي نبودن ايـن جـرم  دليل نقطه ر دارند. بهقرا
موضعي  ةهاي گستردها با وجود جرمارتعاشي اين ورق

از اهميت بالايي برخوردار است. هر چنـد مقـالاتي در   
هاي متمركز وجود ها با جرمتحليل ارتعاشي ورق ةزمين

هاي ها با جرمارتعاش ورق ةدارد، اما تحقيقات در زمين
تـوان بـه   ي اندك است. در اين ميان مـي عگستردة موض

 ، وانگKompaz( [10]( مقالات ارائه شده توسط كمپاز
)Wong( [11] اشـاره   [12]بيگلو و همكـارانش   و علي

  كرد.
هـاي سـاخته   ها، استفاده از ورقدر ميان انواع ورق 

 :Functionally graded materials( شده از مواد مدرج

FGM( [13] خواص مكـانيكي ممتـاز و   داشتن  دليل به
خـواص در طـول    ةمتفاوت كه ناشـي از تغييـر پيوسـت   

هـاي تـنش   ضخامت آنها است و موجب ايجـاد ميـدان  
همـين دليـل    شود، رو به گسترش اسـت. بـه  پيوسته مي

هاي اخير مـورد  هاي مدرج در سالارتعاش ورق ةمسأل
بعـدي   توجه محققان قرار گرفته است. حـل دقيـق سـه   

هاي سـاده توسـط   گاهي مدرج با تكيههاي مستطيلورق
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و نتــايج بــا شــد ارائــه  2004در ســال  Vel( [14]( ول
 تغييرشـكل هاي مختلف مانند تئـوري  استفاده از تئوري

. برشي مرتبه اول و سوم و تئوري كلاسيك مقايسه شد
 ةمسـأل  [15]و همكـارانش   )Qian( در همان سال كيان

باري يك ورق استاتيكي و ارتعاش آزاد و اج تغييرشكل
ــوري    ــتفاده از تئ ــا اس ــخيم را ب ــدرج ض ــتطيلي م  مس

-Petrov( گلــركين-بــالاي برشــي و روش پتــرو مرتبــه

Galerkin(   تحليــل و بررســي كردنــد. بررســي جــامع
هـاي سـاندويچي سـاخته    ارتعاش آزاد و كمـانش ورق 

 Zenkour( [16]( نيز توسط زنكـور  مواد مدرجشده از 
 تغييرشكل تأثيرتحقيق  ارائه شد. در اين 2005در سال 

برشي عرضي، نسبت ابعاد ورق و نسبت ضـخامت بـه   
ابعاد ورق مـورد بررسـي قـرار گرفتـه اسـت. در سـال       

هاي فركانس [17]و همكارانش  )Ferreira( فريرا 2006
را هاي ساده گاه طبيعي يك ورق مدرج مستطيلي با تكيه

 برشـي  تغييرشكلبا استفاده از تئوري مرتبه اول و سوم 
. و نتايج دو تئوري را با يكديگر مقايسه كردنـد محاسبه 

هاي مستطيلي ضخيم سـاخته شـده   ارتعاشات آزاد ورق
هـاي سـاده بـا اسـتفاده از     گـاه  و با تكيـه  مواد مدرجاز 

توسـط هاشـمي و   اول برشي مرتبـه   تغييرشكلتئوري 
ــارانش  ــال  [18]همك ــخ   2010در س ــد. پاس ــه ش ارائ

هـاي سـاخته شـده از     ورقاستاتيكي و ارتعاشـات آزاد  
ي بـالا  مرتبـه بـا اسـتفاده از تئـوري     مواد مـدرج  جنس

 )Talha( برشي در تحقيقي ديگر توسط تلها تغييرشكل
 دست بهبراي  چنين همبررسي شد.  2010در سال  [19]

هاي طبيعـي  فركانس ةآوردن فرمول دقيقي براي محاسب
ــده از    ورق ــاخته ش ــاي س ــدرج ه ــواد م ــاس  م براس

هـاي ايزوتروپيـك متنـاظر تحقيقـي     ورق هـاي  فركانس
ــرايم  ــط اف ــاز  Effraim( [20]( توس ــد. اويم ــام ش  انج

)Oymaz( [21]  اي ارتعاشـات  ، در مقالـه 2012در سال
را با روش  مواد مدرجهاي ناهمگن ساخته شده از ورق

ــز بررســي كــرد. حــل   ارتعــاش غيرخطــي  ةمســألريت
تحـت بارهـاي    مـواد مـدرج  ساخته شـده از   هاي ورق
 2013در سـال   Dogan( [22]( ادفي توسط دوگـان تص

طور كه در ابتدا ذكر شـد، امـروزه مـواد     همانارائه شد. 
پيوستگي خـواص مكـانيكي در راسـتاي     دليل بهمدرج 

هواپيماهـا،   ةاي در ساخت بدنضخامت كاربرد گسترده
كلي صنايع هوافضا پيدا كرده است.  طور بهفضاپيماها و 

هاي ساخته شـده از  روي ورق در بسياري از اين موارد
توان آنها را مانند شود كه مياين مواد قطعاتي نصب مي

كه بايـد در تحليـل ارتعاشـي    ي در نظر گرفت يهاجرم
لازم به ذكر است كـه در تمـام   مورد توجه قرار بگيرند. 

بررسي شـده  هاي مدرج ارتعاش ورق مسألهكه  يمقالات
مـورد  در تحليـل  موضـعي   ةوجود جـرم گسـترد  است 

  .توجه قرار نگرفته است
ــدرج      ــك ورق م ــاش آزاد ي ــه ارتع ــن مقال در اي

موضعي بررسـي شـده    ةمستطيلي تحت اثر جرم گسترد
است. ضريب پواسون ورق ثابت در نظر گرفتـه شـده،   
اما مدول يانـگ و چگـالي در راسـتاي ضـخامت ورق     

به سه حالت مـدرج   پيوسته متغير است. ورق صورت به
ــواني ــيگمويد)Power-Law FGM (P-FGM)( ت  ، س

)Sigmoid FGM (S-FGM)( ــا نمـــــايي  و يـــ
)Exponential FGM (E-FGM)(    .تعريف شـده اسـت

گـاه ورق سـاده در نظـر گرفتـه شـده و معـادلات       تكيه
حركت با استفاده از اصل هميلتون و براسـاس تئـوري   

آمـده اسـت.    دسـت  بـه برشـي مرتبـه سـوم     تغييرشكل
ه و اثـر پارامترهـاي   هـاي طبيعـي ورق محاسـب   فركانس

مختلف مانند ابعاد ورق و جرم، نسبت جرم، نـوع ورق  
 ةو سطح اثر جرم روي آنها بررسي شده است. با مقايس

قبلــي در  ةآمــده بــا نتــايج ارائــه شــد دســت بــهنتــايج 
هاي مشابه نشان داده شده است كه نتايج حاضـر   حالت

  از دقت خوبي برخوردار است.
  
  مسألهتعريف 

و ضـخامت   b، عـرض  a يلي به طوليك ورق مستط
h   در  )1(را مطـابق شـكل   ساخته شده از مواد مـدرج

در شـكل نشـان داده    y و x نظر بگيريـد. محورهـاي  
از وسط ورق بـه سـمت    z شده و جهت مثبت محور

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  ...هاي مدرج تحت جرم گسترده  ارتعاش ورق    علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

58  

 موضـعي  ةگسـترد  جـرم ، )1(پايين است. مطابق شكل 
)M( به طول cعرض ، d   و با مختصات مركز جـرم
)mm y,x    روي ورق قرار گرفته اسـت. مـدول يانـگ (
)E) و چگالي (  ورق مدرج در سطح بالا و پـايين (

 طـور  بـه آن متفاوت اسـت و در طـول ضـخامت ورق    
) در طـول  vكند اما ضريب پواسـون ( پيوسته تغيير مي

  ضخامت ثابت در نظر گرفته شده است.
  

  
  يموضع گستردةورق مدرج مستطيلي با جرم  1شكل 

  
  روش حل

ورق ورق مدرج در سـه حالـت     .خواص ورق مدرج
شـود.  مدرج تواني، سيگمويد و نمايي در نظر گرفته مي

در حالت ورق مـدرج تـواني چگـالي و مـدول يانـگ      
  :[13]شود شكل زير نوشته مي به

  
)1(  21 E)]z(g1[E)z(g)z(E    
  
)2( 21 )]z(g1[)z(g)z(   

  

)3( p)
h

2/hz
()z(g

  
  

ترتيـب   بـه  2 و 1 و 2E و 1E در روابط فوق  
hz/2مدول يانگ و چگالي سطح پايين (   و بـالاي (

hz/2ورق (  و (p در مـدرج اسـت.    ةضريب ماد
در طول ضخامت حالت ورق مدرج سيگمويد خواص 

تــري دارد و از روابــط زيــر پيــروي توزيــع يكنواخــت
  :[13]كنند  مي

  
)4( 2/hz0,E)]z(g1[E)z(g)z(E 2111   
  

)5( 0z2/h,E)]z(g1[E)z(g)z(E 2212   
  

)6( 2/hz0,)]z(g1[)z(g)z( 2111   
  

)7( 0z2/h,)]z(g1[)z(g)z( 2212   
)8( 2/hz0,)

2/h

z2/h
(2/11)z(g p

1  

  

)9( 0z2/h,)
2/h

z2/h
(2/1)z(g p

2   

  
از يـك تـابع نمـايي    در حالت ورق مدرج نمـايي   

ــراي توصــيف خــواص ورق در طــول ضــخامت آن   ب
  :[13]شود  استفاده مي

)10 (  )2/hz(BAe)z(E   
 

)11(   )2/hz(BAe)z(   
  

)12(   )
E

E
ln(

h

1
B,EA

2

1
2   

  
  روابط اساسي حاكم

برشـي   تغييرشكليي با استفاده از تئوري جا جابهميدان 
  :[17]شود شكل زير معرفي مي مرتبه سوم به

  
)13(  )t,y,x(z)t,y,x(u)t,z,y,x(u x0   

)
x

w
(z

h3

4 0
x

3
2 


  

   
)14(  )t,y,x(z)t,y,x(v)t,z,y,x(v y0   

)
y

w
(z

h3

4 0
y

3
2 


  

  
)15(  )t,y,x(w)t,z,y,x(w 0  
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جـايي  ترتيب جابه به wو  u ،vدر معادلات بالا   
 0wو  0u ،0v و zو  x ،yهـــاي ورق در جهـــت

هاي چرخش yو  xمياني ورق و  ةيي صفحجا جابه
جايي براساس قوانين جابه -ند. روابط كرنشبرشي هست
يي جـا  جابـه خطـي و بـا اسـتفاده از ميـدان      ةالاستيسيت
  :[5]د نشوزير نوشته مي صورت بهشده  تعريف

  

)16(  



















































































xy
3

yy
3

xx
3

3

xy
1

yy
1

xx
1

xy
0

yy
0

xx
0

xy

yy

xx

zz  

  

)17(  








































xz
2

yz
2

2

xz
0

yz
0

xz

yz z  

  
ــرايكــه در روابــط فــوق  0ب

xx،1
xx،3

xx ،0
yy ،1

yy 
،3

yy ،0
xy ،1

xy ،3
xy ،0

yz ،2
yz ،0

xz 2و
xz  ــم داريــ

[5]:  

 )الف-18(






























































x

v

y

u
y

v
x

u

00

0

0

xy
0

yy
0

xx
0

  

  

 ب)-18(






























































xy
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x
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x

xy
1

yy
1

xx
1

 

  

 )ج-18(
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w
2

xy

y

w

y

x

w

x

h3

4

0
2

yx

2
0

2
y

2
0

2
x

2

xy
3

yy
3

xx
3

                  

  

 )د-18(











































x
0

y
0

xz
0

yz
0

x

w
y

w

  

  

 ه) -18(











































x
0

y
0

2
xz

2

yz
2

x

w
y

w

h

4  

  
  براي روابط تنش كرنش نيز داريم:

)19( 



























































xy

yy

xx

2
2

xy

yy

xx

2/)v1(00

01v

0v1

v1

E  

  

)20( 































xz

yz

xz

yz

10

01

)v1(2

E  

  
  آيد:مي دست بههاي تنش نيز از روابط زير منتجه 

  

 )الف-21( 







































2/h

2/h 3

dz

z

z

1

P

M

N

  

  

 ب)-21( 



















 2/h

2/h
2z dz

z

1

R

Q  

  
 xهـاي  توانند مختصهمي و   فوقدر روابط  
) 18-21(را اختيار كنند. بـا اسـتفاده از روابـط     yو يا 
  :[5]آيد مي دست بهها هاي تنش برحسب كرنشمنتجه

  

)22(   
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)23(   
 

   
   

 
 


































2

0

FD

DA

R

Q  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  ...هاي مدرج تحت جرم گسترده  ارتعاش ورق    علوم كاربردي و محاسباتي در مكانيك ةنشري
  

60  

داريـم   Aو  Aهاي براي ماتريس در روابط فوق  
[5]:  
  

  )الف-24(


























3

3

3

12

21

A0

0A
A,

A00

0AA

0AA

A  

  
1312  )ب-24( A]2/)v1[(A,vAA    

  كه در آن:
)25(  

2/h

2/h

2
111111 ,z,z,1(E)H,F,E,D,B,A( 

 dz)z,z,z 643  
 

بوده  Aمانند  H و B ،D ،E ،Fهاي ماتريس  
، 0 ،1 چنـين  هـم هستند.  Aنيز مانند  Fو  Dو 
3 ،0  2و  عبارتند از: )22و  23(در روابط  
  

)26(       













































yy
3

xx
3

3

yy
1

xx
1

1

yy
0

xx
0

0 ,,   

 

)27(     






























xz
2

yz
2

2

xz
0

yz
0

0 ,  

  
گسـتردة  يـك جـرم     .يگستردة موضـع ورق با جرم 

نشـان داده   )1(طور كه در شـكل   را همان Mي موضع
كه جـرم از  است شده است در نظر بگيريد. فرض شده 

خمش ورق در جايي كه قرار گرفتـه اسـت جلـوگيري    
زيـر   صـورت  بـه انرژي كرنشي ورق را  ةعادلكند. منمي
  :[5] توان نوشتمي

  

)28(    
a

0

b

0

2/h

2/h
yyyyxxxx[

2

1
U  

dxdydz]yzyzxzxzxyxy   
  

گيـري   انتگـرال  )16، 17و  21(با استفاده از روابط   
ــيانجــام  z روي محــور ــط و ســپس  گــردد م   از رواب

شـود. ضـرايب نيـز از    گـذاري مـي   جاي )18، 22، 23(
انــرژي  ةمعادلــ د.نــآيمــي دســت بــه )24و  25(روابــط 

) بــدون وجــود جــرم گســترده نيــز pTجنبشــي ورق (
  :[5] شود شكل زير نوشته مي به
  
)29(     





a

0

b

0

2/h

2/h

22
p )

t

v
()

t

u
[(

2

1
T  

dxdydz])
t

w
( 2


  

  
تـوان انـرژي   مـي  )13-18(هاي ده از رابطهبا استفا  

 ـ جـا  جابـه ورق را برحسـب  جنبشي   ةيي نوشـت. معادل
) كه mTي (گستردة موضعانرژي جنبشي ناشي از جرم 

  روي سطح بالايي ورق قرار گرفته نيز عبارتست از:
  
)30(   







 





2/cx

2/cx

2/dy

2/dy

22
mm

m

m

m

m

)
t

v
()

t

u
[(

2

1
T  

2/hz:at,dxdy])
t

w
( 2 

  

  

مقدار جرم گسـترده بـر واحـد     mفوق  ةدر رابط  
مساحت است. كل انرژي جنبشـي ورق از مجمـوع دو   

آيــد  مــي دســت بــهانــرژي جنبشــي ذكــر شــده    
)mTTpT  گـاه   ). شرايط مرزي براي ورق با تكيـه

  شود: يزير در نظر گرفته م صورت بهساده 
  
)31(  b,0yat0MNwu yyyyx00   
  
)32(  a,0xat0MNwv xxxxy00   

  

سينوسـي و كسينوسـي   هـاي  در نظر گرفتن سـري   
ي هـا ارتعاش ورق ةمسألحل يي در جا جابهميدان براي 

ــر جــرم اضــافه شــده روي آن   مســتطيلي در تحــت اث
و  [12] اسـت تحقيقات قبلي مورد استفاده قرار گرفتـه  

هـاي زيـر كـه شـرايط مـرزي فـوق را ارضـا        لذا سري
  :شوند ميگرفته يي در نظر جا جابهكنند براي ميدان  مي
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)33(   








1n 1m mn0 )t(U)t,y,x(u  
)ysin()xcos( nm   

  

)34(   








1n 1m mn0 )t(V)t,y,x(v  
)ycos()xsin( nm   

  

)35(   








1n 1m mn0 )t(W)t,y,x(w  
)ysin()xsin( nm   

)36(   








1n 1m mnx )t(X)t,y,x(  
)ysin()xcos( nm   

  
)37(    








1n 1m mny )t(Y)t,y,x(  
)ycos()xsin( nm   

  
)38(  

b

n
,

a

m
nm

  

  
، mnU ،mnV ،mnWدر روابـــط بـــالا ضـــرايب   

mnX  وmnY مختلط نمايي برحسـب  توابع  صورت به
تـوان   مي mnUمثال براي  طور بهشوند. فرض ميزمان 
  :نوشت

  
)39(  ti

mn
0

mn eU)t(U   
  

mnدر رابطه فوق   
0U يي در زمـان  جـا  جابـه  ةدامن

اسـت. بـا اسـتفاده از اصـل     طبيعي فركانس  و صفر 
معـادلات حركـت    )40( ةو با استفاده از رابط ـهميلتون 
حجـم   علـت  بـه كه  [3]آيند  مي دست به مسألهحاكم بر 

آنهـا  ر نويسـي از ذك ـ  منظور خلاصـه  زياد معادلات و به
آوردن  دسـت  بـه  ةنحـو نظـر گرديـده اسـت امـا      صرف

(الـف) آورده   پيوسـت معادلات حركت با جزئيـات در  
  شده است.

  

)40(  )UT(L    
  

و در معادلات حركت  )33-37(قراردادن روابط با   
شـكل زيـر    بههمگن  ةيك دستگاه معادلآن  سازي ساده

  شود: مي حاصل
  
)41(    0])S[]K([ 2    
  

 ][مـاتريس جـرم و    ]S[مـاتريس سـختي،    ]K[كه 
هـاي مـاتريس    يـه انمونه دربردار ضرايب نامعين است. 

فوق براي يك حالت از توابـع   ةجرم و سختي در معادل
 ـ (ب) آورده شـده اسـت.   يوستپمدرج در  ةماد  ةمعادل

 براي ايـن  و شودبعد حل ميبي صورت به معمولاً) 41(
 ـا كار در ابتد انـرژي كرنشـي و جنبشـي را    هـاي  همعادل

ها را نيز ييجا جابهو سپس  نويسند ميبعد بي صورت به
بــراي لــذا دهنــد. بعــد در آن قــرار مــيبــه شــكل بــي

زير در امترهاي پار در اين مقاله، حلروش بعدسازي  بي
  :شوندنظر گرفته مي

  
  الف)-42(

h

z
z,

b

y
y,

a

x
x   

  

  ب)-42(
a

w
w,

a

v
v,

a

u
u 0

0
0

0
0

0   
  
  ج)-42(

b

a
r,

b

d
d,

a

c
c   

  

  )د-42(
abh

cd
r,

E
h m

m
2

2







  

  
نسـبت   mrبعـد و   فركـانس بـي    در روابط بالا  

 ـ   ) 41( ةجرم به جرم ورق است. با حـل دسـتگاه معادل
هـاي طبيعـي ورق   آن كـه همـان فركـانس    ةمقادير ويژ

  شوند.هستند محاسبه مي
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  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   2شكل 

  براي يك ورق مدرج تواني
 

  
  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   3شكل 

  براي يك ورق سيگمويد
 

 
  تغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت   4شكل 

 براي يك ورق نمايي

  
  نتايج عددي

  خواص زير براي يك ورق مدرج فرض شده است:
  
3  الف)-43(

11 m/kg5700,Gpa200E   
  

3  ب)-43(
22 m/kg2702,Gpa70E   

  

  محاسبه شده است.  3/0vنتايج با فرض  ةكلي  

تغييــرات مــدول يانــگ در  )2-4(هــاي در شــكل  
مـدرج  سه حالـت  يك ورق در راستاي ضخامت براي 

با برابـر  نشان داده شده است.  اني، سيگمويد و نماييتو
صفر قرار دادن انرژي جنبشي ناشـي از جـرم گسـترده    

)0Tm ـ  هـاي   ) فركـانس 41( ة) و حل دستگاه معادل
آيـد. در ايـن   مي دست بهرق بدون جرم بعد وطبيعي بي

ــهتــوان نتــايج حالــت مــي ــايج  دســت ب ــا نت آمــده را ب
قبلي مقايسـه و دقـت روش پيشـنهادي را     ةشد محاسبه

هاي طبيعـي   مقادير فركانس )1(بررسي كرد. در جدول 
نـوع  مـدرج  آمده براي يك ورق مربعي  دست بهبعد بي

ز در هاي مختلف طول به ضخامت و ني در نسبت تواني
اين مقـادير  نشان داده و  pمقادير مختلف ضريب ماده 

و  [15]كيـان  ، [14]آمـده توسـط ول    دسـت  بهبا نتايج 
نيز مقادير  )2(مقايسه شده است. در جدول  [17]فريرا 

بعـد اول يـك ورق مربعـي    چهار فركـانس طبيعـي بـي   
و فريرا  [15]توسط كيان مدرج تواني با نتايج ارائه شده 

 )1و 2(هـاي   مقايسه شده است. با بررسي جـدول  [17]
از  آمده با استفاده دست بهتوان مشاهده كرد كه نتايج  مي

قبـولي   روش ارائه شده در اين مقاله دقت خوب و قابل
  .دارند

  
  بعد اول براي ورق مربعي مدرج توانيفركانس بي  1جدول 

  مرجع
P=1 

10h/a  
P=1  

5h/a  
P=2 

5h/a  
P=3  

5h/a  
نتايج 
  حاضر

0601/0  2213/0  2205/0  2211/0  

فريرا 
[17] 

0592/0  2188/0  2188/0  2202/0 

درصد 
  خطا

5/1  1/1  77/0  48/0 

ول 
]14[  

0596/0  2192/0  3197/0  2211/0 

درصد 
  خطا

8/0  9/0  36/0  0/0  

كيان 
[15] 

0584/0  2152/0  2153/0  2172/0 

درصد 
  خطا

8/2  7/2  4/3  39/0 
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بعد اول براي ورق مربع تواني، چهار فركانس بي 2جدول 
20h/a ،1p  

مود 
)m,n(  

نتايج 
  حاضر

فريرا 
[17] 

درصد 
  خطا

كيان 
[15] 

درصد 
  خطا

  7/0  0149/0  0/2  147/0  0150/0  )1و1(
  0/1  0377/0  6/1  0375/0  0381/0  )2و1(
 0/1 0377/0  6/1  0375/0  0381/0  )1و2(

  3/1 0593/0  5/1  0592/0  0601/0  )2و2(

  
هاي طبيعي  مقادير فركانس )3و  4(هاي در جدول  
 h/aو  b/a هـاي مختلـف  ازاي نسـبت  بهاول بعد بي

 يـا و (حالت مدرج تـواني   دوبراي يك ورق مدرج در 
و مدرج نمايي نشان داده شده  1pازاي  به )سيگمويد

-9(است با توجه به روابـط   1pدر حالتي كه  است.
استاي ضـخامت  تغييرات چگالي و مدول يانگ در ر )1

 هـاي  ويژگيبراي دو ورق مدرج تواني و سيگمويد كه 
توان گفت در حالتي مييكساني دارند، برابر است و لذا 

. كننـد رفتـار مـي  هر دو ورق مانند هم است  1pكه 
بعـد  شود فركانس طبيعي بـي گونه كه مشاهده مي همان

ر و با افزايش ورق با افزايش نسبت طول به عرض بيشت
نسبت طول به ضخامت يعني نـازك شـدن ورق كمتـر    

 علـت  بـه يابـد  افزايش مـي  b/aشود. در حالتي كه مي
، هم طول و هم ضـخامت ورق زيـاد   h/aثابت بودن 

و بـا   يابـد  مـي شود و بنابراين سختي ورق افـزايش  مي
مسـتقيم بـا    ةبعـد كـه رابط ـ  فركانس بـي  ةجه به رابطتو

يابد. در حالـت  بعد افزايش ميسختي دارد، فركانس بي
ثابت است، ورق  b/aيابد و افزايش مي h/aدوم كه 
يابد كه اين امر شود و لذا سختي آن كاهش مينازك مي

بـا توجـه بـه     چنـين  هم شود. عث كاهش فركانس ميبا
بالاتر بودن مقـادير فركـانس بـراي ورق مـدرج تـواني      

توان نتيجه گرفـت كـه ورق مـدرج تـواني صـلبيت       مي
بيشتري نسـبت بـه ورق مـدرج نمـايي از خـود نشـان       

  دهد. مي
  

بعد براي يك ورق بدون جرم مدرج تواني فركانس بي  3جدول 
  1pو سيگمويد، 

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  1215/0  0319/0  0081/0  

0.4  1347/0  0355/0  0090/0  
6/0  1563/0  0415/0  0106/0  
8/0  1857/0  0498/0  0127/0  

1  2213/0  0601/0  0150/0  
2/1  2656/0  0732/0  0188/0  
4/1  3145/0  0881/0  0228/0  
6/1  3686/0  1050/0  0274/0  
8/1  4270/0  1239/0  0325/0  

2  4893/0  1445/0  0382/0  
  

  راي يك ورق بدون جرم مدرج نماييبعد بفركانس بي  4جدول 
b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  1203/0  0316/0  0080/0  
4/0  1334/0  0352/0  0089/0  
6/0  1547/0  0412/0  0105/0  
8/0  1837/0  0494/0  0126/0  

1  2199/0  0599/0  0154/0  
2/1  2624/0  0726/0  0187/0  
4/1  3106/0  0873/0  0226/0  
6/1  3637/0  1041/0  0272/0  
8/1  4211/0  1226/0  0322/0  

2  0.4822  0.1430  0.0379  

  

عـد يـك ورق   بفركانس طبيعي بـي  )5(در جدول   
ــي  ــدرجمربع ــدرج   دودر  م ــت م ــوانيحال ــاو ( ت  ي
تحـت   10h/aو  1pازاي  ايي بهنمو  )سيگموئيد

ي ارائـه شـده اسـت. جـرم     گستردة موضعاثر يك جرم 
ي به دو شكل در نظر گرفته شده اسـت.  گستردة موضع

) mrورق با نسبت جـرم ( در حالت اول جرم در مركز 
4/0و ابعاد  5/0 b/da/c    و در حالـت دوم جـرم

و ابعـــاد  9/0در مركـــز ورق بـــا نســـبت جـــرم    
1/0 b/da/c   شـود. مشـخص   در نظر گرفتـه مـي
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اســت كــه جــرم گســترده در حالــت دوم متمركزتــر از 
با توجه به مقادير موجـود در جـدول   لت اول است. حا
، هنگامي كه جرم متمركزتـر اسـت درصـد كـاهش     )6(

شود چون اثـر آن روي نقطـه   فركانس طبيعي بيشتر مي
شكم در ميانه ورق بيشتر شـده و لـذا انـرژي جنبشـي     

شود (بيشترين مقـدار خيـز بـراي    ناشي از جرم زياد مي
اسـت و بنـابراين   ورق در نظر گرفته شده در وسط آن 

با توجه به معادله انرژي جنبشي هر چـه جـرم در ايـن    
نقطه متمركز شـود مقـدار انـرژي جنبشـي نيـز بيشـتر       

شود). بنابراين انرژي جنبشي كل نيز افزايش يافته و  مي
يابد، كـه ايـن   در نتيجه فركانس طبيعي ورق كاهش مي

  كاهش مطابق انتظار است.
  

راي يك ورق مربعي مدرج، بعد اول بفركانس بي  5جدول 
1p  

نوع 
  ورق

بدون 
  جرم

جرم در 
حالت 
  اول

درصد 
  كاهش

جرم در 
حالت 
  دوم

درصد 
  كاهش

  87/80  0115/0  22/65  0209/0  0610/0  تواني
 63/80 0116/0  44/66  0201/0  0599/0  نمايي

  
  

  بعد اول براي ورق تواني و يا سيگمويد فركانس بي  6جدول 
  1pجرم گسترده،  با

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  0215/0  0059/0  0027/0  
4/0  0347/0  0059/0  0031/0  
6/0  0564/0  0142/0  0038/0  
8/0  0693/0  0174/0  0043/0  

1  0834/0  0209/0  0052/0  
2/1  1032/0  0259/0  0065/0  
4/1  1280/0  0321/0  0080/0  
6/1  1577/0  0396/0  0099/0  
8/1  1921/0  0483/0  0121/0  

2  2315/0  0583/0  0146/0  

  

  ل براي يك ورق مدرج نماييبعد اوفركانس بي  7جدول 
  با جرم گسترده

b/a  5h/a  10h/a  20h/a  
2/0  0203/0  0051/0  0021/0  
4/0  0334/0  0083/0  0029/0  
6/0  0553/0  0135/0  0032/0  
8/0  0680/0  0167/0  0041/0  

1  0822/0  0201/0  0048/0  
2/1  1019/0  0251/0  0060/0  
4/1  1268/0  0341/0  0075/0  
6/1  1563/0  0389/0  0093/0  
8/1  1909/0  0477/0  0115/0  

2  0.2305  0.0578  0.0137  

  
ادير فركانسـهاي طبيعـي   مق )6و 7(هاي در جدول  

ــوانيحالــت مــدرج دو در مــدرج  يــك ورق ــا و ( ت ي
هـاي  نسـبت با  ييامدرج نم و 1pي ازا به) سيگمويد

مختلف طول به عرض و طول به ضـخامت تحـت اثـر    
و ابعـاد   5/0ي با نسـبت جـرم   گستردة موضعيك جرم 

04/0 b/da/c  ــه ــه  ك ــرار گرفت ــط ورق ق در وس
است، آورده شده است. نتايج موجود در اين جـدول از  

  تبعيـت   )3و 4(هـاي  روند نشـان داده شـده در جـدول   
هاي طبيعي ورقي كـه تحـت اثـر يـك     كند. فركانسمي

ي قرار گرفته است نسبت به همـان  گستردة موضعجرم 
مقادير در حالتي كه ورق بـدون جـرم گسـترده اسـت،     

ابـد. ايـن كـاهش ناشـي از وجـود جـرم و       يكاهش مي
بـا   چنـين  هـم  افزايش انرژي جنبشي كل سيستم اسـت. 

تـوان نتيجـه گرفـت كـه     ها ميتوجه به مقادير فركانس
ورق مدرج تواني صلبيت بيشتري نسبت به ورق مدرج 

هاي در جدول رونددهد كه اين نمايي از خود نشان مي
  نيز مشاهده شد. )3و  4(

ي ابـر هـاي طبيعـي    ادير فركانسمق )8(در جدول   
و  تـواني حالـت مـدرج   دو در مـدرج  مربعي  يك ورق
نشـان داده شـده    pمقـادير مختلـف    يازا به سيگمويد

گسـتردة  است. ورق مربعي مذكور تحت اثر يك جـرم  
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4/0و ابعـاد  5/0ي با نسبت جـرم  موضع b/da/c 
 10نيـز   h/aرق قرار گرفته است و نسبت در وسط و

مشاهده با توجه به مقادير موجود در اين جدول، است. 
مقـدار   pكلـي بـا افـزايش تـوان      طـور  بـه شود كه  مي

مشخص اسـت   كاملاً چنين هم يابد. فركانس كاهش مي
از همان  كمترج تواني مقدار فركانس براي ورق مدركه 

لذا ورق مدرج  مقدار براي ورق مدرج سيگمويد است.
دهـد. از  سيگمويد صلبيت بيشتري از خـود نشـان مـي   

هـاي موجـود در   طرفي بـا توجـه بـه مقـادير فركـانس     
نشـان داده   )6و  7(هـاي  و جدول )3و  4(هاي جدول

شد كه ورق مدرج تواني صـلبيت بيشـتري نسـبت بـه     
  دارد. ورق مدرج نمايي

  
  بعد اول براي يك ورق مربعي فركانس بي  8جدول 

  10h/aبا جرم گسترده، 

p  
مدرج  ورق

  تواني
مدرج  ورق

  سيگمويد
1/0  0234/0  0236/0  
2/0  0228/0  0229/0  
5/0  0219/0  0221/0  

1  0209/0  0209/0  
2  0217/0  0204/0  
5  0218/0  0202/0  
10  0208/0  0200/0  
20  0193/0  0199/0  
50  0175/0  0199/0  
100  0166/0  0199/0  

  
ترتيب اثـر نسـبت طـول بـه      به )5و  6(هاي كلش  

ضخامت و طـول بـه عـرض را روي فركـانس طبيعـي      
نشـان   1pازاي  بـه  توانيبعد اول يك ورق مدرج  بي
ورق مربعي در نظر گرفته شـده   )5(دهند. در شكل مي

نسبت طول به ضخامت برابـر بـا    )6(و در شكل است 
و  4(هاي  است. همانطور كه پيشتر با بررسي جدول 10
ذكر شـد، بـا افـزايش     )6و  7(هاي جدول چنين هم )3

بعـد افـزايش و بـا    نسبت طول به عرض فركـانس بـي  

بعد كاهش فركانس بيبه ضخامت  افزايش نسبت طول
ورق تحـت اثـر يـك    مـذكور  يابد. در هر دو شكل مي

 5/0ي در وسط ورق با نسبت جرم گستردة موضعجرم 
4/0و ابعاد  b/da/c .قرار گرفته است   

  

  
بعد با نسبت طول به ضخامت  در تغييرات فركانس بي  5شكل 

  تواني يك ورق مدرج
  

 

بعد با نسبت طول به عرض در يك تغييرات فركانس بي  6شكل 
  ورق مدرج تواني

  

بعـد ورق بـا افـزايش    تغييرات فركانس طبيعي بـي   
دو ) براي يك ورق مربعي مـدرج (در  mrنسبت جرم (

 و مـدرج نمـايي)   1pي ازا بـه  تـواني حالت مـدرج  
نشان داده شده اسـت.   )7(در شكل  10h/aي ازا هب

ي در وسـط ورق و  گستردة موضـع در اين حالت جرم 
0.4با ابعاد  b/da/c   .در ايـن   فرض شـده اسـت

افـزايش انـرژي    دليـل  بـه حالت با افزايش نسبت جـرم  
انـرژي جنبشـي كـل    افـزايش   ،جنبشي ناشـي از جـرم  

يابد كه اين كاهش بديهي و مطـابق  فركانس كاهش مي
نشان داده شـده در   هايبا توجه به نمودارانتظار است. 

تواني اندكي بـالاتر  ورق مدرج هاي فركانس ،شكلاين 
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لذا ورق مدرج  .هاي ورق مدرج نمايي استاز فركانس
  تواني صلبيت بيشتري نسبت به ورق مدرج نمايي دارد.

  

  
بعد با نسبت جرم براي يك ورق تغييرات فركانس بي  7شكل 

  مربعي مدرج
  

  
بعد با افزايش سطح اثر جرم براي تغييرات فركانس بي  8شكل 

  يك ورق مدرج مربعي
  

  
بعد با تغييرمكان جرم براي يك ورق تغييرات فركانس بي  9شكل 

 مدرج تواني

  

 اثر افزايش سطح جرم روي فركانس )8(در شكل   
بعد يك ورق مربعي مـدرج (در سـه حالـت    طبيعي بي

 و مدرج نمايي) 1pي ازا بهو سيگمويد  توانيمدرج 
نشان داده شده است. در اين حالـت   10h/aي ازا به

dcمربعـي (  صورت بهجرم  ـ  ورق قـرار   ة) و در ميان
دارد و مقدار جرم نيز نصف جرم ورق است. با توجـه  

بعـد  به شكل با افزايش سطح جرم فركانس طبيعـي بـي  
جا كه بيشـترين ميـزان خيـز     يابد. از آنورق افزايش مي

شده در وسط آن است هر چه سطح  ورق در نظر گرفته
اثر جرم افزايش يابد انرژي جنبشي در سـطح بيشـتري   

شود و لـذا مقـدار   گيري مي رد انتگرالكه خيز كمتري دا
مشخص است كه اين  يابد. بنابراين كاملاًآن كاهش مي

شود. در ايـن حالـت   كاهش باعث افزايش فركانس مي
از ورق  بيشتر توانينيز مقدار فركانس براي ورق مدرج 

  است. مدرج نمايي
ي روي گستردة موضـع اثر موقعيت جرم  )9(شكل   

) 1pك ورق مدرج تـواني ( بعد يفركانس طبيعي بي
دهد. در اين حالـت موقعيـت جـرم    مربعي را نشان مي

) 0.5b/ymي روي خط وسط ورق (گستردة موضع
ــاييني آن      ــا پ ــالايي و ي ــارم ب ــك چه ــط ي و روي خ

)0.25b/ym و نسـبت جـرم    ) در حال تغيير اسـت
0.1و ابعاد آن  0.5 b/da/c .بـا   فرض شده است

تر شود توجه به شكل هرچه جرم به وسط ورق نزديك
  يابد.افزايش انرژي جنبشي، فركانس كاهش مي دليل به

  
 گيرينتيجه

در اين مقاله ارتعـاش آزاد يـك ورق مـدرج مسـتطيلي     
ي بررسـي شـده اسـت.    گسـتردة موضـع  تحت اثر جرم 

به سه حالت مدرج تواني، سيگمويد و يـا نمـايي    ورق
گاه ورق ساده در نظر گرفته شود. تكيهدر نظر گرفته مي

شده و معادلات حركت با استفاده از اصـل هميلتـون و   
 دسـت  بـه برشي مرتبه سوم  تغييرشكلبر اساس تئوري 

است هاي طبيعي ورق محاسبه شده آمده است. فركانس
اثر پارامترهاي مختلفي مانند ابعاد ورق، نسبت جـرم  و 

ي روي آنهـا  گستردة موضعو سطح اثر و موقعيت جرم 
بررسي شده است. با تحليل نتايج مشخص شد كـه بـا   

فركانس  ،ه ضخامت و نسبت جرمبافزايش نسبت طول 
بعد ورق كاهش و با افزايش نسبت طول به عرض و بي

يابـد. از طرفـي هـر    فركانس افزايش مي ،سطح اثر جرم
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تر شود، فركـانس كـاهش   ورق نزديك ةچه جرم به ميان
ورق مدرج سيگمويد صلبيت بيشتري  چنين هميابد.  مي

هاي آن دهد كه باعث افزايش فركانساز خود نشان مي

 ةشـد  آمده با نتايج ارائه دست بهنتايج  ةشود. با مقايسمي
سـت كـه   هاي مشابه نيز نشان داده شده احالت قبلي در

  نتايج حاضر از دقت خوبي برخوردار است. 
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  الف) پيوست
  آوردن معادلات حركت با استفاده از اصل هاميلتون: دست بهمراحل 
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شـود  انجام مي zگيري فقط روي محور  بعد انتگرال ةبا قرار دادن روابط فوق در رابطه كلي اصل هميلتون در مرحل -4

  شوند. ) نوشته مي21هاي تنش (روابط ها برحسب منتجهو تنش
  شود.  يي نوشته ميجا جابهرحسب ) كل عبارت ب23و  22ها (روابط ييجا جابهها برحسب سپس با قرار دادن كرنش -5
 ـ  صـورت  به) yو 0u،0v،0w،xهاي مجازي (ييجا جابهدر مرحله بعد معادلات بر حسب  -6  ةپـنج معادل

 ــ ــهشــود. در ايــن مرحلــه از هــر يــك از  يمرتــب شــده و معــادلات حركــت اســتخراج م هــاي مجــازي ييجــا جاب
)0u،0v،0w،x وyهـاي مجـازي اسـت    ييجـا  جابهشود و عبارتي كه ضريب هر يك از ) فاكتورگيري مي
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  يي نوشت.جا جابهنهايت برحسب 
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