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  1394دو،  ةسال بيست و ششم، شمار   كاربردي و محاسباتي در مكانيك  علومنشرية 
 

  بهبود تنش و برآورد خطا با استفاده از تعادل در هر ناحيه از تحليل ايزوژئومتريك
  

  )2(بهروز حسني                     )1(احمد گنجعلي

  
بوده  گوسي يهمگرا استفاده از خاصيت نقاط فوق ةبر پاي ،در روش ايزوژئومتريك اولين روش برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش  چكيده

تعداد  تأثير چنين همو  معادلات تعادل در حل دو مثال الاستيسيته ارضايمبتني بر  ديگري برآورد خطاي بررسي روش بهدر اين مقاله . است
در اين روش با استفاده از ارضاي معادلات تعادل در هر ناحيه از  .شود مي پرداختهخطا  ةگوسي در كارايي اين برآوردكنند گيري انتگرالنقاط 

نسبت به سطح تنش  نشان داده خواهد شد اين سطح تنش آيد كه دست مي بهفضاي محاسباتي تحليل ايزوژومتريك يك سطح تنش بهبود يافته 
خطا  ةبررسي كارايي اين برآورد كنند براي همگرا داراي دقت بيشتري خواهد بود. تنش بهبود يافته مبتني بر نقاط فوقسطح ايزوژئومتريك و 

همگرا و  آمده از اين روش با روش مبتني بر نقاط فوق دست بهنتايج  ةته داراي حل تحليلي و مقايسيالاستيس ةمسأل دوو تحليل  سازي مدلبه 
استفاده از خاصيت نقاط  ةكارايي بهتر اين روش نسبت به روش بازيافت تنش بر پاي ةدهند نشاننتايج نتايج دقيق پرداخته شده است. 

 روش در خطا و برآورد تنش بازيافت براي ديگر مؤثر روش ساده و عنوان يك به اين روش نيزاز  توان مي بر اين اساسو  استهمگرا  فوق

  برد. نام ايزوژئومتريك
  .، معادلات تعادلتحليل ايزوژئومتريك، برآورد خطا، بازيافت تنش  كليديهاي  واژه

  
Improvement of Stress and Error Estimation by Patch Equilibrium  

in Isogeometric Analysis 
 

A. Ganjali       B. Hassani 
 

Abstract  A method for error estimation of isogeometric analysis of plane stress problems, based on 
stress recovery by using the super convergent properties of the Gauss points, was introduced. In this 
paper, a different approach for improvement of stresses based on the satisfaction of equilibrium equations 
by taking into consideration of two elasticity problems is followed and the effect of the number of the 
Gauss quadrature points is studied. In this approach, the equilibrium equations are satisfied for each patch 
of the isogeometric analysis model and it has been shown that the recovered stresses are more accurate 
than the previous method where the super-convergent properties were used. To demonstrate the 
performance and efficiency of the method a couple of elasticity problems are considered and the obtained 
results are compared with the previous method and exact solutions. The results indicate that the suggested 
method can be employed for error estimation and stress recovery in the isogeometrical analysis method. 
 
Key Words  Isogeometric Analysis, Error Estimation, Stress Recovery, Equilibrium Equations.    
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  مقدمه
 يكي سيستم يك رفتار بر حاكم ديفرانسيل معادلات حل

 علوم هاي زمينه در همواره كه است مسائلي ترين مهم از

در حالت كلـي  داشته است.  قرار بحث مورد مهندسي و
و تنهـا   دارنـد بسيار زيادي  هاي پيچيدگياين معادلات 
د. در نباش ـ ي عددي قابل حل مـي ها روشبا استفاده از 

ي مختلـف عـددي   هـا  روشبـا توسـعة   اخيـر  هاي  دهه
تـوان بـه    مـي  ترين آنهـا  كه از جمله مهم ايم مواجه بوده

ي تفاضــل محــدود، روش اجــزاي محــدود و هــا روش
ي بدون مش اشـاره  ها روشي موسوم به ها روشدسته 
 عنوان به، روش اجزاي محدود ها  روشاز ميان اين  كرد.

روشي قدرتمند در بسياري از علـوم مهندسـي شـناخته    
تـا   1950شده و توسعه يافته است. اين روش در دهـه  

ادغـام  كاهش عيـوب و   شكل گرفت و امروزه با 1960
ي تفاضل محدود و بدون مش بسياري از ها روشآن با 

ــع   مشــكلات دانشــمندان مكانيــك محاســباتي را مرتف
فت قابـل ملاحظـه   رغم اين پيشر علي ،اما ساخته است.

را كامـل   كه بتوان آن افتيرا  يروش توان نمي هنوز هم
نـواقص و مشـكلات    ني. از جمله اديو بدون نقص نام

 ئلي بـا به ضـعف در توليـد دقيـق شـكل مسـا      توان يم
بـا   يمسـائل  قي ـدق سازي مدلپيچيده، ضعف در  ةهندس

 ليـد تغييرات شديد در خواص مصالح و نيز نيـاز بـه تو  
در برخي مسائل، نظير مسائلي كـه   ها لمانامكرر شبكه 

شـوند و يـا مسـائل     در چارچوب لاگرانـژي حـل مـي   
  سازي شكل سازه، اشاره نمود. بهينه
گيـري روش اجـزاي    يك دهه پس از شـكل  تقريباً  

 ـ ،1980تا  1970ي ها سالبين  ،محدود  ةدليـل توسـع   هب
 سـازي  مـدل گيري در علـم   هاي چشم پيشرفت ها رايانه

  (Computer Aided Design)كمـك رايانـه   بـه هندسـه  
تحليـل مسـائل مهندسـي     واضح است كهشكل گرفت. 

ــن    ــتفاده از اي ــتوار اســت و اس ــه اس ــاي هندس ــر مبن ب
تواند كمك شاياني به تحليل مهندسي در  مي ها پيشرفت

زماني پيـدايش   دليل عدم هم هاما ب .نمايد آنرفع نقايص 
كمـك   ي طراحـي بـه  هـا  روشو اجزاي محـدود   روش

بــين تحليــل مهندســي و طراحــي  ايــن اتصــال ،رايانــه
   وجود نيامد. بهكمك رايانه  به

هـاي   ورود تكنيـك هايي كـه بـراي    از اولين تلاش  
در تحليـل مهندسـي صـورت     كمـك رايانـه   طراحي به
 كيگان و و توسط 2004تا  1998 يها سال در پذيرفت

كـه   انجام شد [3]و همكاران هوليگ و  [1,2]همكاران 
 اجـزاي  در مـورد اسـتفاده   شـكل  توابـع  جـاي  در آن به

 سال دراستفاده شده بود.  اسپلاين ةپاي توابع ازمحدود، 

 -بــي(نربــز  توابــع از اســتفاده بــا ايــده ايــن 2005
 Non-Uniform)يكنواخـت)  هـاي نسـبي غير   اسـپلاين 

Rational B-Splines (NURBS)) توابـع  ةتوسـع  از كه 

 شو همكـاران  آينـد توسـط هيـوز    مـي  دست به اسپلاين
 گرفـت  نـام  ايزوژئومتريـك  تحليل روش و يافت تكامل

 ـ  .[4]  ةدر اين روش ضمن استفاده از خواص توابـع پاي
هـا، سـطوح و    اسپلاين و نربز در تعريف دقيـق منحنـي  

احجام، همانند توابع شكل در روش اجزاي محدود، از 
 شود. استفاده ميسازي هم  يابي و تقريب درون برايآنها 
ــه ــاي روش ايزوژئومتريــكاز خلاصــه  طــور ب در  مزاي

 يمـوارد تـوان بـه    مي ي عدديها روشمقايسه با ديگر 
، دقت قابل ملاحظـه در  تر دقيق سازي مدلامكان  چون،

بنـدي مجـدد در    يط مرزي، عدم نياز به شـبكه ااقناع شر
مسائلي كه مـدل هندسـي در حـين حـل دچـار تغييـر       

، دسـتگاه معـادلات   ةانداز ةبل ملاحظقاشود، كاهش  مي
پــذيري و ســادگي در مســائل بهبــود شــبكه و  انعطــاف

قابليـــت اســـتفاده از ايـــن روش در حـــل معـــادلات 
باشـند   مي ي متغييرب آنها خود تابعيديفرانسيلي كه ضرا

در چند سال اخير، روش ايزوژئومتريك  .[5] اشاره كرد
اميـك  چـون دين  هـاي مختلفـي هـم    سرعت در زمينـه  به

ها و يا الكترومغنـاطيس توسـعه    سيالات، مكانيك سازه
بـه چـاپ    يدر اين زمينه كتاب چنين همداده شده است. 

تـوان بـه آن    بيشـتر مـي   ةرسيده است كه بـراي مطالع ـ 
 [6]. مراجعه كرد

شـمار   هاي عددي بـه  خطا بخش جدانشدني تحليل  
ن در قابليـت  ارود و همـواره باعـث نگرانـي محقق ـ    مي
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بـرآورد خطـا    استفاده از روش نتايج بوده است.اعتماد 
 Stressبازيافت تنش در تحليل ايزژئومتريك ( مبتني بر

Recovery in Isogeometric analysis(SRI) اولين بار (
. [1] توسط حسني و همكاران مورد استفاده قرار گرفت

ــاس روش  ــابه روش SRIاسـ ــزاي  SPR، مشـ در اجـ
يـي تـنش در   گرا مه ـبرگرفته از خاصيت فوق  محدود،
بــا در ايــن روش  .گوســي اســت گيــري انتگــرالنقــاط 

 ةمؤلف ـبـراي هـر    ي گوسيگرا همفوق  استفاده از نقاط
 بـراي شـود كـه    يك سطح بهبود يافته تشكيل مي ،تنش

 گيرد مي برآورد خطاي ايزوژئومتريك مورد استفاده قرار
 ـاتوسط همان محقق بعد از آن .[5]  ةن، يك روش بر پاي

ارضاي معادلات تعادل معرفي شـد كـه باعـث بـرآورد     
تحليـل   ةبهتري از خطا در داخل و نواحي مـرزي دامن ـ 

ايزوژئومتريك شد و كارايي آن در برآورد خطـاي سـه   
]. در ايـن  7الاستيسيته مورد ارزيابي قرار گرفت [ ةلأمس

پژوهش ضمن بررسي عملكـرد ايـن روش در بـرآورد    
يط انحنـا در مرزهـاي   بـا شـرا  نمونـه   مسألةخطاي دو 
 گيـري  انتگـرال تعـداد نقـاط    تـأثير به بررسـي   هندسي،

خطا پرداختـه شـده    ةگوسي در كارايي اين برآوردكنند
  است.
اي تحت بـار   دايره ةشكل و صفح اي دايره ةتير طر  

 مثـال حـل شـده در ايـن پـژوهش      فشـاري دو متمركز 
 گيـري  انتگـرال منظور بررسي تعـداد نقـاط    به باشند. مي

كل  يبيو تقر قيدق يانرژ ينرم خطانسبت گوسي نيز، 
پنج و  ستيشانزده، ب با چهار، نه،  )تأثير(شاخص  دامنه
ي براي دو مثال حـل شـده در   گوس ةشش نقطو  يو س

مورد ارزيـابي قـرار    ]7اين پژوهش و سه مثال مرجع [
در  هدو مثال حل شد آمده از دست بهنتايج  . گرفته است
برآورد خطا با استفاده  كه دهد مي نشان نيز اين پژوهش

 ،گرا هممبتني بر نقاط فوق روش نسبت به روش اين از 
  پذيرد.  مي با دقت بهتري صورت

   
  برآورد خطا در اجزاي محدود

ي تخمـين خطـاي   ها روشآشنايي با برخي از  منظور به

عددي در اين بخش بـه معرفـي تعـدادي از    هاي  تحليل
در برآورد خطاي تحليـل اجـزاي محـدود     ها روشاين 

  شود.  مي پرداخته
از  يروش عمـوم  كيكه در آن  ييها مقاله نياز اول  
 چاردسـون ير يهـا  ، مقالـه ه اسـت شد انيخطا ب نيتخم

روش  نوشـته شـده اسـت.    1910در سـال  باشد كه  مي 
ريچاردسون در تخمـين خطـا از ايـن حقيقـت پيـروي      

 اوت محدود، معمولاًكند كه خطا در هر طرحي از تف مي
. كـار  [8] هاي مورد استفاده بسـتگي دارد  مش ةبه انداز

توسط بابوشـكا   و 1978اصلي در تخمين خطا در سال 
روش آنهــا كــه روش  .[10 ,9] و رينبولــت آغــاز شــد

اي نام گرفت بر اين اساس بود كه با قرار دادن  باقيمانده
 ةحــل حاصــل از روش اجــزاي محــدود در معادلـ ـ   

پرش  ةآن و نيز محاسب ةماند ةديفرانسيل اوليه و محاسب
، تخمينـي از خطـاي حـل    ها المان ةميدان گراديان در لب

. دسـتة ديگـر از   [9] آيـد  مـي  دسـت  بـه اجزاي محدود 
 ي بازيافــت تــنشهــا روشي بــرآورد خطــا، هــا روش
 1994كـه بابوشـكا در سـال    يقاتيكه طبق تحق باشد مي

 نيا كه برده شد يداد، پ خود انجام ةتوسط آزمون وصل
دقـت و   از اي ماندهيي باقها روشبا  سهيدر مقا ها روش
كلـي   طـور  به. [11] باشند مي بهتري برخوردار ييگرا هم

پيوسته  منظور بالا بردن دقت، و بازيافت تنش روشي به
 دسـت  بـه و هموار نمودن ميدان تنش يا گراديان ميدان 

آمده از حل اجـزاي محـدود اسـت. در ايـن روش بـا      
اســتفاده از حــل روش اجــزاي محــدود، يــك جــواب 
نزديك به حل دقيق يا تحليلي در هر گره يـا در نقـاط   

كه دقت بالاتري است خواه روي دامنه محاسبه شده  دل
 طـور  بـه نسبت به حل اولية اجزاي محدود داشته است. 

زير تعريـف   صورت بهكلي اين ميدان تنش بهبود يافته، 
  شود: مي

  
)1( **σ = Nσ 

 

*كه در آن   
  مقادير گرهي اين ميدان وN   توابـع

است. با اسـتفاده از ايـن    ها المانشكل مورد استفاده در 
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زيـر   صـورت  بـه ميدان بهبـود يافتـه، خطـاي بازيافـت     
  شود: تعريف مي

  

)2( * *
σ he σ -σ 

  

تنش ناشي از اجزاي محـدود   hبالا  ةكه در رابط  
ي متعددي براي بازيافت تنش از حل ها روشباشد.  مي

اجزاي محدود وجود دارد كه از جملـه ابتـدايي تـرين    
توان به روش ميانگين گيري كه توسط هينـتن و   مي آنها

كــه  2Lو روش تصـوير   1974در ســال  [12]كمپبـل  
كـار بـرده    به 1971در سال  [13]توسط اودن و براچلي 

روش بازيافـت  1992شده است اشـاره كـرد. در سـال    
توسط زينكويچ و   SPRگرا تنش بر مبناي نقاط فوق هم

ابداع شد و گام بسيار بلندي در بازيافت تنش  [14]زو 
يكي از بهتـرين   عنوان بهمروزه اين روش ا .برداشته شد

بــراي بــرآورد خطــا در مســائل  هــا روشترين مــؤثرو 
رود. اسـاس ايــن روش برمبنــاي   مــيكـار   بــهمهندسـي  
اسـت كـه در    گرا همنقاطي به نام نقاط فوق  استفاده از
آمده از تحليل تقريبي نسبت به ساير  دست بهآنها تنش 

ايـن روش   شد. دربا نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي
اي با ضرايب  چند جمله صورت بهبا برازش يك ميدان 

نامعين بر روي گراديان حاصل از روش اجزاي محدود 
، ميـدان  (ناحيـه)  ي متصل به هر گرهها المانروي گروه 

 صورت بهاين ميدان شود.  گراديان بهبود يافته تعيين مي
  د:گردزير فرض مي

  

)3( *
pσ Pa 

  

*در رابطة فوق   
p  ،تنش بهبود يافتـه ،P   مجموعـة

هاي حداكثر هم درجه با توابع شكل المان  اي تك جمله
) 4مقادير ثابت مجهول هستند. با كمينه كردن تابع ( aو 

  .[14] آيد مي دست به) 5مقادير مجهول مطابق رابطة (

)4( 

n
* 2

h i i p i i
i 1

n
2

h i i i i
i 1

F(a) (σ (x , y ) σ (x , y ))

(σ (x , y ) p(x , y )a)





  

 




 

)5( 1a A b 
ــه  bو A)، 5در رابطــة (   ــر تعريــف صــورت ب  زي
  شوند: مي
  
)6( 

n
T

i i i i
i 1

A P (x , y )P(x , y )


 

)7( 
n

T
i i h i i

i 1

b P (x , y )σ (x , y )


 

آمـده از روش   دسـت  بـه تنش  hσدر اين روابط،   
 گـرا  هممختصات نقاط فوق  iyو  ixاجزاي محدود، 

ي هـا  المـان تعـداد   nهر ناحيه و  تنش در ةيا نقاط بهين
  موجود در هر ناحيه است. 

هـاي بسـيار ديگـري توسـط      بعد از آن نيز تكنيك  
نوعي به بهبود روش  محققين ابداع شد كه در هر يك به

SPR بـدين منظـور اسـتفاده از قيـد      .شـود  مي پرداخته
دنبـال   SPRبهبـود كـارايي روش    برايمعادلات تعادل 

. با توجه به عدم ارضاي معـادلات تعـادل   [21-15] شد
 SPRآمــده از روش  دســت بــهتوســط تــنش بازيــافتي 

بـا اسـتفاده از    ها روشويژه در نزديك مرزها، در اين  هب
 ةقيد معادلات تعادل سعي بر بهبود كارايي برآورد كننـد 

  خطا شده است.
  

  بندي تحليل ايزوژئومتريك فرمول
كلـي در روش ايزوژئومتريـك، مقـدار مجهـول      طوربه

تغييرمكان  ةمؤلفمثال  طور بهه در حالت دوبعدي، (مسأل
شود  يك سطح نربز، طوري تعيين مي عنوان به) xجهت 

كه ارتفاع سطح تشكيل شده از تراز مبنا در هر نقطـه از  
ه در آن مكان باشد. مسألمقدار مجهول  ة، بيان كننددامنه

در مسائل تنش و كرنش مسطح، اگـر نقـاط كنترلـي را    
هــاي اول و دوم  مؤلفــهاي انتخــاب كنــيم كــه گونــه بــه

x(مختصات اين  نقاط،  yP , P( ه را مسأل، بتوانند هندسه
سـوم   ةمؤلفبرآورد كنند، در اين صورت  xy ةدر صفح

كنـيم كـه    مختصات اين نقـاط را طـوري محاسـبه مـي    
اي نربز نشان  توابع پايه ةوسيل يابي بين اين نقاط به درون

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  1394، دو ةسال بيست و ششم، شمار    بهروز حسني - احمد گنجعلي
 

77  

تـوان   تغييرمكان آن نقطه باشـد. در حقيقـت مـي    ةدهند
 xy ةتصــوير آن روي صــفحاي تشــكيل داد كــه رويــه
ه و ارتفـاع رويـه در هـر نقطـه     مسأل ةهندس ةدهند نشان

آن نقطـه   تغييرمكـان  ةدهنـد  نشـان  xy ةنسبت به صفح
ــر   ــابراين اگ ــد. بن ــانباش ــت  تغييرمك را  yو  xدر جه

ر ه ـ تغييرمكـان توان  نشان دهيم، مي vو uترتيب با  به
صورت زير از نربز (ناحيه) را به ةنقطه در داخل زيردامن

  يابي كرد. روي نقاط كنترلي مربوط درون
  

)8(  
 

 

 

, ,
1 1

, ,
1 1

,
,

,
,

n m

i j u i j
i j

n m

i j v i j
i j

R
u x y

v x y
R

 

 

 

 

 
          

    
  





P
u u

P

 

  
,iبالا  ةدر رابط   jP هاي سوم  مؤلفهها نمايشگر بردار

,iمختصات نقاط كنترلي نربز،  jR   اي نربـز  توابـع پايـه
 yو  xهــاي در جهــت تعــداد نقــاط كنترلــي nو   mو

  باشند. مي
شـود كـه تنهـا     مـي  ) مشـاهده 8( ةبا توجه به رابط  

 xدر جهت  تغييرمكانسطح  پارامتر مجهول براي تعيين
ي هـا  مؤلفـه محدوديتي كه بردار  باشد. مي P، بردار yو 

كنـد،   سوم مختصات نقاط كنترلي نربز را مشـخص مـي  
هـر   تـأثير فضـاي  ديفرانسـيل تعـادل در    ةارضاي معادل

كـه در نهايـت    ؛اسـت المان نربز تحليل ايزوژئومتريك 
  شود. مي )9( ةمنجر به تشكيل معادل

 

)9( 
KP F 

  

 Pمـاتريس ضـرايب (مـاتريس سـختي)،     Kكه در آن
 Fه (مختصـة سـوم نقـاط كنترلـي) و     مسألمجهولات 

باشـند. حـال بـا     دامنـه مـي  نيروهاي خـارجي وارد بـر   
ترتيــب از گــردآوري  بــه FوKســازي دامنــه، گسســته

ماتريس سـختي و بـردار نيـروي هـر المـان از فضـاي       
  شوند.  مي ) ساخته10( ةپارامتري، مطابق با رابط

)10( e

e te

T
e

T T
e

K B (DB)d ;

F R bd R t d



 

 

   


 

 

  

 ـو در نهايت    ) و مشـخص شـدن   9( ةبا حل معادل
 صـورت  بهي كرنش و تنش را ها مؤلفهتوان  مي Pبردار 
  .آورد دست بهزير 

  
)11( ε BP ; σ Dε  

  
قيد بازيافت تنش با استفاده از تشريح روش 

   معادلات تعادل
 منظور بهيي كه ها روشمشابه ، كلي در اين روش طور به

 [21 ,18]بهبود ميدان تنش اجـزاي محـدود در مراجـع    
بـا معـادل قـرار دادن نيروهـاي عمـل       ارائه شده است،

آمده از  دست بهكننده بر يك ناحيه از فضاي محاسباتي 
 ـ مـي  تحليل ايزوژئومتريك و ميدان تنش بازيافتي، وان ت

بهبـود يافتـه   تـنش  تنش به يـك سـطح    مؤلفهبراي هر 
  دست يافت.

سـازي   كه در بخش قبل بيان شد، رابطـه  طور همان  
آمـدن سـطح    دسـت  بـه تحليل ايزوژئومتريك و نحـوة  

 ـ گونه جايي به هجاب تعـادل   ةاي است كه با ارضاي معادل
ــاي  در ــأثيرفض ــك از   ت ــر ي ــانه ــا الم ــل ه ي تحلي

شـده   سـازي  مـدل  ةكـل دامن ـ ايزوژئومتريك، تعادل در 
در صورت وجود تعادل در كـل دامنـه،    شود. مي برقرار

شـده در تحليـل    سـازي  مـدل  ةنربـز از دامن ـ  ةهر ناحي ـ
ايزوژئومتريك نيز در شرايط تعادل قـرار دارد. بـه ايـن    

را  ديفرانسيل تعـادل  ةمعادل فرم ضعيف توان مي ترتيب
در  شـده  سـازي  مـدل  ةكل دامن زمجزا ا ةبراي يك ناحي

  زير بيان نمود: صورت بهتحليل ايزوژئومتريك، 
  

)12( p p

p p
t

T T

T

B (DBP)d R bd

R t d F 0
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  ... ه از تعادل

ژئومتريـك    
 ةرت رابط ـ 

p

F 
  

p

TB (D
 

كل  عنوان ه
ر بگيريم و 

 عنـوان  بـه  
ديفرانسـيل  

p

TB (σ
 

باشد.  ه مي
) را 16ـة ( 

p

TB (σ
 

مستقيم بـر  
ـود. حـال   
 مفـروض  

سـوم   ةتص
مختصـات    

 ـ ) 16( ةادل
تـنش   وحط 

 از تحليـل  
بـود. زيـرا   
شـود، ايـن   

دسـت   بـه  
آمـده   ست

ورد خطا با استفاده

ر تحليـل ايزوژ
صـور تـوان بـه   

p
t

TR bd


 
DBP)d F 

f F F   بهرا
جدا شده در نظر
حيه جدا شده را

 ـ  د ةـت و معادل
  يان نمود.

σ)d f F  

همسأل حاكم بر 
رابطـتـوان   مـي  

p

Tσ)d B


  

م طور بهست كه 
شـ مـي  ه واردـأل 

 همانند سطوح
نربز با مخت طوح
كنـيم. بـردار م ي

 محدوديت معا
ت كه اين سـط

آمده دست بهش 
د بن ـشتري خواه
ش مـي   مشـاهده 

مستقيم گيري ل
دس بهح تنش وط

بهبود تنش و برآو 

شـده در سـازي 
) را مي12( ةط
.  

  
TR t d

p
F

  

صورتي كه
p

F

ج ةشده بر ناحي
توان ناح مي يم،

زا در نظر گرفـ
 زير براي آن بيا

  

p
F

  

يدان تنش دقيق
)14و  15(ـط  

  
(DBP)d

  

محدوديتي اس )
مسـق حاكم بر 

ه را،مسألكم بر 
سط صورت به، 

مي نترلي فرض
لي با استفاده از

 آمد. واضح است
تنش وحسط به 

داراي دقت بيشت
 ـ )16( ةر معادل
انتگرالزيافتي با

آن نسبت به سط 

 

س مـدل  ةكل دامن
فرض كنيم، رابط

) بيان نمود.14(

)13( 

)14( 

حال در ص 
نيروهاي وارد ش
معلوم فرض كني
يك سيستم مجز

را به فرم تعادل

)15( 

مي σكه در آن 
روابـ ةبا مقايس ـ

  نتيجه گرفت.

)16( 

)16رابطة ( 
ميدان تنش دقيق
ميدان تنش حاك

جايي هبراي جاب
مجهول نقاط كن
سوم نقاط كنترل

خواهد دست به
بازيافتي نسبت
ايزوژئومتريك د

كه در طور همان
ح تنش بازوسط
ةآيد و مرتب مي

78  

عمـل و
 سازي ل

  

  

. متريك
 دامنة

 

 عنـوان  
شـده از

ك
ف
)

)

)

ن
م
ي
ت

)

ك
ب
ن

)

م
م
ب
م
س
ب
ب
ا
ه
س
م

 كانيك

، نيروهـاي ع)1
مدل ةو كل دامن

  باشد.

ئومژايزو روش در
ها و شرايط مرزي
ب) ناحية جدا شده

 ر آن

)13 ،(F  بهرا
جـدا ش ةر ناحي

و محاسباتي در مكا

1(مطابق شـكل
جدا شده و ةحي

ب مي وژئومتريك
  

  الف) (

  ب) (
دوبعدي ةمسألك

ه نترلي، شبكة المان
ده با پنج ناحيه، ب
و نيروهاي وارد بر

  

( ةه مطابق رابط
و سطحي وارد بر

علوم كاربردي و ةي

در آن
p

Fم ،
العمل بين ناح س
در تحليل ايزوه 

يك سازي مدل  1كل 
ف) شبكة نقاط كن

سازي شد مدل

در صورتي كه 
وهاي حجمي و

نشري
  

كه د
عكس
شده

شك
الف

 
نيرو
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طاي انرژي 

e e 

آمـده   ست
جموع نرم 
ل دامنـه را    

 اي شـكل  
ــل  ط تحلي

 شـود  مي ه
و  سـازي  ل

8 ,a b

مختصـات   
 )4(شـكل  

 ـده اسـت    

  

ست و ششم، شمار

صورت نرم خط
 شود: مي

*e (σ σ



 



دس بهتنش  σو 
شد. در نهايت مج
طاي انـرژي كـل

  اي شكل
دايره ةطر ك تير

توســط ،مســتوي 
رداختهپ هاي آن 

مدلرده شده در 
   باشد: ر مي

10 , 1b P 

ه در دسـتگاه مل 
عريف شده در ش
 نظـر گرفتـه شـ

  اي شكل ايره

سال بيس

ص شود. در اين مي
زير تعريف م ت

  

T 1 *) D (σ σ) 

 

تنش بازيافتي و 
باش ئومتريك مي

، نرم خطها مان
 

ا دايره ةتير طر
يك سازي  مدل ه

ــنش مس شــرايط ت
ه و بازيابي تنش

بر كار بهمترهاي 
زير صورت به هل

100 , 2E  

مسـألدقيق ايـن
ه پارامترهاي تع

در )19-21(ط 

د ةتير طر  2شكل 
  

 

انرژي استفاده م
صورت بهتقريبي 

)18( 
1

2

d





σ*كه در اينجا

از تحليل ايزوژئ
المخطاي انرژي 

دهد. تشكيل مي
 

بخش به نيدر ا
الاســتيك در ش
ايزوژئومتريك و

پارام ).2(شكل 
مسأل نيا ليتحل

 
510 , 0.3 

ي دها تنش 
قطبي با توجه به

روابط صورت به
[23].  

 

ش

79  

ميــدان 

 نسبت
متريـك

خطـا   ة
كار اين
ر نظـر
ح تـنش
 المـان،
خطـاي

 ة كننـد
آمـده   ت

و نـرم  
تيسـيته

ن خطـا
طا، ن خ

خطـاي
ر بيـان

e 

تـنش   
سـيته و
حالـت
ضـي از

ه در ـأل 
 دقيـق
خطـاي

ا
ت

)

ك
ا
خ
ت

د
ا
ا
)
ت

ق
ب
]

گيــري  مشــتق
   است.

ح تنش بازيافتي
حليـل ايزوژئوم

ةبـالقو  ةن كننـد
ه نمود. روش ك
سـت كـه بـا د
زيافتي و سـطح
ريك براي هـر

تعيين ميـزان خ
  د.

يي اين تخمين
دست به  تقريبي
گرا همط فوق

 ـ ةـأل  الاست ةنمون

  ژي
ي تعيـين ميـزان
ن معيارهاي بيان
تعريـف، نـرم خ

زيـر صـورت  به

T(σ σ) D



 



σبردار تـنش،

ـاتريس الاستيس
كـه در ح  به ايـن

حـل تئـوري بعض
مسـ، حل دقيق

ـتفاده از ميـزان
نـرم خ ةمحاسب 

 ز حسني

متريــك كــه از
شود، بالاتر مي 

تر بودن سطح يق
آمـده از تح ست
يك تخمـين وان

ئومتريك استفاد
ورت ا بدين ص

ن سطح تنش باز
حليل ايزوژئومتر

برايبه معياري
ن دست پيدا كرد

بررسي كارا ظور
م خطاي انرژي
ش مبتني بر نقا

مسـ دوق بـراي
.  

نرم خطاي انر
ي مختلف برايي

ترين ي از معروف
ي است. طبـق ت
براي يك المان

  

1D (σ σ) d  

  

σ مقدار دقيق ب
مـ Dل تقريبي،

باشد. با توجه ي
ي خاص كه ح

باشد موجود مي
جاي اسـ  لذا به
برايآن  ةد يافت

بهروز - د گنجعلي

حليــل ايزوژئوم
جايي محاسبه ه
دقي بهبا توجه  

دس بهسطح تنش 
عنو بهتوان از آن 

ي تحليل ايزوژئو
خطا ةمين كنند

فتن اختلاف بين
آمده از تح ست

تقريبي به صورت
جود در آن المان

منظو بهدر ادامه  
نرم ةا، به مقايس

ين روش و روش
اي انرژي دقيق
خته شده است.

ن
ييفاده از معيارها
ول است. يكي
ر خطاي انرژي
ژي دقيق تنش بر

 :[22] شود

( 
1

2



σدر اين رابطه 

آمده از حل ست
دامنه المان مي 

ي، جز در مواردي
ئل الاستيسيته م

باشد، ترس نمي
ش از ميزان بهبود

احمد
 

از تح
هجاب

 
به س
ت مي

براي
تخم
گرفت
دس به
ص به

موج
 

خطا
از اي
خطا
پردا

  

استف
متدا
معيا
انرژ
ش مي

)17

 
دس به


كلي
مسا
دست
تنش
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چنـين   هـم 
و از  75/0  

ــزايش در 
هتــر روش 
مـوع نـرم    
ـه نشـانگر   
ي اسـت و       

رود.  ار مي
ي مناسـب     

   .[22]د 
  04/0x=، 

ده از حـل    
ــت تــنش 

طـور كـه    ن     
ت آمـده از   
 بـه روش   
 ةشان دهند

ژوهش در     

  

ط مرزي 
  اي دايره 

ورد خطا با استفاده

هاسـت.   گـرا  ـم 
روش جديـدز  
ــن . ـد ــه اي افـك

هنــده كــارايي به
نسـبت مجم ثير

باشد كـه قيق مي
ت حـل واقعـي

شما گر خطا به ه
ـا داراي كـارايي
ت يك ميل نمايد

) و در مسـير5
دسـت آمـد بـه  

ك و روش بازيافــ
ه اسـت. همـان

دسـت  تنش بـه 
ت تعادل نسـب

تر است كه نش ق
ـده در ايـن پـژ

  باشد. مي

ها و شرايط المان ةك
 ةئومتريك تير طر

بهبود تنش و برآو 

هـ نقـاط فـوق   
آمـده از دست ه
ــي 59/0  باشــد م
دهن نيــز نشــان ر

تأثشد. شاخص 
به نرم خطاي دق

 حـل بـه سـمت
ان دقت محاسبه

گـر خطـ حاسـبه 
به سمت تأثيرص 

5ونه در شكل (
xyو yتـنش 

 ايزوژئومتريــك
د ترسـيم شـده

تغييرات ةد نحو
 ارضاي معادلات

، دقيقگرا هموق 
 روش ارائـه شـ
ش بهبود يافته م
  
  

  
نقاط كنترلي، شبك ة

ده در تحليل ايزوژ

 

روش مبتني بر
به تأثيرشاخص 

ــديمي روش ق
تــأثيرشــاخص 

باش پيشنهادي مي
خطاي تقريبي ب

ييگرا همميزان
معياري براي بيا
هنگامي يك مح
است كه شاخص

نمو عنوان به 
تغييرات ت ةنحو

دقيــق، تحليــل
جديـدقديمي و 

شود مشاهده مي
روش مبتني بر

مبتني بر نقاط فو
كارايي مطلوب

تشكل سطح تنش

ةشبك  3شكل 
سازي شد مدل
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بردا وجـه يـك

   است.
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تن ة و نقاط بهين
 قرار گرفته است
و شبكه نقاط ك

سـاز مـدل ه در
4(در شكل  ت.

و نـرم خطـاي ا
ه شده در اين پژ

هـ نقـاط فـوق
طـو همـان  سـت.

 نـرم خطـاي تق
به روش قديمت

است كه نشـان
پيشـنهادي نسـب

و محاسباتي در مكا

2 2

)sin
a b

r



2 2 2

)si
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r



2 2 2
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 N زي صورت به

2 2 2b (a b ) l 
  

تحليــلســازي و
45يك ناحيه و

در جهـت ـين
و درجرجـه دو

شده استفادهير
  

0.15,0.23,0.31

.69,0.77,0.850

  

عددي گيري ال
ي مورد استفاده

ها المانآرايش  
زي اعمال شـده
ش داده شده است
انـرژي دقيـق و
ده از روش ارائه
روش مبتني بـر
شان داده شده اس

تغييـرات ةحـو
وش جديد نسبت
ي دقيق نزديك

پ يخطا ةن كنند

علوم كاربردي و ةي

1(  n

2(  in

2(  cos

در روابط بالا 
  ت.

b
log( )

a

س بــراي مــدل 
وژئومتريك از يك

چنـ هـم . ه است
ع شكل نربز در

زي صورت بههي 

,0.38,0.46,
,
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انتگرا منظور به 
گوسي ةزده نقط

آ )3(در شكل  
مراه شرايط مرز

اي نمايش دايره 
يع نرم خطاي ا

آمد دست بهيبي 
ش جديد) و ر
ش قديمي) نش
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يي بهتر تخمين
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04/0 x= .  
ت مؤلفة تنش

  
  تمركز

  شاري
خطا، در ي 

اراي يـك  
 معمـولاً  م.

 آلـودگي،  
هـاي   ننـده  

بـا توجـه    
كين، داراي 
سي رفتـار  
رم خطـاي   
گـر نقـاط     

اي شـكل    

Sx
y

-

ست و ششم، شمار

  
4اي در مسير  دايره ةر
 ب) نمودار تغييرات
  

فشاري متم يت نيرو

بار متمركز فش
هاي خمين كننده

د ةمسأل تحليل 
پردازيم ريك مي

الا بودن خطاي
رايي تخمـين كن
ف از اين مثال،

تك ةيك نقط ان
بررسقاط است، 
ن نـرعيـين ميـزا   

ـع خطـا در ديگ

دايـره ة صـفح  

8.5

5

0

5

سال بيس
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تغييرات تنش تير طر

yات مؤلفة تنش

xy
  

اي تحت دايره ةصفح
  

اي تحت با يره
 بررسي رفتار تخ

آمده از دست به
وش ايزوژئومتر
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عنوا بهر متمركز
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دسـت آمـده از نـرم خطـاي      ) نتايج به8(شكل در   
اي تحت بـار   دايره ةتقريبي تحليل صفحانرژي دقيق و 

طـور كـه    متمركز فشاري نشان داده شده اسـت. همـان  
شود، روش تخمين خطـاي جديـد كـارايي     مشاهده مي

بهتري نسب به روش قديمي در بـرآورد نـرم خطـا در    
  زير بار متمركز و توزيع نرم خطاي كل دامنه دارد.

از خطا  ةتخمين كنند تأثيردر اين مثال نيز شاخص   
در روش  52/0براي روش قديمي به مقدار  45/0مقدار 

جديد افزايش داشته است. كـه ايـن افـزايش شـاخص     
كارايي بهتر روش جديد نسب بـه   ةنيز نشان دهند تأثير

  خواهد بود. گرا همروش مبتني بر نقاط فوق 
توزيـع   ةنحـو  ةبـه مقايس ـ  )9-11(هـاي   در شـكل   
تحليـل   آمـده از تحليـل دقيـق،    دسـت  بهاي تنش  مؤلفه

آمـده از   دسـت  بـه بازيـافتي  ي ها تنشايزوژئومتريك و 
روش ارائه شده در اين پژوهش و روش قديمي مبتنـي  

كـه   طـور  همانپرداخته شده است.  گرا همبر نقاط فوق 
روش ، yو  xي تـنش  ها مؤلفهشود در  مي مشاهده

ــنش      ــع ت ــديمي از توزي ــه روش ق ــبت ب ــد نس جدي
در مـورد توزيـع تـنش    باشد.  مي تري برخوردار مناسب
ــا  xyمؤلفــه ــد ام ــع مشــابهي دارن ، هــر دو روش توزي
شود نسـبت بـه توزيـع تـنش      مي كه مشاهده طور همان

  باشند. مي تر ايزوژئومتريك دقيق
  

گوسي بر  گيري انتگرالتعداد نقاط  تأثيربررسي 
  خطا ةكارايي برآورد كنند

 گيـري  انتگـرال در اين بخش به بررسي اثر تعداد نقـاط  
خطا بـر مبنـاي ارضـاي     ةگوسي بر كارايي برآورد كنند

معادلات تعادل در روش ايزوژئومتريك بـراي دو مثـال   
 [7]ارائه شده در اين پژوهش و سه مثالي كه در مرجع 

حل  ةدامن منظور نيبدشود.  مي ذكر شده است، پرداخته
مختلـف   گيـري  انتگـرال با پنج المان نربز با نقاط ه مسأل

برآوردكننـده خطـا در هـر     تأثيرتحليل شده و شاخص 
) 12بخش مورد مقايسه قرار گرفتـه اسـت. در شـكل (   

 پنج و سـي  وپنج المان نربز با چهار، نه، شانزده، بيست
حاصل  جينتاگوسي نشان داده شده است.  ةشش نقط و

   شده است. نشان داده  )1(در جدول  يبررس نياز ا
  

  
  الف) (

  
  ب) (
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  تحت بار  اي دايرهصفحه  xنحوه توزيع تنش  9شكل 
الف) تنش دقيق، ب) تنش ايزوژئومتريك، ج) تنش . متمركز فشاري
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الف) (
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تحت بار متمركز  اي دايرهصفحه  yتوزيع تنش ةنحو  10شكل 
الف) تنش دقيق، ب) تنش ايزوژئومتريك، ج) تنش . فشاري

  د) تنش بهبوديافته (روش جديد).بهبوديافته (روش قديمي)، 

  
  الف) (
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  د) (

تحت بار متمركز  اي دايره ةصفح xyتوزيع تنش ةنحو  11شكل 
. الف) تنش دقيق، ب) تنش ايزوژئومتريك، ج) تنش فشاري

  د) تنش بهبوديافته (روش جديد).بهبوديافته (روش قديمي)، 
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  1394، دو ةر

 ةآورد كنند

آورد خطـا      
بود ميـدان  
ــل   در تحلي
ط گوسـي    

 ةورد كننـد  
ر بازيافـت    
 ةك و بر پاي

د. ويژگـي   
و استفاده  

ست و ششم، شمار

صفحه تركدار 
  تحت كشش

1

1





 
مرتبه 

  توابع شكل

177/0  

175/0  
181/0  
182/0  

0/184 

يش كارايي برآ
  هد داشت. 

  يري
رايي روش بـرآ

بهب منظور بهدل 
ــه د ــال نمون  مث

تعـداد نقـاط ثير 
ه شد. اين بـرآو

ي مبتنـي بـرهـا 
ل ايزوژئومتريك

باشـد مي ر ناحيه
گرا هماط فوق 

سال بيس

  
  ضاي پارامتري 

  مختلف يگوس

  ير طره تيموشنكو
1

1





 
مرتبه  

  توابع شكل

0/95 

85/0  

93/0  

88/0  

92/0  

و در نتيجه افزا 
 ارتباطي نخواهد

گينتيجه
ـه بررسـي كـار
ي معادلات تعاد
ورد خطــاي دو

تـأث چنين هم و 
رايي آن پرداخته

ه روشروش از 
د خطاي تحليل
ت تعادل در هر
 عدم نياز به نقا

 

وسي مختلف در فض

نقاط گ  يخطا برا ة

  مسائل نمونه

ر دوسر مفصل 
  حت بار گسترده





 
مرتبه  

  توابع شكل

تي

0/89 

78/0  

85/0  

81/0  

85/0  

تأثيرشاخص 
شوند، مي خطا

  

در اين مقاله بـ
مبتني بر ارضاي
ــرآو ــنش و ب ت
ايزوژئومتريك
مختلف بر كار
خطا، دومين ر
تنش در برآور
لاتارضاي معاد

بارز اين روش

85  

  

ز با تعداد نقاط گو
  

ةبرآوردكنند تأثيرص
  

مس
اي  حه دايره

ت بار متمركز
  فشاري




 
مرتبه  

  وابع شكل

تير
تح
1

1

0/72
52/0
52/0
50/0
51/0

ستنباط
 گيـري
نـاچيز
وسـي

شـود   ي
 تحت
 سـاني
اخص
. ايـن
بر اين
شـكل
وهش
لاترين

هاي نربز المان  12

شاخص ريمقاد  1

اي  ه دايره
  شكل






مرتبه  

  ع شكل

صفح
تحت

2

1



تو

7/0
7/0

0/7
7/0
7/0

اس )1(ج جدول
گ انتگـرال نقـاط

خطا بسـيار ن ة
 تمـام نقـاط گو

مي كه مشاهده 
شكل اي دايره 

يكس ةبز با مرتب ـ
في بيشترين شا
د كـرده اسـت

شود. ب مي شاهده
توابـع ش ة مرتب ـ  

ختلف در اين پژ
 منجـر بـه بـالا

 ز حسني

شكل

جدول

 نقاط
به  گيري

    گوس

تير طر
ش

2

1






توابع

 6  هار

0  ه
 5  نزده

2   و پنج
4  و شش

اي كه از نتايج جه
تعداد ن تأثيركه

ين برآورد كنند
براي تأثيرخص
طور همانست.

ةشكل و صفح ه
نر ةي توابع پاي

ط گوسي مختلف
خطـا را توليـد ة

ثال ديگر نيز مش
 بيان نمـود كـه
حليل مسائل مخ
سـي بهينـه كـه

بهروز - د گنجعلي

تعداد
گ انتگرال
روش 

چه

نه

شانز

بيست

سي و

ترين نتيجه مهم 
شود اين است ك
سي بر كارايي اي

و مقدار شاخ ت
با هم برابر اس يباً

دايره ةي تير طر
 فشاري كه داراي

نقاطتعداد باشند 
ةبرآورد كننـد  ر

گي براي سه مثا
توان مي س نيز
اده در تحرد استف

عداد نقـاط گوس

احمد
 

  
 

شمي
گوس
است
تقري
براي
بار
ب مي
تأثير
ويژگ
اساس
مور
با تع
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 ـ   جـايي و   هيكسان از توابع شكل نربـز در تخمـين جاب
تر  سطح تنش بهبود يافته است. با توجه به توزيع دقيق

نرم خطاي تقريبي حاصل از اين روش و نـرم خطـاي   
آمـده از روش مبتنـي بـر نقـاط فـوق       دست بهتقريبي 

حــل شــده در ايــن پــژوهش،  ةمســألدر دو  گــرا هــم
و نمـايش بهتـري از    تـأثير افزايش شـاخص   چنين هم

 آمده از اين روش، دست به ةهاي تنش بهبود يافت مؤلفه
توان بيان نمود كـه روش بـرآورد خطـا مبتنـي بـر       مي

 ارضاي معادلات تعادل در اين دو مثـال نمونـه نيـز از   

كارايي بهتري نسبت بـه روش مبتنـي بـر نقـاط فـوق      
يـك   عنـوان  بهتوان از آن  برخوردار است و مي گرا هم

بـرآورد خطـا و    بـراي راه حل ساده و مهندسي ديگـر  
آمــده از تحليــل   دســت بــهبهبــود ميــدان تــنش   
نتـايج نشـان داد كـه     چنـين  همايزوژئومتريك نام برد. 

 تـأثير ش گوس گيري به رو تعداد مختلف نقاط انتگرال
 خطا نداشته و تقريباً ةزيادي بر كارايي اين برآوردكنند

دسـت   بـه هاي يكساني را تأثيردر تمام موارد شاخص 
   دهد. مي
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