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 چکیسه
َ  زاض ثیبى هیثطًَلی تطن-ی تیط اٍیلطثٌسی ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ٍ حل آى ثطای آًبلیع اضتعبقبت آظاز ٍ ٍازاقتِزض ایي همبلِ، فطهَل ز. قو

ّوبی  خبیی عیفوی، توبث   ای حطوت، هیساى خبثِّبی زیفطاًؿیل پبضَُضیتن الوبى هحسٍز عیفی، زض ثطزاضًسُ اؾترطاج هعبزلِفطهَل ثٌسی الگ

ِ   . تبث اؾت قىل زیٌبهیىی ٍ هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی ّوبی هوَج حوبون ثوط     ّبی قىل زیٌبهیىی زض حَظُ فطوبًؽ، اظ حول زلیوك هعبزلو

ًس ٍ ثوط ایوي   قَ قَز وِ ثب یه فٌط پیچكی ثِ ّن هتهل هیثِ زٍ ثرف یب زٍ تیط خساگبًِ تمؿین هی زاضآیٌس. تیط تطنزؾت هیؾیؿتن ثِ

آیوس. ثوب زض ً وط گوطفتي اضتعوبـ آظاز تیوط،       زؾت هیزاض ثِثطًَلی تطن-ی فطوبًؽ ثطای تیط اٍیلطاؾبؼ، هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی زض حَظُ

آیٌس. زض ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، اهىبى پوصیط اؾوت ووِ وول     زؾت هیی گًَبگَى ثِّبی هطظزاض ثطای قططّبی عجیعی تیط تطنفطوبًؽ

یبثی ثِ زلت هٌبؾت، ایي اهىبى هیؿوط  وِ زض ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه، ثطای زؾتؾبظی قَز، زض حبلیعَل تیط ثب زٍ الوبى عیفی هسل

ّوبی تحلیلوی   ّبی ضٍـ الووبى هحوسٍز ولاؾویه یوب حول     بؾدزؾت آهسُ اظ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، ثب زلت پّبی ثًِیؿت. زلت پبؾد

ّوب ٍ افوعایف زلوت، زض    ّبی حبنل اظ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، ًكبًگط ثطتطی ایوي ضٍـ زض ووبّف تعوساز الووبى    قًَس. ًتیدِهمبیؿِ هی

 همبیؿِ ثب ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه اؾت.

 ثطًَلی، تبث  قىل زیٌبهیىی، هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی-اٍیلط ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، تیط تطن زاض، تئَضی :کلوات کلیسی
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Abstract 
In this article, a spectral finite element (SFE) formulation and its solution are described for free and force 
vibrations of cracked Euler-Bernoulli beam. The formulation based on SFE algorithm includes deriving 
partial differential equations of motion, spectral displacement field, dynamic shape functions, and dynamic 
stiffness matrix. Frequency-domain dynamic shape functions are derived from an exact solution of governing 
wave equations. The cracked beam with an open crack is modeled as two segments connected by a massless 
rotational spring at the crack position and frequency-domain dynamic stiffness matrix for cracked Euler-
Bernoulli beam is extracted. By considering free vibration of the cracked beam, its natural frequencies are 
derived for different boundary conditions. In the SFE model, It is possible to represent the whole length of 
beam only by two spectral elements, while it may not be possible to do that in finite element (FE) model, for 
reaching the same order of accuracy. The accuracy of results obtained from SFE formulation is compared 
with that of either FE method or analytical formulations. The SFE results display remarkable superiority with 
respect to those of FE, for reducing the number of elements as well as increasing numerical accuracy. 
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 هقسهه -1

گیوطی اظ  زاض، ثوب ثْوطُ  ّبی توطن ثطضؾی ضفتبض زیٌبهیىی ؾبظُ

عوسزی ٍ تدطثوی، ثبضّوب هوَضز     ّبی گًَوبگَى تحلیلوی،   ضٍـ

هغبلعِ لطاض گطفتِ اؾت. ظهبًی وِ زض یه ؾبظُ تطووی ایدوبز   

ی آى، یبثووس ٍ زض ًتیدووِقووَز، ؾوورتی آى وووبّف هووی هووی

ّبی عجیعی ؾبظُ ًیع وبّف ذَاٌّس یبفت. اظ عطفی، فطوبًؽ

ثب زض ض زاّبی تطنّبی ثؿیبضی زض ایي حَظُ، ضٍی تیطپػٍّف

ًَوبگَى نوَضت گطفتوِ اؾوت.     ً ط گوطفتي قوطایظ هوطظی گ   

-زض پػٍّكی ثِ هطٍض ضفتبض زیٌبهیىی ؾبظُ ،[1زیوبضاگًَبؼ ]
ای وبهول ثوطای   ً طیِ ،[2زاض پطزاذت. چًَسضٍؼ ]ّبی تطن

ز ٍ ثِ ثطضؾوی اضتعبقوبت   وطزاض ثیبى ثطضؾی اضتعبقی تیط تطن

[ ثب 3زاض پطزاذت. هحوَز ٍ ظیس ]ثطًَلی تطن-عطضی تیط اٍیلط

زاض ثب قطایظ هطظی زٍ ؾوط  ال، پبؾد تیط تطنضٍـ آًبلیع هَز

 ؾجت ،زؾت آٍضزًس. آًبى ًكبى زازًس وِ حضَض تطنلَلا ضا ثِ

ٍ  قوَز ّب ٍ تغییط زض الگَی پبؾد تیوط هوی  خبییافعایف خبثِ

افعایس. ًحَی ٍ خجوبضی  ثط ایي تبثیط هی ،افعایف زض عوك تطن

چٌیي ٍ ّن 1گیطی اظ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیهثب ثْطُ ،[4]

ضٍـ تدطثی، ثِ ثطضؾی قٌبؾبیی توطن زض ؾوبظُ پطزاذتٌوس.    

ّبی عجیعوی تیوط تیوَقوٌىَی    فطوبًؽ ،[5لَیب ٍ ّوىبضاى ]

ِ تطن -زاض ثب قطایظ هطظی لَلا ضا ثطای اضتعبقبت عطضی آى ثو
ووِ ثوب زٍ فٌوط     زؾت آٍضزًس. آًبى تیط ضا ثِ نَضت زٍ ثروف 

ّون هتهولٌس   ثسٍى خطم، یىی وككی ٍ زیگطی پیچكی، ثوِ  

تَاًوس  گوصاضی زیٌوبهیىی هوی   وِ ثوبض هسل وطزًس. ثطذلاف ایي

َ ؾجت ثبظ ٍ ثؿتِ قوسى توطن    ز، زض ایوي پوػٍّف، توطن    قو

 قَز.ّوَاضُ ثبظ زض ً ط گطفتِ هی

توطیي ضٍـ  ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه، قوٌبذتِ قوسُ  

ّبؾت. ایي ضٍـ، ثوِ زلیول   عسزی زض تحلیل زیٌبهیىی ؾبظُ

ِ   تَاًوٌسی ثبلای آى زض -ثطًبهِ ًَیؿی ووبهییَتطی، زض قوبذ
ّبی گًَبگَى هٌْسؾی وبضثطز فطاٍاًی یبفتِ اؾت. ضٍـ الوبى 

ّوبی  ثٌوسی ؾوبظُ ثوِ الووبى    ثرف  هحسٍز ولاؾیه، ثط پبیِ

ّبی ؾرتی ٍ خطم، اؾتَاض اؾت. ٍٍ هتعسز ٍ اؾترطاج هبتطیؽ

ی گوصض ثوبض   [ اظ ایي ضٍـ ثطای ثطضؾوی پسیوسُ  6]ٍ ّوىبضاى 

اظ ضٍـ الووبى هحوسٍز    ،[7اًسضؾَى ٍ ّوىبضاى ]ثْطُ ثطزًس. 

ّوبی زٍ ثعوسی ثْوطُ گطفتٌوس. ثبیوس اقوبضُ       ولاؾیه زض ؾبظُ

زاقت وِ زلت ایي ضٍـ، تب خبیی اؾت وِ عَل هَج اظ عَل 

                                                        
1.Finite element method (FEM) 

تط ثبقس. ثب افعایف فطوبًؽ، عَل هَج ووبّف  ّط الوبى ثعضي

یبفتِ ٍ زض ًتیدِ، ثوطای افوعایف زلوت ضٍـ الووبى هحوسٍز      

-تط قَز. ّنوَچه ٍ وَچه ،ّبی الوبىثبیس اًساظُولاؾیه، 
ّبی چٌیي، ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه ثِ اؾترطاج هبتطیؽ

ّوبی  ّب، اظ توبث  قَز وِ ایي هبتطیؽؾرتی ٍ خطم هٌدط هی

ّب، ثسٍى زض ًتیدِ، ایي تبث  ؛آیٌسزؾت هیقىل اؾتبتیىی ثِ

ثٌوبثطایي، زض ضٍـ الووبى    ؛تغییط ٍ هؿتمل اظ فطوبًؽ ّؿتٌس

ّوب  الووبى  ّبی ثبلا، ثبیوس اًوساظُ  هحسٍز ولاؾیه، زض فطوبًؽ

ّب افعایف یبثس توب زلوت ثیكوتط    وَچه ٍ زض ًتیدِ، تعساز آى

آیوس.  ایي ضٍـ ثوِ قووبض هوی    ّبی عوسُقَز وِ ایي اظ ًمم

ؾجت افعایف تعوساز   ،ّبی ثؿیبض ضیعثٌسی ؾبظُ ثِ الوبىثرف

اًدبم  زض ًتیدِ، ظهبى ٍ ّعیٌِ ،ؾیؿتن قسُّبی آظازی زضخِ

ثٌبثطایي، ثؿیبضی اظ پػٍّكگطاى  ؛یبثسهحبؾجبت ًیع افعایف هی

 ّبی هٌبؾت ثطای ایي ضٍـ افتبزًس.ثِ فىط یبفتي خبیگعیي

ِ  2ضٍـ الوبى هحسٍز عیفوی  ِ  ، ثوط پبیو ی ی تجوسیل فَضیو

ّبی ًَیي ثطای خوبیگعیٌی ضٍـ الووبى   ، اظ خولِ ضٍـ3ؾطی 

ِ     هحسٍز ی اذیوط، زض  ولاؾویه اؾوت. ایوي ضٍـ، زض زٍ زّو

ّوب، هووَضز تَخوِ ٍ اؾووتمجبل   ثطضؾوی زیٌوبهیىی ضفتووبض ؾوبظُ   

ّوبی  تَاًوس پبؾود  پػٍّكگطاى لطاض گطفتِ اؾت. ضٍقی وِ هی

ّووبی ثبضگووصاضی زض زلیووك ٍ هٌبؾووت ضا، حتووی ثووطای هؿووبلِ

فطوبًؽ ثبلا، اضایِ وٌس. ثوِ عوَض ولوی، ضٍـ الووبى هحوسٍز      

ی فطووبًؽ  هعبزلِ حبون ثط ؾیؿوتن زض حوَظُ   عیفی، ثِ حل

گیوطز دزض  نَضت زلیك نَضت هیپطزاظز. ایي ضًٍس حل، ثِهی

ی ظهوبى، ثوِ   ّب، اظ حوَظُ نَضت ٍخَز( ٍ ثطای ًگبقت هعبزلِ

قوَز.  ی ؾطی  ثِ وبض گطفتِ هیی فطوبًؽ، تجسیل فَضیِحَظُ

 ای حوبون ّبی پبضُگًَِ وِ اقبضُ قس، حل زلیك هعبزلِّوبى

ثط ؾبظُ، اؾبؼ وبض ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی اؾت ٍ ثوط ایوي   

قوَز.  ّبی عیفوی اًدوبم هوی   اؾبؼ، فطهَل ثٌسی ثطای الوبى

قَز، ثط ذلاف ضٍـ ی ایي ضٍـ ثط حل زلیك، ؾجت هیتىیِ

ثٌوسی  الوبى هحسٍز ولاؾیه، ایي ضٍـ ًیبظ چٌساًی ثِ ثرف

یوبثی ثوِ   ّبی ضیع ًساقتِ ثبقس. زض ًتیدِ، زؾتؾبظُ ثِ الوبى

-ّبی زلیك، تٌْب ثب یه یب زٍ الوبى ًیع اهىبى پصیط هوی پبؾد
 قَز.

                                                        
2.Spectral finite element method (SFEM) 
3.Fast Fourier transform (FFT) 

www.SID.ir

Archive of SID

www.sid.ir


 

 

 

 53    میردامادی و همکاران        2/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

ّوب  ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ثوطای تحلیول زیٌوبهیىی ؾوبظُ    

وبضثطز زاضز. ثطذلاف ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه ووِ زض آى  

ّبی قىل قَز، تبث ثطزُ هی ّبی قىل اؾتبتیىی ثْطُاظ تبث 

ِ  ، اظ حل زلیك هعبزل1ِزیٌبهیىی زؾوت  ّبی حبون ثط ؾوبظُ ثو

-هوی ثٌوبثطایي   ،ّب، ٍاثؿتِ ثِ فطوبًؽ ثوَزُ آیٌس. ایي تبث هی
ّبی ثبلا، ضفتبض زیٌبهیىی زلیك ؾبظُ ضا ثیبى تَاًٌس زض فطوبًؽ

ّبی قىل ی تبث ًیع ثط پبیِ 2وٌٌس. هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی

ظهوبى، زض  قَز. ایي هبتطیؽ ثِ عَض ّون زیٌبهیىی ؾبذتِ هی

ّبی خطم ٍ ؾرتی الوبى اؾت. اظ عطفی زض ی ٍیػگیُثطزاضًس

ًْف تعوساز  ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، پبؾد زیٌبهیىی، ثطّن

زاضی اظ هَزّبی هَج زض چٌسیي فطووبًؽ گؿؿوتِ، ثوط    وطاى

ِ  پبیِ قوَز. زض  ی گؿؿوتِ فوطو هوی   ی تئَضی تجوسیل فَضیو

ی هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی ثبیس ثوطای ّووِ   ًتیدِ، هحبؾجِ

بی گؿؿتِ، تب ثبلاتطیي فطووبًؽ هوَضز ً وط تىوطاض     ّفطوبًؽ

 قَز.

ّبیی هبًٌوس  زض ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه، ٍخَز فطو

چٌیي، وبّس. ّنّب هیّبی قىل اؾتبتیىی، اظ زلت پبؾدتبث 

عسم ًیبظ ثِ زض ً ط گطفتي تعساز الووبى ظیوبز، ؾوجت اظ ثویي     

َ ثٌسی ؾبظُ هیّبی هطثَط ثِ ثرفضفتي ذغب ٍ ز ٍ ظهوبى  قو

ّب یبثس. پؽ اظ ثطضؾی ضاثغِی هحبؾجبت ًیع وبّف هیّعیٌِ

ِ   ی فطوبًؽ، ثب ثْوطُ زض حَظُ ی گیوطی اظ ٍاضٍى تجوسیل فَضیو

 قًَس.ؾبظی هیی ظهبى، ثبظّب زض حَظُ، پبؾد3ؾطی 

ثووطای ًرؿووتیي ثووبض، هفووبّین  ،[8ًبضایبًووبى ٍ ثؿووىبؼ ]

 ،[9اؾبؾی ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ضا ثیبى ًوَزًس. زٍیول ] 

زض  4ی اًتكوبض هوَج  ًرؿتیي ثبض اظ ایي ضٍـ زض ثطضؾی پسیسُ

ی ؾطی ، گیطی اظ الگَضیتن تجسیل فَضیِّب ثْطُ ثطز. ثْطُؾبظُ

زض پػٍّف ٍی هَضز تَخِ لطاض گطفت. ؾیؽ، زٍیل ٍ فبضیؽ 

ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ضا، خْت آًبلیع اًتكبض اهوَاج   ،[10]

وطزًوس. هبّبپوبتطا ٍ   گوطز ًیوع هعطفوی    ّوبی ّوؿوبى  زض ؾوبظُ 

یه هسل الووبى هحوسٍز عیفوی ثوطای      ،[11گَپبلاوطیكٌبى ]

ثطقوی، زض  -ذوكوی -آًبلیع اًتكبض هَج زضّن زضگیوط هحوَضی  

ِ تیط ایوِ وطزًوس ٍ هوبتطیؽ    ی ضورین، اض ّبی هطوت لایِ لایو

یب هبتطیؽ الوبى عیفوی زلیوك ضا ثوطای آى     ؾرتی زیٌبهیىی

                                                        
1.Dynamic shape function 
2.Dynamic stiffness matrix (DSM) 
3.Inverse fast Fourier transform (IFFT) 
4.Wave propagation 

ـ الوبى عیفی ًَیي ضٍ ،[12زؾت آٍضزًس. لی ٍ ّوىبضاى ]ثِ

 ِ ی ؾووطی ، ثووطای پبؾوود ثووط هجٌووبی الگووَضیتن تجووسیل فَضیوو

ّبی زیٌبهیىی ذغی گؿؿتِ، ثب ی ؾیؿتنزیٌبهیىی ٍازاقتِ

نوووفط، اضایوووِ زازًوووس. چوووبوطاثَضتی ٍ قوووطایظ آيوووبظیي ًوووب

ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ضا ثطای آًبلیع  ،[13گَپبلاوطیكٌبى ]

ثٌسی قسُ، ظیط طز زضخِوضفتبض اًتكبض هَج زض یه تیط ثب عول

  ِ ِ   ثبضگوصاضی ضوطث ووبض گطفتٌوس. ٍیٌوَز ٍ    ای فطووبًؽ ثوبلا، ثو

ثطًَلی،  -ثِ ثطضؾی اضتعبقی تیط چطذبى اٍیلط ،[14ّوىبضاى ]

ثب ؾغح همغ  ثبثت ٍ هتغیط ثوب ضٍـ الووبى هحوسٍز عیفوی     

ّوبی  ّبی هَج، اظ فوطو زؾت آٍضزى عسزپطزاذتِ، ٍ ثطای ثِ

 گطفتٌس.ای ثْطُ ؾبزُ وٌٌسُ

گیوطی اظ ضٍـ الووبى   زض پػٍّف حبضوط، اثتوسا ثوب ثْوطُ    

     ِ ی تیوط  هحسٍز عیفوی، ثوِ ثطضؾوی اضتعبقوبت آظاز ٍ ٍازاقوت

ّبی ثطًَلی پطزاذتِ ٍ پؽ اظ آى، ثب زض ً ط گطفتي ضاثغِ-اٍیلط

ؽ ؾرتی زیٌوبهیىی  هطثَط ثِ تطن ّوَاضُ ثبظ زض تیط، هبتطی

-ىی تیط ؾبلن، ثِاؾبؼ هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیزاض، ثطتیط تطن
گیوطی  زاض، ثب ثْطُّبی عجیعی تیط تطنآیس. فطوبًؽزؾت هی

ّوبی هوطظی زٍ ؾوط    اظ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، ثطای قطط

-زؾت آٍضزى فطوبًؽثِ .آیسزؾت هیلَلا ٍ زٍ ؾط گیط زاض ثِ
ِ   ،ّبی عجیعی ی يیوط خجوطی   ی هموساض ٍیوػُ  هٌدط ثوِ هؿوبل

اظ ضٍـ عوسزی   ،ّوب وبًؽایي فط ذَاّس قس وِ ثطای هحبؾجِ

پؽ اظ آى، ثب زض ً ط گطفتي  .قَزثْطُ ثطزُ هی 5زٍ ًین وطزى

زاض زض قوطط هوطظی زٍ ؾوط لوَلا     ًیطٍی ثبثت، پبؾد تیط تطن

چٌویي عووك ٍ   قَز. تبثیط ٍخَز تطن زض تیط ٍ ّون حبنل هی

قَز. ثِ عوَض ولوی،   زاض ًیع ثطضؾی هیهحل تطن زض تیط تطن

هحسٍز عیفی دثب زض ً ط گطفتي تٌْب  گیطی اظ ضٍـ الوبىثْطُ

زؾت آٍضزى هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی تیوط  زٍ الوبى( ثطای ثِ

زاض دثِ ضٍـ شوط قسُ زض ایي پػٍّف(، ثطضؾی اضتعوبـ  تطن

چٌویي،  زاض ٍ ّون ّبی تیط توطن زؾت آٍضزى فطوبًؽآظاز ٍ ثِ

ّبی هطثَط ثِ تطن، ثط پبؾود زیٌوبهیىی   ثطضؾی تبثیط پبضاهتط

آیٌوس. زلوت   ّبی ایي پػٍّف ثِ قوبض هوی اظ ًَآٍضی ایي تیط،

ّبی تحلیلی یب ًیوِ تحلیلی ّب دزض همبیؿِ ثب ضٍـثبلای پبؾد

-ّبی ثؿیبض ون، اظ ثطتوطی گیطی اظ تعساز الوبىهَخَز( ٍ ثْطُ
 ـ ّوب، ثوِ   ّبی ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، ًؿجت ثِ ؾوبیط ضٍ

 ذهَل، ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه اؾت.

                                                        
5.Bisection method 
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 ش الواى هحسوز طیفی زر تیربررسی رو -2

 برنولی سالن-اویلر

-ای حبون ثط اضتعبـ تیط اٍیلطی زیفطاًؿیل پبضُهعبزلِ

 [15: ]قَزثِ ایي نَضت ثیبى هی ،ثطًَلی

  
        

   
   

        

   
        (1) 

ِ         زض ایي ضاثغِ،    خوبیی عطضوی تیوط،    ثیوبًگط خبثو

ؾوغح همغو      گكتبٍض ایٌطؾی ؾغح،   هسٍل الاؾتیؿتِ، 

(، 7دًكوبًگط ًیوط         چگبلی خطهی تیوط ثوَزُ ٍ     تیط، 

ٍی ذبضخی زلرَاّی اؾت وِ ثط تیط ٍاضز پبؾد عوَهی ثطای 

 ،ثطًوَلی -ز. گكتبٍض ذوكی ٍ ًیطٍی ثطقی زض تیط اٍیلطقَهی

 ثِ ایي قىل ذَاٌّس ثَز:
                  

                    

(2) 

(3) 

خبیی عطضی تیط، ثب ثیبى عیفی قَز، خبثِاوٌَى فطو هی

 ی فطوبًؽ ًگبقتِ قَز:ظیط، اظ حَظُ ظهبى ثِ حَظُ

       
 

 
∑               

   

   

 (4) 

ّبی عیفی یوب ّووبى   ضطیت         وِ زض ایي ضاثغِ، 

خبیی عطضی تیط ّؿوتٌس. اوٌوَى   خبثِ ّبی فَضیِ ثطایضطیت

 ِ ( ٍ ثووطای یووه 1ی د( زض ضاثغوو4ِی دثووب خبیگووصاضی هعبزلوو

 ِ ی زیفطاًؿویل حوبون ثوط هؿوبلِ، ثوِ      فطوبًؽ ذبل، هعبزلو

 :قَزی فطوبًؽ ًگبقتِ هینَضت ظیط، ثِ حَظُ

                                    (5) 

ّوبی فَضیوِ ثوطای ًیطٍّووبی    ضوطیت         ووِ زض آى،   

ذبضخی ٍاضز ثط تیط ّؿتٌس. اوٌَى ثطای ثیبى اضتعبـ آظاز تیوط  

( وٌووبض 5ی داظ هعبزلووِ        ی ثطًووَلی، خولووِ-اٍیلووط

 :قَزحبنل هی( 6دی گصاقتِ قسُ ٍ ضاثغِ

                            (6) 

-فطو هی ( 7ضاثغِ د قىل ی زیفطاًؿیل ثبلا، ثِپبؾد هعبزلِ
 قَز:

                (7) 

هٌدط  (8د (، ثِ ضاثغ6ِی د( زض هعبزل7ِی دخبیگصاضی ضاثغِ

 قَز:گفتِ هی 1ی پطاوٌسگیز، وِ ثِ آى، ضاثغِقَهی

 

ثطًوَلی  -ثطای تیوط اٍیلوط   2ًكبًگط عسز هَج   زض ایي ضاثغِ، 

 ز:قَ اؾت ٍ ثِ ایي نَضت ثیبى هی

(، چْبض ضیكِ زاضز وِ ثِ ایي قوىل ًووبیف زازُ   8ی دهعبزلِ

 قًَس:هی

  ِ ِ ثٌبثطایي، ثب زض ً ط گوطفتي ضاثغو خوبیی عطضوی تیوط    ی خبثو

 ایي قىل ذَاّس ثَز:ثطًَلی ثِ -اٍیلط

 ی ثبلا:وِ زض ضاثغِ

ثطًوَلی ثوِ   -ّبی گطّی ثطای الوبى تیوط اٍیلوط  خبییثطزاض خبثِ

ِ       ،  عَل   خوبیی زض حوَظُ  ثوِ نوَضت ظیوط، ثوِ هیوساى خبثو

 فطوبًؽ هطتجظ اؾت:

ثطًوَلی ًیوع عجوك    -ّبی گطّی ثطای الوبى تیط اٍیلطثطزاض ًیطٍ

ّبی ذوكی ٍاثؿوتِ  گكتبٍضّبی ثطقی ٍ ، ثِ ًیط14ٍی ضاثغِ

ٍ ثط اؾبؼ لوبًَى علاهوت زض    1اؾت. ثب زض ً ط گطفتي قىل 

 همبٍهت ههبلح:

ِ   11ی دثب خبیگصاضی ضاثغِ (، 13ی د( زض ؾووت ضاؾوت ضاثغو

 آیس:زؾت هیثِ 15ی ضاثغِ

                                                        
1.Dispersion relation 
2.Wave number 

     
    (8) 

   √  
  

  
     (9) 

                            (10) 

           
         

        
      

    
              

(11) 

                                  

            
  

(12) 

      {

  

  

  

  

}  

{
 

 
    

     
     

      }
 

 
 (13) 

       {

  

  

  

  

}  {

     
     
     

     

} (14) 

      

{
 

 
       

        
        

         }
 

 
          (15) 
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 وِ زض ایي ضاثغِ:

 

 
 برنولی-الواى طیفی تیر اویلر قرارزاز علاهت برای-  1ضکل 

 

  ِ ِ 15ی داوٌَى ثب خبیگوصاضی ضاثغو (، ثوطزاض  11ی د( زض ضاثغو

-خبیی عطضی تیوط اٍیلوط  خبثِ ،تَاى حصف وطزُضا هی  ثبثت 

 ثطًَلی ضا ثِ ایي نَضت ثیبى زاقت:
                   (17) 

، توبث  قوىل زیٌوبهیىی تیوط             وِ زض ایي ضاثغِ، 

 آیس:زؾت هیثِ (18دی ثطًَلی اؾت ٍ اظ ضاثغِ-اٍیلط

                  
       (18) 

ثطًوَلی،  -زؾت آهسى تبث  قىل زیٌبهیىی تیط اٍیلوط پؽ اظ ثِ

ضًٍس هحبؾجِ ثطای ایدبز هوبتطیؽ ؾورتی زیٌوبهیىی، ازاهوِ     

ِ  1فطم ضوعی   ثٌبثطایي، ؛یبثسهی (، زض ً وط گطفتوِ   5ی دضاثغو

 قَز:هی

اؾت. ثب زض   همساض زلرَاّی اظ تغییطات    وِ زض آى، 

ی ضاثغِ ،ی اٍلً ط گطفتي اًتگطال خعء ثِ خعء، ضٍی خولِ

 ( اؾت:20ضاثغِ دنَضت ( ث19ِد

    ِ (، 14( ٍ د13ّوبی د ثِ ایي تطتیت، ثوب زض ً وط گوطفتي ضاثغو

 ز:قَثیبى هی (21ضاثغِ د ( ثِ قىل19ی دضاثغِ

∫              
  

 

 ∫              
  

 

       (21) 

(، فطم 19ی د( زض ضاثغ21ِی دثٌبثطایي ثب خبیگصاضی ضاثغِ

                                                        
1.Weak form 

 ذَاّس قس:( 22ضاثغِ دضعی ، ثِ قىل 

∫              
  

 

   ∫          
  

 

 

 ∫           
  

 

         

(22) 

(، 22ی د(، زض ضاثغ17ِی دٍ زض ًْبیت، ثب خبیگصاضی ضاثغِ

 حبنل ذَاّس قس: (23دی ضاثغِ

     ∫     
     

     
  

 

   ∫     
        

  

 

 

            

(23) 

 ی ثبلا:وِ زض ضاثغِ

       ∫          
         

  

 

 (24) 

ثیبًگط ثطزاض ًیوطٍی گطّوی ثوِ اظای           زض ایي ضاثغِ، 

همساض زلرَاّی اظ     اظ عطفی، چَى ًیطٍی ذبضخی اؾت. 

 خبیی اؾت، پؽ:تغییطات خبثِ

                          (25) 

ثطًَلی، اظ -ثٌبثطایي، هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی ثطای تیط اٍیلط

 قَز:هی ًوبیف زازُ (26ضاثغِ دزؾت آهسُ زض ی ثبلا ثِضاثغِ

       ∫      
     

          
      

  

 

 (26) 

ثطًَلی -اوٌَى ثب زاقتي هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی تیط اٍیلط

-زاض ضا ثِتَاى هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی تیط تطنهیؾبلن، 
 زؾت آٍضز.

 زرآوری هاتریس سرتی زیناهیکی تیر اویلر -3

 زاربرنولی ترک
زّس وِ زض زاض ضا ًكبى هیثطًَلی تطن-، تیط اٍیلط2قىل 

چٌویي،  قوَز. ّون  ایي تیط، تطن ّوَاضُ ثبظ زض ً ط گطفتِ هی

ِ   ؾبظی تطن، هسل فٌط پیچكی ثطای هسل ووبض  ثوسٍى خوطم، ثو

قَز وِ ضٍز. زض ایي هسل، تیط ثِ زٍ ثرف ؾبلن تمؿین هیهی

گیطی اظ یه فٌط پیچكی ثسٍى خطم، ثِ زض هحل تطن، ثب ثْطُ

ی قًَس. زض ٍال  ایي فٌط وِ ًكبى زٌّوسُ زیگط هتهل هییه

ی پیچف اؾت، هسلی ثطای تطن ّووَاضُ  پیَؾتگی زض ظاٍیًِب

 آیس. ثبظ ثِ قوبض هی

 ؾبظی تطن ثب فٌط پیچكی، زض هحل تطن، ًیطٍی هسل زض

خبیی عطضی تیط، ثوسٍى تغییوط   ثطقی، گكتبٍض ذوكی ٍ خبثِ

پیَؾوتِ اؾوت. ایوي    ی پویچف، ًوب  هبًٌس ٍ تٌْب ظاٍیِثبلی هی

ّبی ؾبظگبضی زض هحل تطن اؾت ووِ زض  هَضَع، ثیبى ضاثغِ

        

[

 
    

       

           

 
   

      

         

 
   

       

    
      

 
  

      

   
     

] 
(16) 

∫ (                        )     
  

 

 (19) 

∫                 
  

 

  

∫                    
  

 

    |
  
 

     |
  
 

 
(20) 
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 [:16] قًَسثیبى عیفی، ثِ نَضت ظیط زض ً ط گطفتِ هی

 
 زاربرنولی ترک-هسل فنر پیچطی زر تیر اویلر - 2کل ض

 
    

       
   

        
           

   

         
            

   

     
        

           
   

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

  ی هحل تطن ثَزُ، زٌّسًُكبى    ّب، وِ زض ایي ضاثغِ
  

  زضؾت لجل اظ تطن ٍ 
-زضؾت ثعس اظ تطن ضا ًوبیف هی  

عوك تطن اؾت. ًؿجت عوك تطن ثِ   اضتفبع تیط ٍ   زّس. 

⁄     اضتفبع تیط،  تبثعی اظ ایي ًؿجت    ثَزُ ٍ   

-زؾت هیی ظیط ثِاظ ضاثغِ[ ٍ 17]ثطاؾبؼ هطخ     اؾت. 
 :آیس

    (
 

   
)

 

  

                                      

(31) 

زاض، ثوِ زٍ الووبى   ثطًَلی تطن-قَز، تیط اٍیلطاوٌَى فطو هی

ی ایي زٍ الووبى  ، ًكبى زٌّس3ُقَز. قىل ثٌسیعیفی ثرف

       ِ ّوبی  اؾت. ثٌوبثطایي، ثوب زض ً وط گوطفتي ایوي قوىل، ضاثغو

زاض ثِ نوَضت ظیوط ثیوبى    ثطًَلی تطن-ؾبظگبضی ثطای تیط اٍیلط

 ذَاٌّس قس:
  

      
   
 

  
      

   
 

  
    

  

  
    

     
    

(32) 
 

(33) 

(34) 

(35) 

 وِ زض ایي ضاثغِ:

  
 

  
   (36) 

  ّبی ثبلا، زض ضاثغِ
   ٍ  

ّبی عطضی، خبییخبثِ  

  
   ٍ  

  ّبی پیچف، ظاٍیِ  
     ٍ  

ّبی ًیطٍ    

  ثطقی ٍ 
     ٍ  

ذوكی، زضؾت لجل  ّبیگكتبٍض    

 ٍ ثعس اظ هحل تطن ّؿتٌس.

اوٌَى اگوط فوطو قوَز، هوبتطیؽ ؾورتی زیٌوبهیىی اظ       

تَاى آى ضا ثِ نوَضت  گبُ هیآیس، آىزؾت هی( ث26ِی دضاثغِ

 ًوبیف زاز: (37ضاثغِ د

       [

      

      

      

      

      

      

      

      

] (37) 

خبیی گطّی زض ثیبى ٍ خبثِ ّبی ًیطٍی زاذلیاظ عطفی، ثطزاض

ضاثغِ ّبی لجل ٍ ثعس اظ تطن ثِ نَضت عیفی، ثطای الوبى

 قًَس:ًوبیف زازُ هی( 38د

                    → 
         

   
    

   {  
     

   
  

     
   }

 
 

                     → 

     
   

      
  

   {  
     

   
  

     
   }

 
 

(38) 

ّبی ٍ خبیگصاضی ضاثغِ ثٌبثطایي ثب زض ً ط گطفتي اضتعبـ آظاز

ّبی لجل ٍ ثعس اظ (، ثطای الوبى25ی د( زض ضاثغ38ِ( ٍ د37د

 آیس:زؾت هی( ث39ِی دتطن، ضاثغِ

[

      
      

      
      

   

   

   

   

      

      

]

{
 
 

 
   

  

  
 

  
     

   

}
 
 

 
 

 

 

{
 
 

 
    

   

   
   

  
   

  
   

}
 
 

 
 

 

[

            

            

   

   

   

   

      

      

]

{
 

 
  

 

  
 

  

  }
 

 

 

{
 
 

 
    

   

   
   

  
   

  
   

}
 
 

 
 

 

(39) 

 

(، ضاثغِ 39ی دثٌبثطایي، ثب زض ً ط گطفتي الوبى اٍل زض ضاثغِ

 آیس:زؾت هیثِ( 40د

{
 
 

 
                  

       
        

   
    

   

                 
       

        
   

    
   

                 
       

        
   

       
   

                 
       

        
   

       
   

 

(40) 

ی ( ٍ ذظ چْبضم ضاثغ33ِی داوٌَى ثب زض ً ط گطفتي ضاثغِ

 آیس:زؾت هیگكتبٍض ذوكی زض هحل تطن ثِ(، 39د
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 :(42دیثب تعطی  ضاثغِ

         (42) 

(، هووبتطیؽ 40ی د( زض ضاثغوو41ِی دٍ ثووب خبیگووصاضی ضاثغووِ

-زاض ثِثطًَلی تطن-ؾرتی زیٌبهیىی ثطای الوبى اٍل تیط اٍیلط
 آیس:زؾت هی
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] 
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] 

(43) 

 

 
-طیفی تیر اویلرهای قرارزاز علاهت زر الواى - 3ضکل 

 زاربرنولی ترک

 

ز. ایي هَضوَع،  قَ ؾجت وبّف ؾرتی ؾبظُ هی ،ٍخَز تطن

( ًیع لبثل هكوبّسُ اؾوت. زض ایوي ضاثغوِ، ثوب      43ی دزض ضاثغِ

تفبضل یه هبتطیؽ اظ هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی تیوط ؾوبلن،   

ِ ثطًَلی تطن-هبتطیؽ ؾرتی الوبى اٍل تیط اٍیلط زؾوت  زاض ثو

 تفبضلی ثِ ایي نَضت لبثل ثیبى اؾت:آهسُ اؾت. هبتطیؽ 
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(44) 

   ِ ( ٍ ؾوطّن  43( ٍ د39ّوبی د اوٌَى ثب زض ً وط گوطفتي ضاثغو

ّبی اٍل ٍ زٍم، هبتطیؽ ؾرتی تیوط  ّبی الوبىثٌسی هبتطیؽ

 آیس.زؾت هیثِ      زاض یب تطن
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(45) 

ِ  ّن زاض، ی فطووبًؽ عجیعوی تیوط توطن    چٌیي، ثوطای هحبؾوج

 قَز:زض ً ط گطفتِ هی( 46دی ضاثغِ

            
(46) 

ِ همساض ٍیػُی هؿبلِ ی ی ثبلا، يیط خجطی ثَزُ ٍ ثطای هحبؾوج

-ثْطُ ثوطزُ هوی   اظ ضٍـ عسزی زٍ ًین وطزى ،ّبایي فطوبًؽ
قَز. ثِ ایي نَضت وِ فطووبًؽ ثوِ عٌوَاى یوه ٍضٍزی ٍاضز     

( قوسُ ٍ ثوِ اظای   46ی دی يیط خجطی حبنل اظ ضاثغِهعبزلِ

-آى همبزیطی اظ فطوبًؽ وِ خَاة هعبزلِ نفط قَز، فطوبًؽ
ِ  ،ّبی عجیعی ّؿتٌسّبی هعبزل وِ ّوبى فطوبًؽ زؾوت  ثو

 .ذَاٌّس آهس
 

های سرتی و جرم تیر زر روش الواى هاتریس -4

 هحسوز کلاسیک
ّبی ؾرتی ٍ خطم ثطای الوبى [، هبتطیؽ18]ثطاؾبؼ هطخ  

 قًَس:ثطًَلی ثِ قىل ظیط زض ً ط گطفتِ هی-تیط اٍیلط
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(47) 

ثوِ آى اقوبضُ قوس، ثوب زض ً وط       3ّوبًٌس ضًٍسی وِ زض ثرف 

  ِ (، هوبتطیؽ  47د یگطفتي هبتطیؽ ؾرتی الوبى تیوط اظ ضاثغو

-زاض، ثِ زؾت آهسُ ٍ زض هحبؾجِثطًَلی تطن-ؾرتی تیط اٍیلط
 ضٍز.ّبی هطثَط ثِ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه ثِ وبض هی
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 های عسزیهثال -5
 ارتعاش آزاز -5-1

زاض ثطًَلی تطن-زض ایي ثرف، ثِ ثطضؾی اضتعبـ آظاز تیط اٍیلط

طظی زٍ ّبی هو ّبی عجیعی آى، ثطای قططپطزاذتِ ٍ فطوبًؽ

چٌیي، زض قطط . ّنآیٌسزؾت هیؾط لَلا ٍ زٍ ؾط گیطزاض، ثِ

 ِ ّوبی  فطووبًؽ  ،هطظی زٍ ؾط لَلا، هحل تطن ًیع تغییط یبفتو

آیٌس. زؾت هیزاض ثطای ایي زٍ هَلعیت ًیع ثِعجیعی تیط تطن

ؾوغح همغعوی ثوب     هتط ٍ 10زاض ثب عَل ثطًَلی تطن-تیط اٍیلط

ضا زض ً ط ثگیطیس. چگوبلی  هتط  1/0هتط ٍ ضربهت  1/0عطو 

هوسٍل   ،گطم ثط هتوط هىعوت ثوَزُ   ویلَ 7860خطهی ایي تیط، 

گیگب پبؾىبل اؾت. توطن ثوبظ، زض    210الاؾتیؿیتِ ثطای تیط، 

ؾبًتی هتط وِ ثطاثط ًه  ضوربهت   5ی ی تیط ٍ ثب اًساظُهیبًِ

ّوبی عجیعوی تیوط    قَز. فطووبًؽ تیط اؾت، زض ً ط گطفتِ هی

ط هطظی زٍ ؾط لَلا ٍ زٍ ؾط گیوطزاض، اظ  زاض، ثطای زٍ قطتطن

، الوبى هحسٍز عیفی ٍ الووبى  [16]ّبی هبتطیؽ اًتمبل ضٍـ

ِ 1آیٌوس. خوسٍل   زؾت هیهحسٍز ولاؾیه ثِ ای اظ ، هدوَعو

زاض ثب قطط هطظی زٍ ؾط لوَلا ضا  ّبی عجیعی تیط تطنفطوبًؽ

ی ایوي هدوَعوِ اظ   زٌّوسُ ، ًكوبى 2زّس ٍ خسٍل ًوبیف هی

زاض، ثوب قوطط هوطظی زٍ ؾوط     عجیعی تیوط توطن  ّبی فطوبًؽ

-هكبّسُ هی 2ٍ  1ّبی گًَِ وِ اظ خسٍلگیطزاض اؾت. ّوبى
زاض، ؾرتی ؾبظُ ضا افعایف قَز، ٍخَز قطط هطظی زٍ ؾط گیط

ّبی عجیعی تیط، زلیل افعایف فطوبًؽ ،زّس ٍ ایي هَضَعهی

-، فطوبًؽ1ًؿجت ثِ قطط هطظی زٍ ؾط لَلا اؾت. زض خسٍل 
اًوس.  زاض ٍ تیط ؾبلن ثب ّن همبیؿوِ قوسُ  عی تیط تطنّبی عجی

ّوبی فوطز   تغییط زض فطووبًؽ  ؾجتی تیط،ٍخَز تطن زض هیبًِ

ّوبی  اثوط اؾوت. فطووبًؽ   ّبی ظٍج ثیتمطیجبٌ ثط فطوبًؽ ،قسُ

ّب، یه گطُ ّبی پبز هتمبضى تیط ّؿتٌسوِ زض آىظٍج، فطوبًؽ

وِ تطن  ؾتی تیط اهتمبضى تیط، زض هیبًِاظ قىل هَزّبی پبز

توَاى  هوی  ،ّبی یه گطُاؾت. اظ ٍیػگیخب ٍال  قسًُیع زض آى

وِ ٍخَز آى، ثطای  ثِ نفط ثَزى اًحٌبی تیط زض آى اقبضُ وطز

ّبی ظٍج ثٌبثطایي، فطوبًؽ ؛اثطثركی تطن ضٍی تیط لاظم اؾت

ّوبی  قَز، پبؾدهبًٌس. اظ عطفی هكبّسُ هیثی تغییط ثبلی هی

ى هحسٍز عیفی تٌْوب ثوب زٍ الووبى،    زؾت آهسُ اظ ضٍـ الوبثِ

ِ  هغبثمت ثؿیبض ذَثی ثوب پبؾود   زؾوت آهوسُ اظ ضٍـ   ّوبی ثو

-ّب ثب ًبم حل تحلیلی، ًوبم هبتطیؽ اًتمبل زاضًس وِ زض خسٍل
-ّب چٌیي ًتیدِ هوی اًس. اظ ؾَی زیگط، اظ خسٍلگصاضی قسُ

ّووبی پووبییي، زض ضٍـ الوووبى هحووسٍز قووَز وووِ زض فطوووبًؽ

ّب ثوِ ثویف اظ چْول الووبى،     ساز الوبىولاؾیه، ثب افعایف تع

ّبی الوبى هحسٍز زؾت آهسُ اظ ضٍـّبی ثِّب ثِ ًتیدِپبؾد

ّوبی  اهب زض فطوبًؽ ؛قًَسعیفی ٍ هبتطیؽ اًتمبل ًعزیه هی

تعساز چْل الوبى ًیع پبؾود   ،ثبلاتط دّوبًٌس فطوبًؽ پٌدبّن(

وٌس ٍ ثبیس ایي تعوساز ّوچٌوبى افوعایف    هٌبؾجی ضا اضایِ ًوی

 بثس.ی
 

زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس - 1جسول 

 سانتی هتر و زر وسط تیر قرار زارز( 5)عوق ترک  سر لولا
-فطوبًؽ
ّبی 

عجیعی 

 دّطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلن

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

الوبى 

هحسٍز 

 عیفی

 الوبى( 2د

الوبى 

هحسٍز 

 ولاؾیه

 الوبى( 40د

 267/2 267/2 267/2 344/2 یىن

 375/9 375/9 375/9 375/9 زٍم

 451/20 443/20 443/20 094/21 ؾَم

 502/37 501/37 501/37 501/37 چْبضم

 896/56 873/56 873/56 595/58 پٌدن

 381/84 378/84 378/84 378/84 قكن

 852/111 629/111 629/111 848/114 ّفتن

 021/150 005/150 005/150 005/150 ّكتن

 123/185 771/184 771/184 851/189 ًْن

 443/234 384/234 384/234 384/234 زّن

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 036/6616 895/5859 895/5859 895/5859 پٌدبّن
 

ی ، ًكبًگط ًطخ ّوگطایی یب زضنس ذغبی ًؿجی اًساظ4ُقىل 

زاض ثب قطط هوطظی زٍ ؾوط   فطوبًؽ عجیعی اٍل ثطای تیط تطن

ِ  ؾوبًتی  5لَلا ٍ تطن  ی تیوط ثوِ اظای تعوساز    هتوطی زض هیبًو

-ّبی گًَبگَى زض ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی اؾت. ّوبىالوبى
قَز، زضنس ذغبی ًؿجی ثب گًَِ وِ زض ایي قىل هكبّسُ هی

 001/0الوبى، حسٍزاً اظ همساض  8ثِ  2ّب اظ افعایف تعساز الوبى

ذغبی ًؿجی  یبثس. زضنسزضنس وبّف هی 0002/0زضنس ثِ 

ّبی هحوسٍز   زؾت آهسُ اظ ضٍـ الوبىاظ تفبضل همساضّبی ثِ

 ِ زؾوت  عیفی ٍ ضٍـ هبتطیؽ اًتمبل، تمؿین قسُ ثط همساض ثو

ِ  100زض  آهسُ اظ ضٍـ هبتطیؽ اًتمبل، ضوطة  زؾوت آهوسُ   ثو

اؾت. الجتِ شوط ایي ًىتِ ضوطٍضی اؾوت ووِ زضنوس ذغوبی      

   ِ ِ ًؿجی، همساض ثؿیبض ووَچىی اؾوت، ثو ی اًوساظُ ای ووِ  گًَو

زضنس ذغوب ٌّگوبم زض ً وط گوطفتي تٌْوب زٍ الووبى، حوسٍزا        

ّوب ثوب زض ً وط    زضنس اؾت. ثِ ایي تطتیت، زلت پبؾد 001/0

 .گطفتي زٍ الوبى ثؿیبض هٌبؾت اؾت
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زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  2جسول 

 سانتی هتر و زر وسط تیر قرارزارز( 5)عوق ترک  زارسر گیر
-فطوبًؽ
ّبی 

عجیعی 

 دّطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلن

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

الوبى 

هحسٍز 

 عیفی

 الوبى( 2د

الوبى 

هحسٍز 

 ولاؾیه

 الوبى( 40د

 188/5 188/5 188/5 313/5 یىن

 646/14 646/14 646/14 646/14 زٍم

 834/27 825/27 825/27 712/28 ؾَم

 464/47 463/47 463/47 463/47 چْبضم

 874/68 842/68 842/68 901/70 پٌدن

 032/99 027/99 027/99 027/99 قكن

 582/128 188/128 188/128 841/131 ّفتن

 364/169 342/169 342/169 342/169 ّكتن

 645/206 936/205 936/205 531/211 ًْن

 507/258 408/258 408/258 408/258 زّن

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 726/6748 492/5977 475/5977 475/5977 پٌدبّن
 

ًكبًگط ًطخ ّوگطایی یب زضنوس ذغوبی ًؿوجی     ،ًیع 5قىل    

زاض ثب قطط هوطظی  ی فطوبًؽ عجیعی اٍل ثطای تیط تطناًساظُ

ی تیط ثِ اظای تعساز زض هیبًِ هتطیؾبًتی 5زٍ ؾط لَلا ٍ تطن 

 .اؾوت  ّوب زض ضٍـ الووبى هحوسٍز ولاؾویه    گًَبگَى الووبى 

ی قوَز، زضنوس ذغوب   گًَِ وِ زض ایي قىل هكبّسُ هیّوبى

حوسٍزاً اظ  الووبى،   40ثوِ   4ّب اظ ثب افعایف تعساز الوبى ًؿجی

 یبثس.وبّف هیزضنس  02/0زضنس ثِ  47/1همساض 

 
 

 
 

فرکانس ی نرخ هوگرایی )زرصس ذطا( انسازه-  4ضکل 

 5زار با ضرط هرزی زو سر لولا و ترک طبیعی اول تیر ترک

ها زر ی تیر به ازای تعساز گوناگوى الواىهتری زر هیانهسانتی

 روش الواى هحسوز طیفی

الجتِ ثبیس اقبضُ زاقت وِ زضنس ذغب، ًؿجت ثِ ضٍـ الوبى 

ثٌبثطایي، افعایف  ؛هحسٍز عیفی، همساض ثؿیبض ثعضگتطی ثَزُ

تط، تط ٍ زلیكزؾت آٍضزى پبؾد هٌبؾتّب ثطای ثِتعساز الوبى

 قَز.تَنیِ هی

زض ضٍـ  ّوبی ثوبلاتط،  ّب ثطای فطووبًؽ ًطخ ّوگطایی پبؾد   

تفبٍت چٌساًی ثب فطوبًؽ پبیِ ًساضز ووِ   ،الوبى هحسٍز عیفی

گیوطی اظ  ضؾن گطزیس. ایي هَضَع، ثِ ذبعط ثْوطُ  4زض قىل 

ِ     تبث  ی ّبی قىل زیٌبهیىی اؾوت ووِ اظ حول زلیوك هعبزلو

آیٌس. ایوي ًوطخ   زؾت هیزیفطاًؿیل زیٌبهیىی حبون ثط تیط ثِ

ّوبی  ّوگطایی، زض ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه ثطای فطوبًؽ

یبثس. ثِ ّویي زلیل ثوب افوعایف   وبّف چكوگیطی هی ،ثبلاتط

ّوب  ّبی ولاؾیه، ثوب ًوطخ وٌوستطی زلوت پبؾود     تعساز الوبى

ّوبی قوىل اؾوتبتیىی،    گیوطی اظ توبث   یبثس. ثْوطُ ایف هیافع

ّبی ثوبلاتط ضا  تَاًبیی ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه زض فطوبًؽ

 .زّسثِ قست وبّف هی

، زض قطط هطظی زٍ ؾط لَلا، هحل تطن تغییوط  3زض خسٍل    

گیوطز. ثوب زض ً وط    وطزُ ٍ زض یه ؾَم اثتسایی تیوط لوطاض هوی   

اگط تطن زض یه ؾوَم عوَل    یبثین وِزض هی 3گطفتي خسٍل 

ّبی عجیعی، ًؿوجت ثوِ   تیط ٍال  قَز، هضبضة ؾِ اظ فطوبًؽ

ّوب  ّبی ؾبلن، تمطیجبٌ ثسٍى تغییط ّؿتٌس ٍ ؾبیط فطوبًؽاًساظُ

قَز، زلت ضٍـ الووبى  یبثٌس. ثِ ذَثی هكبّسُ هیوبّف هی

هحسٍز عیفی، زض همبیؿِ ثوب ضٍـ الووبى هحوسٍز ولاؾویه     

 ثؿیبض ثیكتط اؾت.
 

 
 

 

ی فرکانس نرخ هوگرایی )زرصس ذطا( انسازه-  5ضکل 

 5زار با ضرط هرزی زو سر لولا و ترک طبیعی اول تیر ترک

ها زر ی تیر به ازای تعساز گوناگوى الواىهتری زر هیانهسانتی

 روش الواى هحسوز کلاسیک

 های طیفیتعساز الواى
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زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  3جسول 

سانتی هتر و زر یک سوم ابتسایی تیر  5)عوق ترک  سر لولا

 قرارزارز(
-فطوبًؽ
ّبی 

عجیعی 

 دّطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلن

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

الوبى 

هحسٍز 

 عیفی

 الوبى( 2د

الوبى 

هحسٍز 

 ولاؾیه

 الوبى( 40د

 286/2 285/2 285/2 344/2 یىن

 181/9 157/9 157/9 375/9 زٍم

 097/21 094/21 094/21 094/21 ؾَم

 802/36 606/36 606/36 501/37 چْبضم

 732/57 378/57 378/57 595/58 پٌدن

 382/84 378/84 378/84 378/84 قكن

 622/112 219/112 219/112 848/114 ّفتن

 011/148 211/147 211/147 005/150 ّكتن

 452/190 851/189 851/189 851/189 ًْن

 251/231 237/229 237/229 384/234 زّن

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 810/6559 680/5825 640/5825 895/5859 پٌدبّن

 

ّبی زلیك ٍ پبؾد تٌْب ثب زٍ الوبى ،ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی

ّوب زض  وِ افعایف تعساز الوبىوٌس، زض حبلیهٌبؾت ضا اضایِ هی

ایي ضٍـ  ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه، تٌْب ضاُ افعایف زلت

َ ّب هیؾجت افعایف هحبؾجِ ،اؾت. ّط چٌس ایي هَضَع ز. قو

، ثطای قطط هطظی زٍ ؾط لَلا، عوك تطن وبّف 4زض خسٍل 

ّوبی عجیعوی   یبفتِ اؾت. ایي هَضَع، ؾجت افعایف فطووبًؽ 

ّوبی  ، فطووبًؽ 1ز. ّوبًٌس خوسٍل  قَ هی 1ًؿجت ثِ خسٍل 

-ّبی فطز وبّف هوی هبًٌس ٍ تٌْب فطوبًؽ، ثبثت ثبلی هیظٍج
 .یبثٌس

 

 ارتعاش وازاضته -5-2
ثطًوَلی  -ی تیط اٍیلوط زض ایي ثرف، ثِ ثطضؾی اضتعبـ ٍازاقتِ

زاض، ثوب قوطط   ثطًَلی تطن-تیط اٍیلطقَز. زاض پطزاذتِ هیتطن

هتط ٍ ؾغح همغعی ثب عوطو   10هطظی زٍ ؾط لَلا ٍ ثب عَل 

هتط ضا زض ً ط ثگیطیس. چگبلی خطهوی   1/0ضربهت هتط ٍ  1/0

هووسٍل  ،گووطم ثووط هتووط هىعووت ثووَزُ ویلووَ 7860ایووي تیووط، 

گیگب پبؾىبل اؾت. ًیطٍی ثبثت ثب  210الاؾتیؿیتِ ثطای تیط، 

-6قَز. زض قىل ًیَتي، زض هطوع تیط ٍاضز هی 1000ی زاهٌِ

 زاض، ثِ ایي ًیطٍی ثبثت ًكبى ّبی ؾبلن ٍ تطنال ، پبؾد تیط

زار با ضرط هرزی زو های طبیعی تیر ترکفرکانس-  4جسول 

 سانتی هتر و زر وسط تیر قرار زارز( 3.5)عوق ترک  سر لولا
-فطوبًؽ
ّبی 

عجیعی 

 دّطتع(

تحلیلی تیط 

 ؾبلن

تحلیلی تیط 

 زاضتطن

الوبى 

هحسٍز 

 عیفی

 الوبى( 2د

الوبى 

هحسٍز 

 ولاؾیه

 الوبى( 40د

 314/2 314/2 314/2 344/2 یىن

 375/9 375/9 375/9 375/9 زٍم

 834/20 830/20 830/20 094/21 ؾَم

 502/37 501/37 501/37 501/37 چْبضم

 898/57 876/57 876/57 595/58 پٌدن

 381/84 378/84 378/84 378/84 قكن

 482/113 464/113 464/113 848/114 ّفتن

 021/150 005/150 005/150 005/150 ّكتن

 212/188 607/187 607/187 851/189 ًْن

 443/234 384/234 384/234 384/234 زّن

... ... ... ... ... 

... ... ... ... ... 

 114/6564 895/5859 895/5859 895/5859 پٌدبّن

 

ی تیط لطاض زاضز ٍ ًؿجت عووك  زازُ قسُ اؾت. تطن زض هیبًِ

زض ً ط گطفتِ  5/0ٍ  35/0، 2/0 ،تطن ثِ اضتفبع تیط ثِ تطتیت

قَز. پبؾد اظ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ٍ تٌْب ثب زٍ الوبى هی

زؾت آهسُ اؾت. اظ عطفوی، ٍخوَز توطن زض تیوط، اًعغوبف      ثِ

وٌس وِ ایي اًعغبف پصیطی ثِ زلیل پصیطی هحلی ضا ایدبز هی

   ِ ی توطن  تغییطی اؾت وِ زض اًطغی وطًكی تیوط حوَل ًبحیو

ٍخوَز توطن ٍ افوعایف    ة، -6ط اؾبؼ قوىل  ث افتس.اتفبق هی

زض ًتیدِ، پبؾود آى   ؛عوك آى، ؾجت وبّف ؾرتی تیط قسُ

    ّوب ثوط هموساض    پبؾد. زّسضا افعایف هی
     ⁄ تمؿوین    

ِ    ثعس قسُثی ،قسُ ٍ ثِ ایي تطتیت ی اًوس. ایوي هموساض، ثیكویٌ

خبیی اؾتبتیىی تیط ٌّگبم اعوبل ًیطٍی ثبثوت زض ٍؾوظ   خبثِ

 .اؾتتیط 

ِ ا-7 زض قىل    ثطًوَلی   -ی هیوبًی تیوط اٍیلوط   ل ، پبؾد ًمغو

، ثوِ ًیوطٍی   5/0ٍ  2/0ّبی عوك توطن  ثطای ًؿجت، زاضتطن

ّبی الووبى هحوسٍز   زض هطوع آى، اظ ضٍـًیَتٌی  1000ثبثت 

اظ عطفی،  زؾت آهسُ اؾت.عیفی ٍ الوبى هحسٍز ولاؾیه ثِ

ت پبؾود ثوِ زؾو   هغبثمت ذوَة   یة، ًكبى زٌّسُ-7قىل 

ِ زض  ،الووبى  2الوبى هحسٍز عیفی ثب آهسُ اظ ضٍـ  ثوب   همبیؿو

 ٍ 30حل هبتطیؽ اًتمبل ٍ ضٍـ الوبى هحوسٍز ولاؾویه ثوب    

 .الوبى اؾت 60
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 )الف(

  

 )ب(

به  2-5زار زو سر لولا با هطرصات بیاى ضسه زر برص برنولی ترک-ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسه)الف( پاسد بی-  6ضکل 

گیری از روش الواى با بهره های گوناگوى ترک،ی تفاوت پاسد، به ازای عوقنیوتنی زر هرکس آى و هقایسه 1000نیروی ثابت 

های گوناگوى ترک زر زست آهسه برای عوقی پاسد بههحسوز طیفی با زو الواى. )ب( بسرگنوایی برطی از ضکل )الف( و هقایسه

 تیر

 

قَز، ایي اؾت وِ، ّط چوِ  ة هكبّسُ هی-7چِ زض قىل آى

ّب زض ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه افوعایف پیوسا   تعساز الوبى

ّوبی حبنول اظ ضٍـ الووبى    تط ٍ ثِ پبؾود ّب زلیكوٌس، پبؾد

 قًَس.تط هیهحسٍز عیفی ًعزیه

-پبؾد ًمغِی تبثیط هحل تطن ثط زٌّسًُوبیف ،8قىل 
گیوطی اظ ضٍـ الووبى   ّب ثب ثْطُزاض اؾت. پبؾدهیبًی تیط تطن

اًس. زض ایي قىل، ثوب  زؾت آهسُهحسٍز عیفی ٍ ثب زٍ الوبى ثِ

-خب وطزى هحل تطن، زض یه ّكتن، یه چْبضم ٍ هیبًِخبثِ
زؾت آهوسُ اؾوت.   زاض ثِی هیبًی تیط تطنی تیط، پبؾد ًمغِ

اؾوبؼ  قَز. ثططوع تیط ٍاضز هی ثط ه ،ًیَتٌی ًیع 1000ًیطٍی 

پصیطی هحلی ًبقی اظ ٍخوَز توطن،   ثِ زلیل اًعغبف ، 8قىل 

ی هیبًی تط ثِ ًمغِچِ ایي اًعغبف پصیطی زض هىبًی ًعزیهّط

تیط لطاض گیطز، تبثیط آى ثط وبّف ؾرتی تیط ٍ افعایف پبؾود  

ی هیبًی آى، ثیكتط ذَاّس قس. هؿلوب ثب زٍض قسى هحل ًمغِ

 یبثس.ی هیبًی تیط ًیع وبّف هیى ثط پبؾد ًمغِتطن، تبثیط آ

آیس، زلت ثوبلای ضٍـ الووبى   هیثط 8تب  6ّبی چِ اظ قىلآى

هحسٍز عیفی اؾت. ضٍقی وِ تٌْب ثب زض ً ط گطفتي زٍ الوبى، 

ووِ  زض حبلی؛ وٌسلجل ٍ ثعس اظ تطن، پبؾد هٌبؾت ضا اضایِ هی

 زهاى )ثانیه(
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 نواییبسرگ

 تیر بسوى ترک

 (2/0نسبت عوق ترک )

 (35/0نسبت عوق ترک )

 (5/0عوق ترک )نسبت 
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ّوب،  الووبى  ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه، تٌْب ثب افعایف تعساز

زؾت ّبی ثِلبزض ثِ افعایف زلت ذَز اؾت. زلت ثبلای پبؾد

قوَز اظ آى ثوِ   آهسُ اظ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، ؾوجت هوی  

ّوبی  عٌَاى یه هطخ  لبثل اتىب، ثطای زضؾتی ؾوٌدی پبؾود  

ّب ثْطُ ثطز. ثِ عجبضت زیگوط، زض تعیویي اعتجوبض یوب     ؾبیط ضٍـ

سٍز عیفوی ثوِ   ّوبی ًوَیي، اظ ضٍـ الووبى هحو    زضؾتی ضٍـ

ّبی تحلیلی یب ًیوِ تحلیلوی  عٌَاى خبیگعیٌی ثطای ؾبیط حل

چِ ثوِ  ّب، ّطزؾت آهسُ اظ ؾبیط ضٍـّبی ثًِتیدِ ،ثْطُ ثطزُ

تط گطزًس، اضظـ ٍ ّبی ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ًعزیهپبؾد

 اعتجبض آى ضٍـ ًیع، افعایف یبثس.

 

  
 

  )الف( 

  

  )ب(

زار زو سر لولا با هطرصات بیاى ضسه زر برنولی ترک -ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسه)الف( پاسد بی-  7ضکل 

)ب( بسرگنوایی برطی از  5/0 و 2/0های عوق ترک نیوتنی زر هرکس آى برای نسبت 1000، به نیروی ثابت 2-5برص 

 کلاسیکهای هاتریس انتقال، الواى هحسوز طیفی و زست آهسه از روشی پاسد بهضکل )الف( و هقایسه

 زهاى )ثانیه(
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 زهاى )ثانیه(

 

 5/0زار با نسبت عوق ترک تیر ترک

 2/0زار با نسبت عوق ترک تیر ترک

 نواییبسرگ

 

 هاتریس انتقال

 الواى( 2الواى هحسوز طیفی)

 الواى( 30هحسوز کلاسیک)الواى 

 الواى( 60الواى هحسوز کلاسیک)
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، به روش الواى 2-5زار با هطرصات بیاى ضسه زر برص برنولی ترک -ی هیانی تیر اویلری نقطهبعس ضسهپاسد بی-  8ضکل  

 های گوناگوى ترک زر تیرالواى، برای هوقعیت 2هحسوز طیفی با 

 

 

 گیرینتیجه -6

ثطای تیوط  ّبی هَخَز زض ایي پػٍّف، ثب زض ً ط گطفتي ضاثغِ

ثطًَلی، ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی، هعطفی گطزیس. پؽ اظ -اٍیلط

ثطًوَلی ؾوبلن، هوبتطیؽ ؾورتی     -ّبی تیط اٍیلوط ثطضؾی ضاثغِ

زؾت آهس. تطن اظ ًَع ّووَاضُ  زاض ثِزیٌبهیىی، ثطای تیط تطن

ثبظ ٍ هسل آى، هسل فٌط پیچكی ثسٍى خطم ثطگعیوسُ قوس. زض   

ّوبی عجیعوی تیوط    بًؽی فطوو ثطضؾی اضتعبـ آظاز ٍ هحبؾجِ

زاض، ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی ثب زٍ الووبى زلوت ثؿویبض    تطن

 ،وِ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾویه ثبلایی ضا اضایِ زاز، زض حبلی

ّوبی آظازی تیوط ٍ   اظ ایي زلت ثِ زٍض ثَز. وبّف تعساز زضخِ

-ّب اظ ثطتوطی ی هحبؾجِی آى، وبّف ظهبى ٍ اًساظُزض ًتیدِ
زض هدووَع، ثبیوس اقوبضُ     عیفی ثَز.ّبی ضٍـ الوبى هحسٍز 

 زاقت وِ ضٍـ الوبى هحسٍز عیفی زض ثطضؾی: 

 ُووِ حول زلیوك     ّوب ثعسی هبًٌس تیوط ّبی یهؾبظ

ّبی زیفطاًؿیلی( حبون ثط ّبی هَج دهعبزلِهعبزلِ

 ّب زض زؾتطؼ ثبقس ٍآى

 ،هؿبیل ذغی ٍ تغییط ًبپصیط ثب ظهبى 

ثْتط  ،ًؿجت ثِ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه ثطتطی زاقتِ 

 اؾت اظ ایي ضٍـ اؾتفبزُ قَز. 

 اهب زض ثطضؾی:

 ُتط وِ حل زلیك هعبزلِ هَج زض ّبی پیچیسُؾبظ

ّبی تحلیلی ّب ؾرت تط قسُ ٍ یب اظ عطیك حلآى

 يیط هوىي اؾت ٍ

 ذغی ٍ هتغیط ثب ظهبى،هؿبیل يیط 

زض  ،تط ثَزُه ضعی ًؿجت ثِ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾی 

 عول ثْتط اؾت اظ ضٍـ الوبى هحسٍز ولاؾیه اؾتفبزُ قَز.

 ّبی عسزی ًكبى زاز:اظ عطفی، هثبل 

حضَض تطن زض تیط ًؿجت ثِ حبلت ثسٍى تطن،  -1

 ز. قَی هیبًی تیط هیؾجت افعایف پبؾد ًمغِ

2-    ِ ی هیوبًی تیوط ضا   افعایف عوك توطن، پبؾود ًمغو

 زّس.افعایف هی

ی ی تیط، پبؾد ًمغِطن ثِ هیبًِثب ًعزیه قسى ت -3

 قَز.هیبًی آى، ثیكتط هی

ّبی الوبى هحوسٍز ولاؾویه ٍ عیفوی ثوِ     ایي ًتبیح اظ ضٍـ

زؾت آهس، ثب ایي تفبٍت وِ زلت ضٍـ الوبى هحوسٍز عیفوی   

 ّب ووتط ثَز.ثؿیبض ثیكتط ٍ تعساز الوبى
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 ترک زر یک هطتن تیر

 ترک زر یک چهارم تیر

 ی تیرترک زر هیانه
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    عطو تیط   
تطن ثِ اضتفبع تیط  تبث  ٍاثؿتِ ثِ ًؿجت عوك   

 ثطای فٌط پیچكی
ّبی گطّی زض ثیبى عیفی خبییثطزاض خبثِ      

        
    ثیبى عیفی ًیطٍی ذبضخی         
       ّبی زاذلی گطّی ثطزاض ًیطٍ       
       ثطزاض ًیطٍّبی ذبضخی گطّی        

    ی ًیطٍی ثبثت اًساظُ   
    ضربهت یب اضتفبع تیط   
⁄     عسز هَج      
    عَل تیط   
    عَل الوبى عیفی    

     گكتبٍض ذوكی        
 وبض ضفتِ زض تجسیل فَضیِتعساز ًمبط ثِ  

 ثطًَلی-ثطزاض تبث  قىل زیٌبهیىی تیط اٍیلط         
    ًیطٍی ثطقی        
 ثطًَلی-هبتطیؽ ؾرتی زیٌبهیىی تیط اٍیلط       

    ظهبى   
    خبیی عطضی خبثِ       

    خبیی عطضی ثیبى عیفی خبثِ          
    ی هىبى هرتهِ  
    هَلعیت تطن زض عَل تیط    
    عوك تطن   
      ًؿجت عوك تطن ثِ اضتفبع تیط   
        فطوبًؽ ًوًَِ ثطزاضی   
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