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 چكيده

در اين مقاله . باشد يمثبت يا منفي آنها در فرآيندهاي صنعتي مورد توجه پژوهشگران م تاثيراتمايعات به دليل  در حباب بررسي حضور اَبرهاي
معادلات حاكم بر رفتار اَبرهاي حباب، تحليلي كامل از  ،هاي رايج سازي سادهبه سبب . استهدف، شناخت رفتار يك مخلوط همگن حباب و مايع 

مورد توجه قرار گرفته  "وانگ و برنن"آوردهاي تحقيقاتي  يگران بررسي و از ميان آنها دستدر اين تحقيق سابقة كار د. كنند ارائه نمياين پديده 
خاصيت  محسوب كردن بابعد، . سنجي شد صحت "وانگ و برنن"در اين مقاله ابتدا كد نوشته شده با الگوريتم اين تحقيق، با نتايج . است
 تحتاين معادلات  سپس، .دندمعادلات حاكم بر رفتار ابر حباب استخراج ش ،و مايعها  ها براي مخلوط همگن حباب مرز حبابپذيري در  تراكم

دست آمده از نتايج به .اند حل شده الاشاره به ابر و مقادير گوناگون درصد گاز داخل مايع توسط كد تدويني فوقعمالي اترازهاي مختلف فشار صوتي 
كه نسبت حضور حباب كم است  هنگاميهمچنين . دنباش ميتحت شرايطي  فروپكشداد  حباب و رخپذيري  تراكم لحاظبا رشد  هتقليل شديد بيشين

هاي بيروني و دروني ابر حباب،  ها در لايه نتايج ديگر اين پژوهش، چگونگي فروريزش حباب برخي. پذيري ارتباطي ندارد رفتار ابر حباب به تراكم
  .ها است رشد حباب و شدت و زمان فروريزش هيري بر بيشينپذ و تأثير عميق تراكم فروپكش هوقوع پديد

  درصد گاز در مايع ،ريزشفروپذيري،  تراكم، »فلين -پلسه -ريلي«حباب همگن، معادله  ابر: هاي كليدي واژه
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ABSTRACT 

Study of presence of bubble cloud in liquids has been of interest to researchers because of its positive or 
negative effects in many industrial processes. This paper aims to understand the behavior of a homogeneous 
mixture of bubbles and liquid. Due to usual simplifications, the equations governing bubble cloud behavior 
do not offer a complete analysis of this phenomenon. In this research, the works of the other scientists are 
reviewed especially the studies carried out by Wang and Brennen. In this study, first, the code devised 
according to numerical algorithm of this research is validated by results of Wang and Brennen. Then, by 
taking into account the compressibility property at the bubbles boundary for homogeneous mixture of 
bubbles in liquid, the governing equations are derived. Next, these equations under different applied sound 
pressure levels to the cloud, and a variety of gas percentage in liquid are numerically solved by the devised 
code. The severe reduction in maximum growth of bubbles with compressibility considerations, and the 
occurrence of collapses under some conditions are of the obtained results. Also, when bubble presence ratio 
is low the behavior of bubble cloud does not relate to compressibility. Some other outcomes of this research 
are manners of bubbles collapse in outer and inner layers of bubble cloud, serious compressibility effects on 
intensity and time of collapses, and maximum bubbles growth. 

Keywords: Homogeneous Bubble Cloud, “Rayleigh-Plesset-Flynn” Equation, Compressibility, Collapse, 
Gas Percent in Liquid 
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  مقدمه -1
) ارتباط مستقيم با ظهور حباب 1كاويتاسيون(زايي كاواكپديده 

هـاي معلـق در   زيادي ذرات و حبابدر مايع دارد. حضور تعداد 
حتــي اگــر از  ،نمايــدپــذير مــيمــايع، مخلــوط حاضــر را تــراكم

 زايـي كاواكنظر شود. در بررسي پديده  مايع صرف پذيريتراكم
هاي سنتي براي الگوسازي ، شيوهگذردكه حدود قرني از آن مي

اي بين حجـم حبـاب و   پذيري از رابطههاي تراكمچنين مخلوط
پلسـه بـراي   -دست آمده از حـل معادلـه ريلـي   فشار موضعي به

رغم بهلبته كنند. اكرانه استفاده ميحبابي در جريان آرام بيتك
 ديناميـك  ههـاي انجـام شـده در عرص ـ   پـژوهش  هحجم گسترد

  چنـدحبابي و   ديناميـك  هحـوز  ويـژه بـه  هـاي چنـدفازي  جريان
 .]1[ وجود دارند بسياري هايپيچيدگي و هاچالش هنوز ،حباب ابر

هـاي  پيشـرفت ها متناظر بـا  پرداختن به اين پيچيدگي ،بنابراين
 روز ايـن حـوزه اسـت. پيشـرفت    هاي دغدغهاز  ،فناوريو  علمي

 باشد.ذكر شده مي عبارات هايداقهاي محاسباتي از مصفناوري
سازي عددي مستقيم موسوم بـه  هاي شبيهشيوه ،المثعنوان به

سـازي جريـان حبـابي و بررسـي نتـايج      براي شـبيه  2اساندي
حباب و اثر جريان بر فروريزش و انتشار مـوج ضـربه    3فروريزش

  .]2[ اندها رواج قابل توجهي يافتهي حبابدر مخلوط حاو
قـرن  در نيمه دوم  حباب ابرروي ديناميك  تحقيقات نظري     

ه العـاد با وجـود اهميـت فـوق   . ه استشروع و دنبال شد گذشته
اعمال حباب با  ابرحاكم بر  هايهمعادلحباب،  ابرشناخت رفتار 

هـاي معـدودي   هايي توسط افراد و گـروه سازيها و سادهتقريب
 ابـر بقيـه دانشـمندان در زمينـه ديناميـك      تشريح شده اسـت. 

به يك يا چنـد گـروه از    ،معمولاً بسته به دقت مورد نياز ،حباب
هـا  حاكمي كه ايـن گـروه   هايهاند. تفاوت معادلهدادآنها ارجاع 

 هـاي يههـا از فرض ـ انـد زيـاد نيسـت. برخـي گـروه     تبيين نموده
امـا از طرفـي مشـاهده     ،انـد كننده كمتري استفاده نمـوده ساده
تـري  محـدود تعـداد   ،هادر ازاي كمتر نمودن تقريبكه شود مي

  اند.حباب را در نظر گرفته
حباب  ابر، مطالعات تحليلي بر روي ديناميك 1960 هدر ده     

. او از يك الگـوي پيوسـتاري بـراي    شدانجام  4گاردنتوسط وين
دار ســيال حبــاب (فروريختــه) 5هزيــدريفرو همطالعــه رفتــار لايــ

 هانـداز  در بررسي خـود،  نزديك يك ديوار تخت استفاده كرد. او
و از چگـالي گـاز در مقابـل     فرض كـرد ها را يكسان حباب ههم

حذف  هاهرا از معادل 6لزجتهمچنين  وي. نمودنظر  مايع صرف
                                                      
1- Cavitation 
2- Dns; Direct Numerical Simulation 
3 -Collapse 
4 -Wijngaarden 
5 -Collapsed 
6-Viscosity 

نظـر  دررا حاكم بر رفتـار گـاز داخـل حبـاب      7ماييگرد و همكر
 حباب، ابر) ديناميك 1992( 8چاهين و دوراآيسومي .]3[ گرفت

را مورد بررسي قرار دادند. آنهـا بـا    هاي از حبابمشامل شمار ك
دامنـه مـايع،   نامحدودي  -2 ناپذيري مايع،تراكم -1 :يهافرض

، در مخلـوط  9چشـي پيجريان غير -4، مايع لزجتي تأثيربي -3
 با شـماره  توزيع شدهحباب  Nتعداد  -6گرانش و ي تأثيربي -5

پرداختند. آنهـا   ابراند)، به حل داده ابر(تشكيل  Nتا  1در مايع 
  شــيوه  ،عــددياز معادلــه برنــولي اســتفاده كــرده و بــراي حــل 

  .]4[ كار گرفتندرا به 10بعدي -مرزي سه -عناصر
دي به بررسي ديناميـك  متعدو همكاران در مقالات  11برنن     
يـك  وانـگ و بـرنن   . در نهايـت  ]6و 5 ،1[ اندحباب پرداخته ابر

توده چندحبابي كه توسط يك مايع نامحدود خالص محاط شده 
را كروي همگن در نظـر   ابراست را مورد بررسي قرار دادند. آنها 

 هدامنــ -2، مــايع يناپــذيرتــراكم -1 يهــاو بــا فــرض گرفتنــد
جملـه لزجـت مـايع در مـرز     نظـر گـرفتن   در -3مايع، نامحدود 

ي تـأثير بـي  -5، در مخلـوط چشـي  پيجريـان غير  -4، هـا حباب
د نظـر  هاي م ـتقريب ،مخلوط حبابيناپذيري تراكم -6 و گرانش

 ـبـه   سـازي خود را براي ساده   ديناميـك  حـاكم بـر    هـاي همعادل
 ـرا  هاهسپس اين معادلدند و نمو اعمالحباب  ابر  هـاي تدر حال

 .]6 و 1[ مـورد بررسـي قـرار دادنـد    مختلف درصد گاز در مايع 
 (پيوست) هاي تحقيقاتي خودفعاليت بنديدر جمع 2011 برنن

 دقيــق هضــرورت محاســببــه هــاي آتــي از جملــه بــه پــژوهش
هـاي  چندفازي، دخالت پديـده  هبالا و پيچيد هاي سرعتجريان
   كــرده اشــاره تصــحيحات ديگــر و مكــاني و زمــاني مقياســيچند
صـورت  از وانـگ و بـرنن، تحقيقـات نظـري بـه     پـس   .]1[ است

حباب همگن گزارش نشده است. اكثر  ابربنيادي روي ديناميك 
 ـ  ايسـتا  حبـاب   ابـر نـوعي از رفتـار دينـاميكي    هتحقيقاتي كـه ب

اين بخش را بـه تحقيـق وانـگ و     ،اندنمودهاستفاده  )استاتيك(
  .اندبرنن ارجاع داده و از اين مرجع استفاده نموده

  انجام شده است: آوريدو نو ،در مقاله حاضر
 مخلوط حباب و مايع. پذيري درتراكملحاظ كردن  -1

روي ها آن تأثيرو تحقيق صوتي  فشار هاي مختلفترازاعمال  -2
 .براي درصدهاي متفاوت حباب حباب بررفتار ا

 
  حباب ابرحاكم بر  هايهمعادل -2

نظـر  مايع در ابر كرويطور متقارن داخل يك حباب به هيك تود
كـه تـا    ،در يـك محـيط مـايع همسـان     ابـر شود. اين گرفته مي

                                                      
7- Isothermal 
8- Chahine and Duraiswami 
9 - Non-Rotational 
10 - Three-Dimensional Boundary-Elements Method 
11- Brennen  
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بقاي جـرم در   همعادل 1شكل  .مستقر است ،نهايت ادامه داردبي
  زير است: صورتمختصات كروي به
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   كروي، تقارن با حباب و مايع مخلوط :)1( شكل

  .كرانبي مايع داخل
  

موجود در  حباب، مايع خالص هپذيري زياد تودخلاف تراكمبر    
 بـديل از ت .ناپذير درنظر گرفته شده استتراكمساكن و  ،مخلوط

نظـر شـده و هـيچ انتقـال      مايع و بخار به يكديگر صرف هايفاز
معادلـه   و  θ لحاظ نشده است. با فـرض تقـارن   نيز جرمي

  :باشدشرح زير ميبه) 2صورت معادله (بقاي جرم به
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21 ( )

2
r u

r tr

  
 

 
 

نشـان   Bنشـانه مـايع،    Lعنـوان نشـان مخلـوط،    به mبا تعيين 
 R، ابـر در  هـا حبـاب تعـداد   n ،هاحبابنشان تمامي  Bs ،حباب

جرم، تعاريف زير  M و حجم مخصوص vحجم،  Vشعاع حباب، 
  :نداشده تعيينبراي مخلوط و مايع و حباب 
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  :استاستخراج  قابل )4ابطه (ر ،از تعاريف فوق
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 ناپـذيري تراكمو فرض با فرض عدم ترابرد جرم و عدم تغيير فاز 
  ند:هست مترهاي زير ثابتاپارمايع، 

)5(  
γ ثابت  
LM ثابت  
LV .ثابت  

 رابطه مشـتق مـادي نسـبت بـه     ،با توجه به فرض تقارن كروي
  :شودزير تعريف مي هصورت رابطهب(لاگرانژي) زمان 

 D
u .rDt t r

 
 
 

و تعريـف فـوق بـراي مشـتق     ) 3و  2ابـط ( وبراي مخلـوط، از ر 
زيـر  نتيجـه   ،سـازي سـاده جايگـذاري و  همچنين با  و لاگرانژي

  :شوده ميگرفت
)6( ),

r
mru
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mru
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mρDt
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 21

  شعاعي مخلوط است. مؤلفهنشان  mrشاخص  ،كه در آن
 ه) و اسـتفاده از رابط ـ 6( ه) در رابط ـ4( هبا جايگذاري رابط ـ     

) بـراي بقـاي جـرم مخلـوط     7( ه، رابط)3( حجم و شعاع حباب
  .شودمينتيجه 

)7( 
2 21 (r u ) 12πηR DRmr  ,        r A(t)

2 3r Dtr 3 4πηR

  
   

حركت با توجه به تقـارن كـروي و بـا تقريـب      هبراي بقاي انداز
 مؤلفـه  ، تنهـا  بـر ا بودن لزجت و نيروهاي خارجي در دامنه صفر

  ماند:) باقي مي8صورت رابطه (هشعاعي ب
)8( 

Du 1 pr
Dt ρ r

 
  

  نسـبت بـه جـرم مـايع قابـل       هـا ، جـرم حبـاب  ابـر براي داخـل  
) بـه  4( هبـه ايـن تقريـب، رابط ـ    نظر كردن است. با توجه صرف

  :باشدشرح زير ميبه) 9( شكل رابطه
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  و وابسته به زمان است. ابرشعاع  A(t) ،كه در آن

رض تقـارن  ، با فابربيرون از  ه)، براي دامن2رابطه بقاي جرم ( از
  :دآيدست مي) به11( هابطر ناپذيري مايع،كروي و تراكم

)11( 
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u  ,            r A(t)r 2r
 

 
گيـري  انتگـرال ثابت وابسته به زمـان اسـت. بـا     C(t) ،كه در آن

رابطه جايگذاري سرعت از  نهايت پس ازتا بي A(t)از ) 8رابطه (
صـورت  حركت در بيرون از ابر بـه هبقاي انداز ه) در آن، رابط11(
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   نهايـت فشـار در بـي   pفشار در مـرز ابـر و   t(Ap(،كه در آن
پلسـه، بـا    -حاكم بر يك حباب، معادله ريلـي  همعادل .باشندمي

دررو بـراي  و فـرض بـي   حركت هاندازتوجه به روابط بقاي جرم، 
صـورت  فازي بهرد ترابداخل حباب و با فرض عدم ترابرد جرم و 

  :]6[ ) است13رابطه (
)13( 

L

R3 1 S R2 3k0RR R (p ( ) p 2 4μ )02 ρ R R R
    

 

در  فشار اوليه داخل حباب 0pشعاع اوليه حباب، 0R،كه در آن
 kفشار اعمالي بـه مـرز حبـاب از طـرف مـايع،       p، حالت تعادل

 ظرفيـت گرمـايي در   نسبت ظرفيت گرمايي در فشـار ثابـت بـه   
 .ندسـت همـايع   ضريب لزجت μو  كشش سطحي s دماي ثابت،

حبـاب همـان فشـار     هـر  در مسئله حاضر فشار اعمالي به مـرز 
فوق  هايهسازي معالبعدبيبراي حباب است.  هر مخلوط در مرز

  ) استفاده نمود:14از روابط ( توانميعددي،  سازيشبيهبراي 

)14( 

L

L

L

E

L

R r tU* * 3 * *R ,    η ηR ,    r ,    t0R R R0 0 0
p -pm 0Cp
1 2ρ U
2

p -pV0σ
1 2ρ U
2
ρ UR0Re
μ

2ρ U R0We
S

   









 

فشـار   0pسرعت مرجـع،  U، هاحبابشعاع اوليه  0Rكه در آن،
تـنش   s بـاب، حفشـار جزئـي بخـار داخـل      Vpتعادل اوليه ابر،

كه مجموع لزجت مايع و سازوكارهاي (ثر مؤلزجت  Eμسطحي،
 باشند.مي )اتلاف حباب شامل اتلاف صوتي، گرمايي و لزج است

ترتيـب  نيـز بـه   Weو  pC، ،Reبعـد هاي بيتهمچنين كمي
بـا   ، رينولـدز و وبـر هسـتند.   زايـي كـاواك اعـداد  ضريب فشـار،  

روابط  عمالبا ا همچنين و )10-13 ،7( هايهسازي معادلبعدبي
 ـ  *نمـاد   حذف) و 14( روابـط   صـورت بـه  ييهـا هاز آنهـا، معادل
  :انداعمال شده) 16و15(

  

)15(  

2 2(r u )1 12πηR DRmr ,        r A(t)
2 3r Dtr 3 4πηR


 

 
 

  CDu 1 p3mr 3 4πηR  ,       r A(t)
Dt 6 r


   


 

C(t)
u  ,              r A(t)r 2r

   

تغييرات شعاعي يك حباب كه داخل يك مـايع قـرار دارد و بـه    
لسـه  پ -بـا معادلـه ريلـي    شودميآن فشار صوتي متقارن اعمال 

) 16پلسه ( -. وانگ و برنن از معادله ريليباشندميتوصيف قابل 
  .]6[ انددهكرفاده تاس است، شده بعدبي مذكوريند آفر طبقكه 

)16(  
2D R 3 DR S 4 1 DR2 3kR ( ) (1 R )
2 2 Dt 2 Re R DtDt

2 11 3k(R R ) C 0PWe 2

   

    
 

، ) بـراي مقايسـه  16(پلسـه   -ريلـي در مطالعه حاضر از معادلـه  
درستي حل عددي اسـتفاده شـده    در بررسي و تحقيق سنجش

 ي مايع در مـرز حبـاب منظـور شـده    پذيرتراكم همچنين .است
د شـو بيـان مـي   »فلـين  -پلسـه   -ريلي« همعادلاست كه توسط 

 در جملات اتلافي صورتبه پذيريتراكمتقريب ). اين 17 رابطه(
نسبت بـه سـرعت    ي حبابسرعت شعاع صورت) و به17رابطه (

  .]7[ است گنجانده شده صدا در مايع

)17( 

L L

L

L

DR DR
2D R 3 DR 2Dt Dt(1 )R (1 )( )
2c 2 3c DtDt

DR
S 4 1 DR3kDt(1 )( (1 R )

c 2 Re R Dt

2 11 3k(R R ) C )PWe 2
DR 1 DR

D( )3kS D(R ) 4Dt R Dt(1 )(
c 2 Dt Re Dt

1 3k2 D(R R )
) 0

We Dt

   

   

   


  

 


 

 و باشـد مـي  سـرعت صـدا در آب   بعـد بيكميت  Lc،كه در آن
  شده است. بعدبي، Uسرعت جريان نسبت به

  
  شرايط مرزي و اوليه -3

معادلـه پيوسـتگي و   بـه كروي با توجـه  همگن براي بيرون از ابر 
  :شودمينتيجه  ناپذيريتراكمفرض 

)18(     ,tAr   ,  
r

tC
ru

)ru(r
rr







2

02
2
1

 

زمـان   يك ثابت نسبت بـه شـعاع و وابسـته بـه     C(t) ،كه در آن
 هانـداز بقاي  همعادل) در 18، با جايگذاري رابطه (از طرفي است.

  :شودمي) نتيجه 19)، رابطه (8رابطه ( حركت

)19(           
2dC t C t2

C r,t C t ,       r A tp p 4r dt r
    

،كه در آن tpC


نهايـت  ، ضريب فشار اعمال شده به مايع از بي
باشـد. رابطـه   صوتي اعمال شده بـه مـايع) مـي   (ميدان  tCp
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 هرابط ـ صـورت به وانگ و برنن نتايج با جهت همانندي و مقايسه
  ) اعمال شده است:20(

)20(    G GPMin
p

G

1
 C [1 cos(2πt/t )];   0 t t

C t 2
0                                   ;   t t








  



 

ــه ( ــر 19و  18معادل ــراي روي اب ــه ،) ب ــورتب ــه ( ص   ) 21رابط
  :باشندمي

)21(  

      

      
    

  

p

2C t A t  u A t  , t ,

2d A t  u A t , t2
C A t , t C tp A t dt

2                    u A t  , t



 
  



    

  :بيان نمودزير را  هرابطتوان مي ،دليل تقارنر نيز بهدر مركز اب

)22(   0, 0 . tu   

 ،اول هدر لحظ ـكـه   شده پنداشتههمگن  ابرفرض كاربستن هببا 
بـوده و   0Rهـا قبل از اعمال امواج صوتي، شـعاع تمـامي حبـاب   

هـاي  روي كـره  هـا حبـاب ونه حركت شعاعي ندارند و اين گهيچ
). بـا  1(شـكل   اندشدهطور متقارن چيده هكروي ب ابرمركز با هم

عنوان شرايط اوليه لحـاظ  ) به23ابط (و، رهاتوجه به اين فرضيه
  د:نوشيم

)23(     DR
R r, 0 1 ;     r, 0 0   

Dt
 u(r, 0) 0 ;   C (r, 0) 0 p

 

 
 

  
  حل عددي هشيو -4

با توجه به اينكه هـدف  ) 16و  15( هايهبراي حل عددي معادل
شناخت رفتار هر حبـاب در موقعيـت شـعاعيش در ابـر كـروي      

مختصاتي كـه بـا ذره   دستگاه  - از مختصات لاگرانژي ،باشدمي
  استفاده شده است. ،كندحركت مي

ــريانتگــرالدر       ــه  گي ــژيموســوم ب ــ ،لاگران ــايهاز معادل  ه
)t,r  ( در مختصـات لاگرانـژي   حركت هاندازپايستاري جرم و  0 ،

شـعاعي اوليـه از    هفاصـل بيـانگر   0r نماد .دوشمي گيريانتگرال
. ساير متغيرها بـا پـانويس صـفر    است آغازين همركز ابر در لحظ

. بـراي تبـديل از   دنباش ـمـي اول  همعناي مقادير در لحظ ـبهنيز 
صـورت  بايد از ژاكوبي تبـديل بـه   ،اويلريمختصات لاگرانژي به 

  :]8[ زير (در حالت كروي) بهره برد

)24(  
2(r , t) 10 ,      J .  
2(r )0 00

r r

J rr





 


 

 هگيري از نتيج ـ) و انتگرال24( ه) در معادل4( هبا قراردادن رابط
مخلـوط در مختصـات لاگرانـژي     هآن، تعيين موقعيـت يـك ذر  

  :استشرح زير كه به شودممكن مي

)25(  
1
33 2 30( ,  t) 3 4 ( ,  t) ,0 03 4

r
r r R d   


      

 

بــراي  rجــاي متغيــر يــك متغيــر كمكــي بــه  ،كــه در آن
 هباشــد. اكنــون، بــا اســتفاده از شــرط اوليــگيــري مــيانتگــرال

( ,  t ) 00r r  گيري قابـل محاسـبه   در مركز حباب، ثابت انتگرال
  آيد:دست ميباشد. سرعت مخلوط نيز از رابطه زير بهمي

)26(  

( ,  t)0( ,  t)0

( ,  t)12 200  ( ,   t)  .02(3 4 ) ( ,  t)0

r r
u r

t
R rr

R d
tr r

  



 







 

بـر (دسـته   بر روي سـطح ا  حركت و شرايط مرزي هانداز همعادل
حسب مختصـات لاگرانـژي چنـين نوشـته     )) بر15( هايهمعادل
  شوند:مي

)27(  
 C (r ,  t) ( ,  t) ( ,  t)6p 0 0 0 ,

3r 3 4  ( ,  t)0 00

u r r r

t rR r

  


  

)28(  
2

2

2
( ,  t) ( ) ( ,  t) u( ,  t) -0 0 0( ,  t)0

                   u ( ,  t). 0

p
d

C A C t r A Ap r A dt

A


      

) 27گيري از رابطه () و انتگرال27) در (26با جايگذاري رابطه (
)، 28( بـر رابطـه  اده از مقدار ضريب فشار در مـرز ا و نيز با استف

  :شودبر حاصل مي) براي ضريب فشار داخل ا29( هرابط

)29(  
       

 

 
     

0

0 4

2

, ;  2 ,  , 6
, 0 3 4 , 

2 ,  02               ,   0,  0

A

r

p

p

p

g t C r t u t
C r t

r t

g A t
d u A t C t

r A t

  
 

 















  


 

تابع




 pC  ;t ,g شود:تعريف مي زيرفوق به شرح  هدر معادل  

  توصيف الگوريتم استفاده شده توسط وانگ ذكر است كه لازم به
 ـ 6و  1و برنن [ ) 29و  26 ،25( هـاي ه] براي حل عـددي معادل

  درج شده است:

)30(  

 ,  ;   

12 2 1 3 ( ,   t) 103 4

4 ( ,   t)
 
Re t

1 3       ( ,   t) ( ,   t) 1
2

2( ,   t)1
 ( ,   t)
2 t

( ,   t)  .

g t C p

kR
We

R

kR R

R
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C dp
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ــژي  -1 ــاط لاگران ــك از نق ــر ي ــ0rدر ه ــادير كمي ــايت، مق ه
( ,   t t)0R r    و( ,   t t) /0R r t   ــا اســتفاده از رســم  1ب

بر پايـه مقـادير   )» 4كوتا -(رونگ 2رژه زماني صريح«محاسباتي 
 شوند.معلوم گام زماني قبلي محاسبه مي

t  t,r(R(هبا مقادير محاسبه شـد  -2 0  وt/)t  t,r(R  0 
هـاي ت)، كمي ـ26و  25( هـاي هقبل و با كمك معادل هدر مرحل

)  t,r(r t,r(u  (و 0  آيند.مي دستبه 0

و همچنـين بـا    2و  1دست آمده از مراحل هكمك نتايج ببه -3
 ـ  انجام انتگرال مقـادير مربـوط بـه     ،)29( هگيـري بـر روي معادل

)  t,r(pC شـوند. پـس از   با استفاده از شيوه تكرار حاصـل مـي   0
 ـ  )، 16پلسـه (  -ريلـي  همحاسبه ضريب فشار با اسـتفاده از معادل

مقادير مشتق دوم شعاع حباب در نقاط مختلف لاگرانژي نتيجه 
 شوند.مي

 .3الي  1تكرار مراحل  -4

مجبور بـه اعمـال   گرايي فرآيند تكرار وانگ و برنن براي هم     
در طـي   زمـاني  گـام . شرط ]9[ نداهشد 3واهلش -شرايط تحت

كه بيشينه  ايگونهبه ،دوشميصورت خودكار تنظيم به محاسبه
درصـد   5زمان متوالي از هر حباب در  تغيير شعاع حباب در ابر

نظـر  در 100نقاط لاگرانـژي را  شود. اين گروه تعداد ميبيشتر ن
نتـايج را   دومرتبـه  ،گـره  400و  200تعداد با سپس اند و گرفته
 اند.كرده بررسي

 وانـگ و بـرنن   هالگوريتم ارائه شـد  زبا استفاده ا ]10[سيار      
   نمودارهـاي ارائـه شـده توسـط وانـگ و بـرنن       موفق نشـد  ]6[
ــارهرا  ]6و  1[ ــ دوب ــه  دســت آوردهب ــار مرحل . ســيار طــي چه

نمودارهـاي ارائـه   هر يك از توانست بخشي از فقط سازي بهينه
منجـر بـه    حـل او  .نمايـد شده توسط وانگ و برنن را بازتوليـد  

در بخـش  هاي موجود در برخي نقاط لاگرانژي ناپايداري حباب
دليل اصلي ايـن ناپايـداري، تغييـرات    شد. ميريزش وفر آغازين
ايـن   4ست. گيرانـدازي ا هادر برخي زمان هاحبابي عضشديد ب

 بـراي  هـاي عـددي مناسـب   حـل تغييرات شـديد، نيازمنـد راه  
  .باشدمي» 5تفس« هايهمعادل
 هارائه شـد متفاوت از الگوريتم  يدر اين تحقيق با الگوريتم     

رفتـار   توصـيف آنان براي  هايهدستگاه معادل ]6[ وانگ و برنن
 هدوبـار جرا اين الگوريتم منجر بـه حصـول   ا حباب حل شد. ابر

 .شـد  ]6و  1[ برننوانگ و نمودارهاي ارائه شده توسط نتايج و 
  :شرح زير استذكر شده بهالگوريتم شرح 

                                                      
1  - Scheme 
2  - Explicit Time Marching 
3  - under-Relaxation 
4  - Capture 
5  - Stiff 

 مقــادير ســه كميــت، 0r يــك از نقــاط لاگرانــژي در هــر -1
( ,   t t)0R r  ، ( ,   t t) /0R r t    2و 2( ,   t) /0R r t  

 همچنـين  و )»16، معادلـه ( پلسه -ريلي« هاز معادلبا استفاده 
 )»17فلــين ( -پلســه -ريلــي«معادلــه از صــورت جداگانــه هبــ

رسـم رژه زمـاني صـريح     هوسيلهب شوند. محاسباتمحاسبه مي
زمـاني   گامكه داراي  ]11[ »كارپ - كش 5و  4كوتا -رونگ«

  بـر پايـه مقـادير معلـوم گـام زمـاني قبلـي         باشـد مـي خودكار 
 شوند.انجام مي(از جمله ضريب فشار) 

زمـاني   گـام عنـوان  ، بـه 1زمـاني مرحلـه    گامترين كوچك -2
بـراي همـه نقـاط لاگرانـژي تكـرار       1انتخاب شـده و مرحلـه   

 .دشومي

)مقادير هبا محاسب -3 ,   t t)0R r    وt/)t  t,r(R   در 0
t,r(r  (مقادير) 26و  25( هايهقبل و با كمك معادل همرحل و  0

)  t,r(u  آيند.دست ميبه 0

بـا انجـام   و  2و  1دست آمـده از مراحـل   هكمك نتايج ببه -4
ــرال  ــانتگ ــر روي معادل ــري ب ــه  29( هگي ــوط ب ــادير مرب )، مق

)  t,r(pC  محاســبهبــا اســتفاده از شــيوه مــاتريس معكــوس  0
 ند.شومي

 .4الي  1تكرار مراحل  -5

 
  نتايج حل عددي -5

شـده   كد نوشتهو صحت  درستي تأييدبررسي  در ،اول هلوهدر 
بخـش  در  ي كـه با الگـوريتم حباب همگن  ابربراي حل عددي 

 ـ از  ،به آن اشـاره شـد   قبل   وانـگ و بـرنن    هـاي هدسـتگاه معادل
و مقــادير  )21شــرايط مــرزي ( ،)23شــرايط اوليــه ()، 16و15(

  :ه استفاده شدت) اس31پارامترها (

)31( 

310 / ,  100 ,  1,000  kg/m , 0
20 001   / ,  0 035 / , 100, / /

1,000,  0 4/

L

E

G

U m s R m

N s m S N m A

t

 




  

  

 

 
ــايع   ــل م ــاز داخ ــد گ ــار،  درص ــت متري اپ ــش اس ــه نق  ك

   دارد. رابطه اين پـارامتر بـا    هاحباباي در رفتار كنندهتعيين
) است:23( رابطه صورتبه

 
  

)32(  4 3 / (1 )
3

R      

) بـا درصـد گـاز    16و15حبـاب (  ابـر نتيجه حـل عـددي بـراي    
050/ نشـان داده شـده    2، در سه نقطه لاگرانژي در شكل

 است.
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حباب و  وانگ و برنن براي ابر هنتايج حل عددي مندرج در مقال
] در 6و  1پس از استخراج رقومي از مرجع [ نيز 2شرايط شكل 

  اند. نشان داده شده 3شكل 
  

  
 نقطه لاگرانژي 3ها در نمودار رفتار شعاعي حباب :)2( شكل

pC/70] و 6و  1مراجع [ هايهبراي معادل 9/0و  8/0، 6/0  
  ) هستند.31مقادير رابطه ( ثابت پارامترهاي مقادير ./050و
  

  
از نتايج وانگ و  هرقومي استخراج شد نمودار نسخه ):3( شكل
نقطه لاگرانژي براي  3ها در رفتار شعاعي حباب ].6و  1[برنن 

70/pC   050و/ مقادير پارامترهاي  است.نشان داده
  ) هستند.31ثابت مقادير رابطه (

  
ــكل       ــكل     4ش ــده در ش ــه ش ــايج ارائ ــه نت ــا  2مقايس را ب

اسـت. از ايـن شـكل     به تصوير كشـيده  3متناظرشان در شكل 
خواني خوبي بين نتـايج وانـگ و   د كه تطابق و همشونتيجه مي

ايـن   عـددي  ه] با شـيو 6[ هايه] و نتايج حل معادل6و  1برنن [
  تحقيق وجود دارد.

  

  
نتايج كد تدويني با الگوريتم تحقيق حاضر : )4( شكل

خطوط ] (6و  1در قياس با نتايج كد وانگ [ خطوط نازك)(
نقطه لاگرانژي براي  3ها در از رفتار شعاعي حبابضخيم) 

70/pC   050و/ پارامترهاي ثابت مقادير  .اندرائه شدها
  ) هستند.31مقادير رابطه (

  

  باشند:ميشرح زير به 4شكل  در مشهود هاياختلاف دلايل     
كوتـا  -رونـگ «موسوم به تر دقيقمحاسباتي رسم استفاده از  -1

زمـاني   گـام بـا  كوتـا  -هاي رونگشيوه همجموعاز  »كارپ-كش
 زماني ثابت. گامبا  »4كوتا -رونگ«رسم جاي هب ،خودكار

2ملهمحاسبه ج هتفاوت در نحو -2 2( ,   t) /0R r t   طور هبكه
) همحاسـب همزمان بـا   ,   t t)0R r    و( ,   t t) /0R r t    و
انجـام   »كارپ - كوتا كش-نگور« رسم محاسباتي با استفاده از
در الگـوريتم خـود، ابتـدا     وانـگ و بـرنن   كهدر حالي .شده است

( ,   t t)0R r    و( ,   t t) /0R r t    را بـــــا اســـــتفاده از
2 2( ,   t) /0R r t   اند) محاسبه نموده16(پلسه  -ريليو رابطه 

2و سپس 2( , )0R r t t t    را با استفاده از( ,   t t)0R r   
)و  ,   t t) /0R r t   ) كه دقـت  اند) محاسبه كرده16و رابطه

 كمتري از نظر حل عددي به رويكرد اين مطالعه دارد.

(بـا اسـتفاده از شـيوه    تـر  دقيق ضرايب فشاردر اين مطالعه  -3
 در صورتي .اندشدهمحاسبه طور مستقيم) هماتريس معكوس و ب

 ـ  شـيوه  ازضريب فشـار را  ] 6[ وانگ و برنن كه، دسـت  هتكـرار ب
 عنـوان اند و دقت مورد نظر را حد رسـيدن بـه همگرايـي    آورده
پلسـه   -از معادلـه ريلـي   ،فوق هايهدلادر حل معالبته  اند.كرده

  ) استفاده شده است.16رابطه (
پذيري در شرايط تركيبي اثرات خاصيت تراكمم، دو هلدر وه     

درصد حبـاب در   زانگوناگون ترازهاي شدت ميدان صوتي و مي
ناپذيري مورد حباب در قياس با حالات تراكم مخلوط همگن ابر

از حـالات بـا ارائـه    نتايج و تحليل هر كدام  .بررسي قرار گرفتند
  ارائه شده است. ربطنمودار ذي
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ي پـذير تراكماتلاف ناشي از  دنكرلحاظ  تأثيربراي مطالعه      
فلين  -پلسه -ريلي همعادلحل عددي با  نتايج ،حباب مرز در مايع

   .نداهه شدنشان داد 6 و 5 هايدر شكل
  

  
نقطه لاگرانژي  5ها در نمودار رفتار شعاعي حباب :)5( شكل
pC/70براي    050و/ فلين  -پلسه -طبق معادله ريلي
  هستند. )31( رابطه مقادير پارامترها، مقادير باشد.مي )17 (رابطه

  
  

  
نقطه  6ها را در نمودار فوق رفتار شعاعي حباب: )6( شكل
pC/70براي لاگرانژي  0010و/فلين  -پلسه -ريلي معادله با

  كند. مقادير پارامترها، مقادير ) ارائه مي17(رابطه 
  .باشندمي) 31رابطه (

  
شـروع فرآينـد انقبـاض جلـو     مـان  ز ،با افزايش درصـد گـاز       
شود، طور مطلق چندين برابر ميهانقباض ب هفتد و مدت دورامي

. بيشـينه دامنـه   وجود نـدارد كه امكان وقوع فروريزش  طوريهب
هـا چنـدين مرتبـه كـاهش     ترتيـب لايـه  طور مطلق بـه هحباب ب

هـاي زيـرين   يابد (اين روند در درصد پـايين حبـاب در لايـه   مي
دهـد در  نشـان مـي   5و  2 هـاي مقايسه شـكل  شود).مختل مي

 قـوي شرايطي كه براي حل عددي در نظر گرفته شده، از رفتار 
شدت كاسته شـده و آنهـا رفتـار همـوارتري از خـود      به هاحباب

شدت بهحباب  هدامن رشد مطلق بيشينهاند. همچنين نشان داده

رونـد كاهشـي متنـاظر بـا      و مقـادير بيشـينه   است تهتقليل ياف
عـدم   .يابندكاهش فاصله حباب از مركز ابر (نقاط لاگرانژي) مي

  است. حرزمتقريباً  شفروپكداد رخ
) با نتـايج شـرايط   6نتايج تحقيق حاضر (شكل  8در شكل      

، 001/0)، بـراي درصـد گـاز    7مشابه از وانـگ و بـرنن (شـكل    
   هـم نزديـك  شـود كـه نتـايج بـه    اند. مشـاهده مـي  مقايسه شده

پذيري مخلوط در شـرايط  كردن تراكمرمنظو ،بنابراينند. باشمي
از  چنـداني در رفتـار ابـر حبـاب نـدارد.      تـأثير ميزان پايين گاز 

شـود كـه بـا كـاهش     نتيجه مي 2و  5با شكل  8مقايسه شكل 
  يابد.پذيري تقليل مياثر تراكم ،درصد گاز داخل مخلوط

  

  
 6ها در فوق نشانگر رفتار شعاعي حباب نمودار ):7(شكل 

pC/70نقطه لاگرانژي براي    0010و/  با معادله  
  . مقادير پارامترها، مقادير است) 16پلسه ( - ريلي

  .باشندمي) 31رابطه (
  
  

  
  خطوط نازك؛ مقايسه نتايج تحقيق حاضر (: )8( شكل
خطوط ] (6و  1با نتايج [ )6فلين؛ شكل  -پلسه  - ريلي

نقطه لاگرانژي براي  6) در 7ضخيم؛ وانگ و برنن؛ شكل 
70/pC   0010و/ .مقادير پارامترهاي ثابت  است  

  .باشندمي) 31مقادير رابطه (
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تغييرات فشار كششي بر رفتار ابر حباب،  تأثيربراي مطالعه      
   انـد شـده فشـار بررسـي   متفاوت  ترازهاي براي )17( هايهمعادل

  ).5/5و  5/1 7/0 بعدبيشينه فشار بيتراز (از جمله 
دهد در مخلوط ابر حباب نشان مي 5و  9هاي مقايسه شكل     
سـان حبـاب در   پذيري و درصـد يك تن اثرات تراكمنظر گرفبا در

كيــدن رخ ار صــوتي اعمــالي، فروريــزش و فروپتــراز بــالاتر فشــ
انقبـاض   هو طـول بره ـ شـده  دهد. مدت زمان خيـز بيشـتر   مي

د. اثر تراز بـالاتر  شوشدت كم ميبه نيزيدن) (فروريزش و فروپك
هــاي درونــي كــاملاً مشــهود اســت. اثــر فشــار صــوتي بــر لايــه

هـاي  هـاي لايـه  پذيري سبب ذخيره شدن انرژي در حبابتراكم
اي درونـي  ه ـرشد سـريع لايـه   هشود كه منجر به ادامدروني مي

در ايـن حالـت    شـود. پس از فروريزش لايه بيرونـي مجـاور مـي   
ترتيب كـاهش فاصـله لايـه از مركـز ابـر رخ      ها بهفروريزش لايه

  شود.ها هم ديده ميدهد، اين ترتيب در فروپكيدن حبابمي
  

  
نقطه  5ها در رفتار شعاعي حبابفوق نمودار  :)9( شكل

 5/1ضريب فشار اعمالي  هو دامن /050لاگرانژي براي 
) نشان 17فلين (رابطه  -پلسه -كششي با معادله ريلي

  ) هستند.31دهد. مقادير پارامترها، مقادير رابطه (مي
  

شود كـه بـا افـزايش    نتيجه مي 10و  9هاي از مقايسه شكل     
 همطلق رشد دامن هحدود چهار برابر) بيشيندرتراز فشار صوتي (

زمـان   و يابـد ي) ميها در ابر حباب افزايش (چندين برابرحباب
افتـد. از مـدت زمـان آغـاز     تعويـق مـي  شدت بـه آغاز انقباض به

ترتيب كاهش فاصله از مركز ابر ، بههاي بيرونيانقباض براي لايه
د. شوهاي دروني اين مطلب معكوس ميو براي لايه شدهكاسته 

هاي دروني اختلال روي در لايهدر ترتيب شروع فرآيند انقباض 
ــي ــي  م ــزايش م ــي اف ــاض خيل ــان انقب ــد و طــول زم ــد.ده  ياب
ويـژه  پذيري سبب رشد چندين برابري شعاع ابر حباب (بهتراكم

 هـا) بـه انقبـاض   هـا (فروپكيـدن  فروريزش شود.لايه آخرين) مي

هـا  لايـه  ترتيب شروع فرآيند انقباض در كل شوند. درتبديل مي
  دهد.اختلال روي مي

  
  

  
نقطه  6ها در رفتارهاي شعاعي حبابفوق  نمودار :)10( شكل

، با 5/5و بيشنه فشار كششي اعمالي  /050لاگرانژي براي 
. مقادير پارامترها، است) 17فلين (رابطه  -پلسه  -معادله ريلي

  .باشندمي) 31مقادير رابطه (
  

شـود كـه بـا    نتيجـه مـي    10و  9، 5هـاي  از مقايسه شـكل      
خير در زمان آغاز انقباض (فروريزش در أافزايش فشار كششي، ت

  پذيري).تراكم تأثيرآيد () پديد مي9شكل 
  

، نتايج اعمال تراز بالاي فشـار صـوتي   11و  10هاي در شكل     
انـد. از  ناپـذير نشـان داده شـده   پذير و تـراكم در دو حالت تراكم

پذيري شود كه تراكممشاهده مي 12مقايسه اين نتايج در شكل 
هـا، شـدت و زمـان وقـوع     رشـد حبـاب   هعميقي بر بيشين تأثير

انقباض دارد. براي نقاط منتخب شكل هيچ فروريزشـي مشـهود   
  ت.نيس
 حـدود در تـراز فشـار صـوتي (    با افـزايش  12و  11شكل در      

هـا در ابـر حبـاب    حبـاب  همطلق رشد دامن هبرابر) بيشين هشت
 ـ .يابـد افزايش (چندين برابري) مـي  برلـي نقطـه    ،طـور مثـال  هب

 5 ها در حدودحباب هشعاع ابر، بيشينه رشد دامن 9/0لاگرانژي 
افتد. از مدت تعويق ميشدت بهبهزمان آغاز انقباض  وبرابر شده 

ترتيب كاهش فاصـله  به ،هاي بيرونيزمان آغاز انقباض براي لايه
هاي درونـي ايـن مطلـب    شود و براي لايهاز مركز ابر كاسته مي

هـا  د. در ترتيب شـروع فرآينـد انقبـاض در لايـه    شومعكوس مي
دهـد و طـول زمـان انقبـاض خيلـي افـزايش       اختلال روي مـي 

  يابد.مي
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نقطه  5ها در فوق، رفتارهاي شعاعي حباب نمودار: )31(شكل 

، با 5/5و بيشنه فشار كششي اعمالي  /050لاگرانژي براي 
. است) 16پلسه مورد استفاده وانگ و برنن (رابطه  -معادله ريلي

  .باشندمي) 31( مقادير پارامترها، مقادير رابطه 
  

  
با در  5/5مقايسه نتايج بيشنه فشار كششي اعمالي : )12( شكل

 - پلسه  -ريليخطوط نازك؛ پذيري مخلوط (نظر گرفتن تراكم
خطوط ناپذيري مخلوط (با نتايج تراكم ))17(فلين، رابطه 

لاگرانژي براي نقطه 5) در 16رابطه  -وانگ و برنن ضخيم؛ 
050/. ) هستند.31مقادير پارامترهاي ثابت مقادير رابطه (  

  
  گيرينتيجه -6

 و و در بررسـي  نـد اپيچيدهبسيار حباب  ابرحاكم بر  هايهمعادل
 ـگيرزيادي صورت مي يهاسازيتحليل آن ساده و تجزيه د. در ن

در مـرز حبـاب   ي پـذير تـراكم اثرات گرفتن اين تحقيق در نظر 
 ـ  اسـت  شده يرتباعث پيچيدگي بيش  هـاي ه. حـل عـددي معادل

ي مايعـات در مـرز   پـذير تـراكم  كـردن  استخراج شده بـا لحـاظ  
شدت ميـدان صـوتي اعمـال     يزانو همچنين افزايش م هاحباب

بـراي مقـادير متفـاوت    به مخلـوط)   يش فشار كشششده (افزاي
  كه: ه استنشان داددرصد 

است. گذار تأثير هاحبابشدت بر رفتار درصد گاز در مايع به -1
 هموارتر شده هاحبابرشد رفتار  ،هر چه درصد گاز بيشتر باشد

 .شودميكاسته  هاحبابهاي شديد شعاعي از رفتار و

در  هاحبابرشد  هتر شدن بيشينگاز باعث كمتر بيشدرصد  -2
 .شودمي هاحبابمرحله رشد 

هـا و  افزايش فشار كششي، باعث افزايش بيشينه رشد حباب -3
 شود.افتادن فروريزش آنها ميتعويق به

هـاي فروريـزش تغييـر    و زمـان  شـده  تـر كـم  هاحبابرشد  -4
نسـبت بـه    هـا حبـاب رفتار نسبي  در برخي حالات اما ،ندنكمي
 خورد.هم ميهب )ريزش(ترتيب رشد و فرو يگريكد

شدت ميدان صوتي و هـم بـه درصـد    به هم خير فروريزشأت -5
تـا  حبـاب   ابـر رفتـار   انقيـاد با اين دو پـارامتر   گاز وابسته است.
زماني امكان مهار و انقياد  عنوان مثالبه .شودميحدودي ميسر 

 .شودميفراهم متقارن  ابرخاصي از  هي لايهاحبابفروريزش 

ــراكم  ــدن خاصــيت ت ــار و پايي ــه، مه ــذيري محــيط در تجرب   پ
جهت  بنابراينتنهايي كاري بسيار دشوار است. آب) به -(مايع 

 ،تر شرايط مطلوب بـراي انقيـاد رفتـار ابـر حبـاب     ايجاد راحت
گيري از تراز شدت ميدان صوتي و ميزان درصد حباب در بهره

  مخلوط ضروري است.
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  پيوست

  كريستوفر ارل برنن نگاشت زي
موسسه فناوري ساله، استاد تمام  72دكتر كريستوفر ارل برنن، 

كه از سال  1موسوم به كلتك) اينستيتوت آو تكنالوژي(كاليفرنيا 
تخصـص  . انـد  در اين موسسه مشـغول بـه تـدريس    1969سال 

خصوص ديناميك حباب است  به ،علوم گرمايي و سيالاتايشان 
 ـ     ت و در ديناميك چنـدحبابي صـاحب سـبك، مكتـب و مرجعي

ده و كـر شـماري را تـاليف    ايشان در اين زمينه آثار بي. باشد مي
  ).نفر 30بيش از ( اند ي متعددي را تربيت نمودهاشاگردان دكتر

                                                      
1  - Caltech 

ايـي   شـمار قابـل ملاحظـه    ،خـود تـدريس  ايشان طي دوره      
     علمـي متعـدد  و داراي افتخـارات   انـد  ب دانشگاهي داشتهصمنا

انجمــن مهندســين مكانيــك آمريكــا و انجمــن  2لــواز جملــه ف
  .دنباش مهندسين مكانيك ژاپن مي

كاواكيـدن و   ديناميك" ؛دكتر برنن صاحب سه عنوان كتاب     
هــاي  جريــانمبــاني "و  "هــا هيــدروديناميك تلمبــه"، "حبــاب

بـه چنـدين زبـان؛    زير نظـر خودشـان   كه  باشد مي ،"چندفازي
ايشان دو كتـاب را نيـز   . اند فارسي، چيني و ژاپني، ترجمه شده

، "هـا  هاي چندفازي در توربوماشين جريان"اند؛  ويراستاري كرده
المللــي در زمينــه  چهــارمين ســمپوزيوم بــين 3پروســيدينگ"و 

  ."كاواكيدن
 نيـز  مقاله در نشريات معتبر علمي و 250 مؤلف دكتر برنن     
  . هست ها كنفرانس ارائه شده در همقال 135

حبابي  عددي ديناميك ابر سازي ايشان سبك خاصي براي شبيه
ابـر حبـابي ايسـتا     ديناميـك  در زمينـه عنوان مرجـع   دارند و به
  .باشند مطرح مي

                                                      
2- Fellow 
3- Proceedings 
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