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  چکیده

مورد  ترک عرضي و تحت تأثير بار حرارتيداراي  گيردار ساخته شده از مواد مدرج تابعي، کنترل ارتعاشات عرضي تير يک سردر اين مقاله

هاي فراوان ناشي از تعميرات و قطع روند توليد  و تحميل هزينه قطعات مکانيکيارتعاشات، به شکست از آنجا که . است بررسي قرار گرفته

منظور  در اين راستا، از صفحات پيزوالکتريک به. ها در صنايع مهندسي از اهميت خاصي برخوردار است شود، کنترل ارتعاش سازهمنجر مي

يابي به اين هدف، از روش  براي دست. چنين اعمال نيروهاي کنترلي بهره برده شده است ير و همگيري ميزان ارتعاشات عرضي ت اندازه

هاي ديفرانسيل زماني  تصويرسازي گالرکين براي استخراج معادلهبر اين اساس، و  استفاده شدهمدهاي ارتعاشي  ريتز براي تشخيص-ريلي

سپس با بيان اين معادلات به فرم فضاي حالت، روش بازخورد خروجي مبتني . استي رفتار سيستم مورد استفاده قرار گرفته  کننده تشريح

هاي الکتريکي و  همچنين با توجه به اينکه تشخيص دقيق مشخصه. کار گرفته شده است گر حالت براي کنترل اين سيستم به بر رؤيت

در . پيشنهاد شده استگر حالت  کننده و رؤيت ي کنترلها طراحي بهره اي است، روشي مقاوم براي مکانيکي سيستم ارتعاشي کار پيچيده

در . صورت نُرم محدود، از روش لياپانوف براي پايدارسازي بهره برده شده است هاي پارامتري بهکار، با در نظر گرفتن عدم قطعيت اين راه

 .کارايي روش پيشنهادي نشان داده شده است سازي،چند شبيهپايان، با انجام 
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Abstract 
In this paper, vibration control of a cracked, functoinally graded, uncertain beam allocated in a thermal 
environment has been investigated. For this purpose, piezoelectric patches are used as sensors to measure 
the displacement of the beam and also as actuators to apply control forces. In this way, firstly, partial 
differential equation governing the dynamics of the system is derived by considering the Euler-Bernoulli 
assumption using Lagrange method. Approximate solution of eigenvalue equation is achieved using 
Rayleigh–Ritz method. After that, time dependent ordinary differential equations is obtained using Galerkin 
projection scheme and then represented in the state-space form. Based on this model, a robust observer-
based output feedback controller is designed for this continuous-time model. In this regard, controller and 
observer gains are designed by a Lyapunov-based method. This procedure is done by solving a set on linear 
matrix inequalities. Simulation studies show the effectiveness of the proposed method. 
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 مقدمه -1

پذيري بالا و سادگي طراحي، دليل وزن کم، انعطافپذير بههاي انعطاف سازه

اي را در علوم فضايي، توليد کاربرد زيادي در مهندسي دارد و سهم گسترده

قطارها، انرژي و خودروسازي به خود اختصاص داده است؛ براي نمونه در 

هاي توربين،  ها، پرهپذير رباتها، بازوهاي انعطافها، توربينهواپيماها، موشک

در کنار اين . شودهاي هوايي از آنها استفاده ميماشين آلات دوار و سازه

ها سبب ارتعاش طولاني هاي خوب، ميرايي کم اين سازهها و ويژگي برتري

هاي ديناميکي و سر و ايش تنشي مکانيکي و درنتيجه افزمدت در مجموعه

ديدگي دستگاه موردنظر و شود؛ پس ناپايداري و آسيبصداي مجموعه مي

بر اين اساس، بررسي . شودهمچنين آلودگي وحشتناک صوتي از آن ناشي مي

ها از اهميت خاصي برخوردار است و پژوهشگران زيادي بر ارتعاشات اين سازه

به دليل خستگي و وجود بار نوساني، همچنين، . اندروي آن متمرکز شده
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شود، که اين مسأله سبب کاهش  هاي مختلف ايجاد ميهايي در سازه ترک

ي  هاي طبيعي و کاهش عمر مجموعهسفتي و درنتيجه کاهش فرکانس

در اين راستا، افشاري و اينمن به بررسي تغييرات . شودمکانيکي مي

اند؛ ايشان از روش داختههاي طبيعي يک تير نازک داراي ترک پر فرکانس

اند و با  مدل پيوسته به همراه سفتي محلي براي ترک در مدلسازي بهره برده

هاي متفاوت و در شرايط مرزي مختلف  توجه به مکان ترک و نسبت عمق

اند و شکل مدهاي تير مفروض را با  هاي طبيعي را محاسبه کرده فرکانس

ين راستا حيدري و همکاران نيز ، در هم[1]اند  روش ريلي ريتز تخمين زده

براي رسيدن . به تحليل ارتعاشات يک تير تيموشنکوي داراي ترک پرداختند

سازي ترک  به اين مهم، از مدل پيوسته به همراه سفتي پيوسته براي مدل

بهره برده شد و در نهايت پاسخ فرکانسي سيستم با پاسخ اجزا محدود مقايسه 

 [.2]شد 

هاي اخير، پژوهشگران به استفاده از در سال براي کاهش ارتعاشات،

براي رسيدن به . اندها روي آوردهمنظور بالا بردن ميرايي سازهکنترل فعال به

هاي  اين هدف، استفاده از مواد هوشمندي مانند پليمرها و سراميک

ي پيزوالکتريک  پيزوالکتريک پيشنهاد شده است، که از صفحات حساسه

چنين صفحات عملگر يا محرک ي ميزان ارتعاشات تير و همگيرمنظور اندازه هب

هاي کنترلي بهره برده شده است براي مثال پيزوالکتريک براي اعمال ورودي

ي حسگر و  پاک و همکاران به کنترل فعال يک تير ساندويچي به وسيلهدامن

اند، همچنين ايشان پس از بدست آوردن عملگر پيزوالکتريک پرداخته

ير خطي حاکم بر مسئله و حل آن به وسيله روش نيوتن رافسون، معادلات غ

. [4] اند تاثير هندسه و عوامل غير خطي را بر روي پاسخ سيستم مقايسه کرده

ريچداي و همکارش به کنترل يک تير ساندويچي تشکيل شده از سه لايه 

هاي  پرداخته و تأثير پارامتر( پيزوالکتريک، تير الاستيک و پيزوالکتريک)

ي بازخوردي بر پايداري و همچنين پاسخ گذرا را بررسي کردند کننده کنترل

کواک و همکارش از حسگر و عملگرهاي پيزوالکتريک براي کنترل . [7]

ارتعاشات يک سيلندر که در سيال مانند آب قرار گرفته است، بهره برده و 

نوبار و همکاران روشي بر . [1] صورت تجربي به ارزيابي نتايج پرداختند به

در آن تنها يک مد  اند، کهمبناي سوئيچ همزمان با نوسانات کم پيشنهاد کرده

گر مدهاي  ي روش مبتني بر استفاده از مشاهدهآنها با ارائه. بررسي شد

ارتعاشي، توانايي روش براي پايدارسازي سيستم در حالت تحريک چند مد را 

 .[6]نيز بهبود بخشيدند 

براي برطرف نمودن معايبي که در فلزها، مواد مرکب ديگر،  طرفاز 

ي نويني  هاي اخير، پژوهشگران دستهها وجود دارد، در سالاي و سراميک لايه

رآکتورهاي ي سپر حرارتي در صنايع هوافضا، عنوان مادهاز مواد را معرفي و به

شناخته  1ها، که با نام مواد مدرج تابعياين ترکيب. خدمت گرفتنداي بههسته

ها ساخته  شود اساساً ناهمگن بوده و معمولا از مخلوط فلزات و سراميکمي

در ساخت اين مواد، سراميک در يک سطح و فلز در سطح ديگر [. 4]شود مي

صورت  بين اين دو سطح بهدر نظر گرفته شده و نسبت حجمي مواد سازنده 

کند؛ بنابراين، خواص مکانيکي مؤثر آنها نيز از يک سطح به تدريجي تغيير مي

اين پيوستگي ساختار . کندصورت تدريجي و پيوسته تغيير ميسطح ديگر به

مواد، منجر به بهبود کيفيت چسبندگي، کاهش ناهماهنگي در خواص 

بر اين اساس، . شوداي ميهترموديناميکي و همچنين کاهش تنش بين لاي

هاي ساخته  ها و ورقي بررسي ارتعاشات تيرها، پرهشماري پژوهش در زمينه

شده از مواد مدرج تابعي و کنترل آنها انجام شده است که در ادامه به برخي 

                                                           
1. Functionally Graded Material: FGM 

زاده و حسيني به بررسي ارتعاش يک تير تو فاضل. شودها اشاره مي از آن

گرفتن حرکت سيال خنک از داخل آن  خالي مدرج تابعي با در نظر

ي توزيع گرما در  ايشان با فرض مدرج تابعي بودن جنس، معادله. اند پرداخته

ي ارتعاشات عرضي با  اند و سپس به حل معادله راستاي ضخامت را حل کرده

در اين پژوهش، تاثير ميزان پيچش . اند وجود اثرات ژيرسکوپيک پرداخته

آيدين . [4]هاي طبيعي بررسي شد  يزان فرکانسمحوري و سرعت دوران بر م

به بررسي ارتعاش آزاد يک تير مدرج تابعي داراي ترک پرداخت؛ او ترک را 

سازي  صورت يک فنر بدون جرم در نظر گرفت و با استفاده از روش مدلبه

 .[7]کرد  هاي طبيعي تير را محاسبه گسسته به همراه سفتي محلي، فرکانس
ج تابعي پرداختند و تانگ و همکاران به بررسي ارتعاش آزاد يک تير مدر

هاي طبيعي تير مفروض ارائه کردند ي تحليلي فرکانسروشي براي محاسبه

ي الگوريتم ژنتيک محل عملگرها و  بورانت و همکارش به وسيله. [9]

ستفاده ي مدرج تابعي بهينه کردند و همچنين با ا سنسورها را روي يک صفحه

ي دوم به کنترل ارتعاشات آن صفحه پرداختند ي خطي مرتبهکنندهاز تنظيم

بداغي و همکاران از بازخورد منفي سرعت براي افزايش ميرايي يک تير . [11]

با مقطع مستطيلي مواد مدرج تابعي استفاده و عوامل دمايي و جنس را بر 

اما در اين دو پژوهش روشي براي . [11]هاي کنترل بررسي کردند  پارامتر

هاي کنترلي پيشنهاد نشد و تضمين پايداري سيستم طراحي اين بهره

 . بسته نيز مورد توجه قرار نگرفت حلقه

ي کنترل فعال توان متوجه شد که در زمينهبا بررسي ادبيات موجود مي

ابعي پژوهشي صورت ارتعاشات اجسام معيوب ساخته شده از مواد مدرج ت

همچنين در بسياري از تحقيقات انجام شده، فرض شده است . نگرفته است

که ميزان سختي و اينرسي عملگرهاي پيزوالکتريک در مقايسه با سختي و 

صورت  اينرسي تير اصلي قابل اغماض است و همچنين پارامترهاي مدل به

فرضياتي منجر به خطا در که چنين اند؛ در حاليدقيق در نظر گرفته شده

اين کمبودها، . تخمين پاسخ الکترومکانيکي سيستم ارتعاشي خواهد شد

ي پژوهش کنوني بوده ي تحقيقات در اين حوزه و ارائهاي براي ادامهانگيزه

  .است
اين مقاله، روشي براي کنترل مقاوم ارتعاشات تير داراي ترک عرضي در 

لي که تحت اثر بار حرارتي قرار دارد، ساخته شده از مواد مدرج تابعي طو

هاي جنبشي و ي انرژيدر اين راستا، نخست با محاسبه. پيشنهاد شده است

پتانسيل، از روش لاگرانژ براي استخراج معادلات مشتق معمولي حاکم بر 

ي  ريتز براي محاسبه-سپس از روش ريلي. شودسيستم استفاده مي

. شود هاي سيستم بهره برده ميهاي طبيعي و همچنين شکل مد فرکانس

همچنين با نوشتن معادلات ديناميکي حاکم بر سيستم به فرم فضاي حالت و 

ي بازخوردي مبتني بر رؤيتگر کنندهي لياپانوف، کنترلکارگيري قضيهبه

سازي عددي انجام شده کارايي روش شبيه. شودحالت مقاوم طراحي مي

شماري نوآوري نسبت به  ،اديروش پيشنه. دهدپيشنهادي را نشان مي

توان  مي در انتهاي تير در نظر گرفته شده، که( الف :دارد هاي همانند پژوهش

گاز و يا بخار با دماهاي ي توربين نام برد، از آن به عنوان مدلي از يک پره

شود و به مرور در طول توربين تا خروجي آن، دماي گاز يا بسيار بالا وارد مي

کند؛ لذا مواد استفاده شده در نزديکي نوک تير بايد مانند ميبخار کاهش پيدا 

همچنين، با حرکت . سراميک، مقاوت خوبي در برابر دماهاي بالا داشته باشد

ها، دماي آن کاهش پيدا کرده اما نيروهاي وارده گاز به سمت محور پره

شود تا کند؛ لذا لازم است که تير با استفاده از فلزات تقويتافزايش پيدا مي

هاي  بر اين اساس، تغيير تدريجي ويژگي. بتواند اين ارتعاشات را تحمل نمايد

شود؛  کارگيري مواد مدرج تابعي طولي پيشنهاد ميمکانيکي در طول تير با به
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هاي اخير، پژوهشگران به استفاده از در سال
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هاي اخير، پژوهشگران به استفاده از 

منظور بالا بردن ميرايي سازه
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اين هدف، استفاده از مواد هوشمندي مانند پليمرها و سراميک

Arch
ive

 of
 SID

اين هدف، استفاده از مواد هوشمندي مانند پليمرها و سراميک

پيزوالکتريک پيشنهاد شده است، که از صفحات حساسه
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ي ميزان ارتعاشات تير و هم
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هاي کنترلي بهره برده شده است براي مثال 

Arch
ive

 of
 SID هاي کنترلي بهره برده شده است براي مثال

پاک و همکاران به کنترل فعال يک تير ساندويچي به وسيله
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ير خطي حاکم بر مسئله و حل آن به وسيله روش نيوتن رافسون، 
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ريچداي و همکارش به کنترل يک تير ساندويچي تشکيل شده از سه لايه 
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اين مقاله، روشي براي کنترل مقاوم ارتعاشات تير داراي ترک عرضي در 
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Arch
ive

 of
 SID

پتانسيل، از روش لاگرانژ براي استخراج معادلات مشتق معمولي حاکم بر 

Archشود
ive

 of
 SID

Arch. شود
ive

 of
 SID

 .Arch
ive

 of
 SID

Archسپس از روش ريلي
ive

 of
 SID

-سپس از روش ريلي Arch
ive

 of
 SID

ريتز براي محاسبه- Arch
ive

 of
 SID

ريتز براي محاسبه

Archهاي طبيعي و همچنين شکل مد
ive

 of
 SID

Archهاي سيستم بهره برده ميهاي طبيعي و همچنين شکل مد
ive

 of
 SID

هاي سيستم بهره برده مي

Archهمچنين با نوشتن معادلات ديناميکي حاکم بر سيستم به فرم فضاي حالت و 
ive

 of
 SID

همچنين با نوشتن معادلات ديناميکي حاکم بر سيستم به فرم فضاي حالت و 

کننده
Arch

ive
 of

 SID

کننده

www.SID.ir24www.SID.ir24



 فرشاد غلامی و بهروز رحمانی                                                                                                                                     دار ارتعاشات تیر مدرج تابعی ترککنترل مقاوم 

44 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

ت
زی

و
مپ

کا

پيزوالکتريک و همچنين اثر دما بر سختي و اينرسي سنسور و عملگر ( ب

خطاي مدلسازي به حداقل بنابراين . در نظر گرفته شده استهاي آن  ويژگي

سازي ديناميکي تير موردنظر، اثر ترک موجود در تير  در مدل( رسد؛ پ مي

هاي  اثرات بارگذاري دمايي و هدايت گرمايي بر مشخصه( لحاظ شده است؛ ت

هايي که  با توجه به عدم قطعيت( مکانيکي تير در نظر گرفته شده است؛ ث

مکانيکي سيستم تحت کنترل ايجاد سازي الکتريکي و ممکن است در مدل

شود که توانايي پايدارسازي يک شود، يک روش کنترل مقاوم پيشنهاد مي

 . سيستم نامعين را تا حد زيادي دارد

 4به بيان مسأله پرداخته شده و در بخش  2 در ادامه، نخست در بخش

. شود سازي ترک و اثر آن در کاهش انرژي پتانسيل بررسي ميچگونگي مدل

به  1مدل رياضي تير مرتعش موردنظر استخراج شده و در بخش  7در بخش 

روش  6در بخش . شودي پاسخ آن پرداخته ميبيان روشي براي محاسبه

سازي  با انجام شبيه 4کنترلي مقاوم پيشنهادي تشريح شده و در بخش 

 . شودکارايي آن نشان داده مي

و حسگر پیزوالکتریک تیر معیوب مدرج تابعی طولی دارای عملگر  -2

 تحت اثر بار حرارتی
نمايان است، تير مفروض داراي مقطعي يکنواخت با  1ر شکل دطور که همان

که جابجايي تير در راستاي محور. است و طول  ، ضخامت پهناي

)تابعي از زمان و مکان است، با  , ي  صفحه و بيان شده است  (

ي ترک عرضي از مبدأ مختصات که در ابتداي سمت فاصله. مياني تير است

همچنين يک . مشخص شده است چپ تير قرار گرفته است، با نماد 

ي حسگر  ي محرک پيزوالکتريک بر روي سطح بالايي و يک قطعهقطعه

ي  در اين شکل، لايه. پيزوالکتريک بر روي سطح پاييني تير قرار گرفته است

از ابتداي تير، با ضخامت يعملگر پيزوالکتريک در فاصله
 

و طول 

  با ضخامت  ي ي سنسور پيزوالکتريک در فاصله، لايه

 
و طول   شود  در اينجا فرض مي. قرار داده شده است

نسبت طول تير به ضخامت که عرض تير و قطعات پيزوالکتريک، با هم برابر و 

توان از  ؛ بنابراين در استخراج روابط مي(11تر از بزرگ)آن نسبتاً بزرگ باشد 

هاي  برنولي استفاده کرد، همچنين فرض شده است که وصله-فرض تير اويلر

 .پيزوالکتريک بر روي ترک قرار ندارند

 

 
 .کمحرک پيزوالکتريهاي حسگر و تير مدرج تابعي طولي داراي ترک با وصله 1شکل 

 

اين ترتيب که  تير موردنظر از مواد مدرج تابعي ساخته شده است؛ به

ي فلزي و سطح سمت راست شود، سطح سمت چپ آن يک لايهفرض مي

و  مانند چگالي  هاي مکانيکي آن،اي سراميکي است و مشخصهلايه

علت در . کند، به طور پيوسته در جهت طول تغيير ميمدول الاستيک 

عنوان مثال در يک توربين، گاز با نظر گرفتن چنين تغييري اين است که به

پس لازم است که انتهاي پره از جنسي که . شوددماي بسيار بالا وارد مي

 هاي زياد دارد، استفاده شود تا از خوردگي ومقاومت بالايي در درجه حرارت

اکسيداسيون آن جلوگيري شود؛ براي رسيدن به اين مهم از مواد سراميکي 

ها، دما کاهش پيدا کرده با حرکت گاز به سمت ريشه پره. شودبهره برده مي

لذا بايد تير تقويت شود تا بتواند اين . کنداما نيروهاي وارده افزايش پيدا مي

در . شود د فلزي استفاده مياين منظور از مواارتعاشات را تحمل نمايد، که به

عنوان سراميک و فلز ترتيب، به، به2و فولاد 1اين پژوهش، نيتريد سيليکون

و  تر آنها از علائم اختصاري کار گرفته شده است، که براي معرفي ساده به

ترتيب  به و  ، ، فرض کنيد که . شوداستفاده مي 

هاي سراميکي سمت چپ و فلزي مقادير مدول الاستيک و چگالي را در لايه

اين دو مشخصه به طور پيوسته در جهت طول . سمت راست تير نشان دهد

 .[12]کند تغيير مي( 2)و  (1)هاي طبق رابطه

کار رفته در مواد مدرج تابعي در هر معرف کسر حجمي فلز به که 

 که  شود، درحاليتعريف مي (4) ينقطه از تير است و به صورت معادله

 . بيانگر ثابت کسر حجمي است

(4)  
  
 

 

هاي  دما نسبت به مقدار مرجع بر مشخصهاما آشکار است که تغييرات 

براي در نظر گرفتن اثر آن در مواد . مکانيکي مواد مختلف تأثيرگذار است

همچنين در . شوداستفاده مي [14]مدرج تابعي، از مدل ارائه شده مرجع 

گرفته شده، دما نيز تابعي از طول تير است؛ بنابراين بايد ي در نظر مسأله

منظور اعمال تغييرات دما در طول تير، به. توزيع دما نيز در تير پيدا گردد

حالت پاياي يک بعدي و با شرط مرزي دما ثابت در طرفين تير، يعني در 

در ( با فرض )  و  ترتيب دماهاي سمت چپ و راست آن، به

ي ديفرانسيل انتشار گرماي يک بعدي به صورت معادله. شودنظر گرفته مي

 .قابل بيان است (7) رابطه

(7)  
 
 

 

)،(7)ي  در رابطه ضريب هدايت گرمايي در طول تير است و چون  (

جنس تير مورد بررسي از مواد مدرج تابعي در نظر گرفته شده است، با ضريب 

فاصله از مبدأ هدايت گرمايي هر يک از اجزاي سازنده رابطه دارد و در هر 

در نظر ( 1) ي صورت معادلهتوان بهپس اين ضريب را مي. متغيير خواهد بود

ترتيب ضريب هدايت گرمايي سراميک و فلز به و  گرفت که در آن 

 .محاسبه خواهد شد [12] طبق مرجع 300Kاست که در دماي 

(1) ( ) ( )V    
به ازاي شرايط مرزي دما ثابت ، (7) ي ديفرانسيلدر نهايت، با حل معادله

، دست آورد هتوان بتوزيع دما در طول تير را مي. 

 سازی ترک عرضیمدل -3
شده است که ترک در سازي ترک عرضي موجود در تير، فرض جهت مدل

سطح فوقاني تير و به طور کامل در راستاي پهناي تير قرار دارد و به هنگام 

ترک به صورت يک فنر ، 2شکل مطابق . شودارتعاش تير باز و بسته نمي

کمک  توان بهاين فنر را مي سفتي. پيچشي بدون جرم مدل شده است

 .محاسبه نمود( 6) ي صورت معادلهروابط مکانيک شکست و انرژي کرنشي به

(6) ( )
C


  

                                                           
1. Silicon nitride
2. Stainless steel 

(1)     

(2)        
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جابجايي تير در راستاي محور. 
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جابجايي تير در راستاي محور

بيان شده است 
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ي ترک عرضي از مبدأ مختصات که در ابتداي سمت 
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ي ترک عرضي از مبدأ مختصات که در ابتداي سمت 

مشخص شده است
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همچنين يک 

ي محرک پيزوالکتريک بر روي سطح بالايي و يک قطعه
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ي حسگر ي محرک پيزوالکتريک بر روي سطح بالايي و يک قطعه
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Arch
ive

 of
 SID

ي 

Arch
ive

 of
 SID

و طول 

Arch
ive

 of
 SID

و طول 

با ضخامت 
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نظر گرفته مي
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aپذيري ترک،معرف انعطاف که 
 

گشتاور اينرسي  عمق آن، 

)و  سطح تير حول محور  ) ي تغيير نسبت  است که در بازه تابعي

 .[17]قابل بيان است  (4) ي بين صفر تا شش دهم، به صورت معادله 

(4) 

. .

. .

. .

. .

.

            
     

       
   

       
   

       
   





 



 

وجود ترک باعث کاهش سفتي و در نتيجه کاهش انرژي کرنشي تير 

ي  ، با فرض اينکه ترک در زير وصله[1]افشاري و اينمن در مرجع . خواهد شد

ي اين کاهش انرژي را براي محاسبه( 7) يپيزوالکتريک قرار ندارد، رابطه

 . پيشنهاد کردند

(7)  (x , t)(x )
 

  
 

 

)که در آن  ) است. 

 

 

 سازي ترک موجود در تيرنحوه مدل 2شکل 

 

 عرضی تیر مفروضسازی ریاضی دینامیک مدل -4

تير در ادامه از روش لاگرانژ براي استخراج معادلات حاکم بر ارتعاش عرضي 

براي اين منظور ابتدا بايد انرژي پتانسيل و جنبشي . شوداستفاده مي 1شکل 

در اين راستا، انرژي پتانسيل کرنشي مجموعه با در نظر . تير محاسبه شود

محاسبه ( 9) کمک رابطهگرفتن اثر قطعات پيزوالکتريک و تغييرات دما به

 . شودمي

(9)           

ترتيب معرف  ، به ، ، ، ، ، در اين رابطه،

انرژي پتانسيل کرنشي، تنش و کرنش عمودي در تير و قطعات پيزو الکتريک 

 .است

در اثر وجود بار حرارتي، تنش و به دنبال آن گشتاور و همچنين نيروي 

ي  جهت محاسبه. [11]داخلي در تير و قطعات پيزوالکتريک پديد خواهد آمد 

ي گشتاور و نيروي داخلي، با توجه به اين که جابجايي در صفحه , 

قابل محاسبه ( 12)تا ( 11) است، گشتاور و نيروي خارجي با استفاده از روابط

 .خواهد بود

(11) ( ) ( ) ( )
 

   
 

 

(11) 
( ) ( ) ( ) ( ) 

 

(12) ( ) ( ) ( ) ( )  

)که  ) درنتيجه با . ي مدرج تابعي استضريب انبساط دمايي ماده

)ي توجه به رابطه ) انرژي  ،(7) ي نهي و رابطه، اصل برهم

 .نوشت (14)صورت رابطه  بهتوان دار تحت بار حرارتي را ميکرنشي تير ترک

(14) 

( , )(x)

( , )(x)

(x , t)(x )

 
   

 

 
  

 

 
  

 



 

چون بر روي تير مفروض قطعات حسگر و عملگر پيزوالکتريک قرار دارد، 

هاي پيزوالکتريک،  گرفتن روابط تنش و کرنش در قطعهلذا بايد با در نظر 

رابطه تنش در قطعات . را اصلاح نمود (14) ي انرژي کرنشي در رابطه

 .است( 17) ي پيزوالکتريک به صورت معادله

(17)  


   


 

ترتيب مدول الاستيک به و  ، ، (17) ي درمعادله

پيزوالکتريک در ميدان الکتريکي ثابت، ضريب تنش پيزوالکتريک در دماي 

 همچنين، . ثابت و ميدان الکتريکي بين الکترودهاي پيزوالکتريک است

( 11) ي صورت معادلهضريب تنش دمايي در ميدان الکتريکي ثابت است که به

 . شودمحاسبه مي
(11) ,T   

ترتيب ضريب انبساط دمايي و مدول الاستيک به T,و  در اينجا، 

به  و  همچنين . پيزوالکتريک در ميدان الکتريکي و دماي ثابت است

 .شودمحاسبه مي (14)تا ( 16)روابط صورت 

(16) 
( )

  

(14) ,  
، (14) در رابطه

 
 با استفاده از روابط. ثابت کرنش پيزوالکتريک است

( 17)رابطه ( 9) يو جاگذاري آنها در عبارت دوم معادله( 14)تا ( 17)

 .آيد دست مي به

(17) 

 

 

 

,T

,T

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )





 
   

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 














 
 
 



 

( )که با فرض برابر برابر بودن ضخامت حسگر و عملگر 

 .شود حاصل مي( 21)تا ( 19)روابط پيزوالکتريک 
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(19) ( )     

(21)  
   

 توان نوشت پيزوالکتريک ميبا فرض عدم تغيير دما در راستاي ضخامت 

 .((22)و ( 21)روابط )

(21)  
 

 ( )


    

(22)  
 

 ( )


    

)، عبارت(22)تا ( 21)روابط لازم به ذکر است که در  ) نشان

منظور از دماي .)پيزوالکتريک با دماي اوليه است ي اختلاف دماي دهنده

 با ترکيب روابط(. نصب پيزوالکتريک بر روي تير استي اوليه، دماي لحظه

صورت  به توان ي موردنظر را ميکرنشي مجموعه انرژي( 17)و ( 14)، (9)

 .نوشت (24)رابطه 

(24) 

 

,T

,T

( , )

( , )

( , )

( , )




 
   

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 











( , )

( , )(x)

( , )(x)

(x , t)(x )

 
 

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 







 

با توجه به اين که سطح مقطع يکنواخت و اينکه توزيع دما به صورت  البته

برابر با صفر  يک بعدي و در جهت طول تير در نظر گرفته شده است، 

 . [11]است 

همچنين انرژي جنبشي تير و قطعات پيزوالکتريک را در صورت 

 (27) ي توان با استفاده از رابطهنظر از انرژي جنبشي الکتريکي، مي صرف

 .محاسبه نمود

(27) 

( , )( ) 



    
    

    

 
  

 

 



 
هاي سنسور و  بر اساس اين رابطه و يکسان فرض شدن چگالي قطعه

عملگر پيزوالکتريک   ،توان  انرژي جنبشي کل مجموعه را مي

 . نوشت (26)و ( 21)روابط صورت  به

(21)  
 ,

( )
  

  
 

  

(26) 
     

   

( )  



      

     

 

براي استخراج معادلات زماني مربوط ( 24) ي لاگرانژدر ادامه از معادله

,به مدهاي  ,..., شوداستفاده مي . 

(24) 
   

   
    

   
 
  
 
 

        
 
 
 

  
 
 
 
                
 
    

 

 (x)کار، ابتدا با فرض مشخص بودن شکل مد براي انجام اين
-سيستم ارتعاشي و استفاده از روش تقريب مد فرضي، جابجايي عرضي تير به

qشود، که در آن نوشته مي (27) يصورت معادله (t) ي  معرف مختصه

 .ام استي مد  هيافت تعميم

(27) ( , ) (x)q (t)


  

تعريف  (24)در معادله ( 27)و ( 21)، (24) سپس با جاگذاري

X (x)  را نوشت( 29)معادله توان مي. 

(29) q ( ) q ( ) ( ) (t)
 

     q ( ) q ( ) ( ) (t) q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t) q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t) q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t) q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t) q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)q ( ) q ( ) ( ) (t)  

 .شود استفاده مي( 44)تا ( 41)از روابط ( 29)در رابطه 

(41) 

 
,

,

( ) X (x)X (x)

(x ) ( ) X (x )

X (x)X (x)

X (x)X (x)

 



 

 







 

(41)  ( )X (x)X (x)   

(42) X (x)    

(44) 
R (t) '' ( ) '' ( )     

)همچنين با تعريف بردارهاي  ) [ , ,..., ] و

( ) [ (t), (t),..., (t)]هاي ، ماتريس    ،

     و   براي, ,...,صورت  به( 29) ي،معادله

 .شودبازنويسي مي (47)رابطه 

(47) q( ) ( ) ( ) (t)   q( ) ( ) ( ) (t)q( ) ( ) ( ) (t)q( ) ( ) ( ) (t)q( ) ( ) ( ) (t)q( ) ( ) ( ) (t)   q( ) ( ) ( ) (t)q( ) ( ) ( ) (t)  

)در اين نوشتار،  ترتيب معرف ولتاژ کنترلي داده شده به به و  (

خاطر تغييرات دما در طول بهوجود آمده پيزوالکتريک و بار خارجي بهمحرک 

 . شود ورودي اغتشاتشي سيستم مرتعش مدل ميصورت به تير است که

 (41)صورت رابطه  ي بهتوانهمچنين ولتاژهاي خروجي حسگر را مي

 .[16]برحسب جابجايي تير نوشت
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   که درحالي
              ،    

تحت  ضريب گذرناپذيري  

  ، شرايط تنش ثابت
صورت  به    اي و ظرفيت معادل پيزوالکتريک لايه  

 .شودتعريف مي (46)رابطه 

 پاسخ اجباری سیستم مرتعش تحت اثر عملگر پیزوالکتریک  -5

ي مقدار ويژه  با توجه به ناهمگن بودن تير مورد بررسي، حل تحليلي مسأله

. پذير نيست هاي طبيعي امکاني شکل مدها و فرکانسآن، جهت محاسبه

کار نيمه تحليلي ريتز که يک راه-براي حل اين مشکل، در ادامه از روش ريلي

هاي طبيعي ارتعاش آزاد تير ي شکل مدها و فرکانساست، براي محاسبه

خطي  صورت ترکيبيدر اين راستا، شکل مدهاي تقريبي به. شوداستفاده مي

از شکل مدهاي   برنولي ساده با شرايط مرزي -ارتعاش آزاد تير اويلر

 . شودمشابه مسأله موردنظر فرض مي

(44) 
       X 



  

ين منظور، چنانچه تير مفروض يک سرگيردار باشد، ا به  

 .شودفرض مي (47)ي  رابطهصورت ترتيب، به به

(47) 

     

 
   

   

cos cosh

cos cosh
sin( ) sinh

sin sinh

  

 
 

 

    


     

 

    , , ,n   , , ,n  

ي انرژي پتانسيل و ي برابر نمودن بيشينهريتز بر پايه-روش ريلي

روابط صورت  امين مد بهkجنبشي ارتعاش آزاد هر مد استوار است، که براي 

 . شودتعريف مي (71)تا ( 49)

(49) 

  

  

  

  

max (x) X (x)

X (x)

X (x)

(x ) X (x )

 













 

(71)       ( ) ( )
max ( ) X (x)    

روابط ) توان نوشت مي( 71)و ( 49) درمعادلات (44)با جاگذاري معادله 

  ((.72)و ( 71)

(71) 
( ) ( )T ( )
max       

(72)  ( ) ( ) ( )T ( )
max       

 که 
 

 ، 
 

 ((. 77)و ( 74) هاي رابطه) 

(74) 
     

( ) (x) (x)

(x) (x)

(x) (x)

( ) (x ) (x )

 

 

 

 

 

 

 

 






 

(77)  ( ) (x) (x)     
( ) ( ) ( ) ( )    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )      ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( با برابر قرار دادن اين دو . است (

 .شود حاصل مي( 71)رابطه مقدار بيشينه 

(71)  ( ) ( )  
  

 

هاي ترکيب ، وزن(71)ي  ي معادلهي مقدار ويژهبا حل مسأله  

هاي طبيعي براي هر شکل مد و همچنين فرکانس  شود محاسبه مي. 

به صورت فضاي ( 47) يپس از تخمين شکل مدها، با بازنويسي معادله

توان بخش زماني پاسخ را با حل معادلات مشتقي جزئي معمولي حالت مي

تعريف ( 76) يهصورت معادل کار، بردار حالت بهبراي اين. دست آورد به

 .شود مي

(76)                      
  

 ((.74)رابطه ) توان نوشتپس مي

(74) 
                   Γ      

   آن که در 
        

         
   ماتريس سيستم،   

    
    

  

Γ و   
    
   Γ 

( 76)و ( 41)، (27) همچنين با ترکيب روابط .است  

 .بيان نمود (77)رابطه صورت توان بهي خروجي اين مدل را نيز مي معادله

(77)                  

 .شود تعريف مي (11)تا ( 79)روابط صورت به  که در آن 

 ی بازخورد خروجی مقاومکنندهکنترل -6

 ی پیزوالکتریکگزینش محل بهینه برای عملگر وحساسه -6-1
پذيري و  اي انتخاب شود که به رويتگونهمکان حساسه و محرک بايد به

بر اين اساس، در ادامه روشي . منجر شود پذيري سيستم تحت کنترلکنترل

بدين . شود ها پيشنهاد مي براي گزينش مکاني بهينه براي قرار دادن اين وصله

ارائه کرده است، بهره برده  [14]منظور، از روشي که فرهادي در مرجع 

شود که در  مي (14)و ( 12)هاي  رابطه ن هدف، ازبراي رسيدن به اي. شود مي

  ام سمت چپ و راست ماتريس iترتيب بردارهاي ويژه به   و  ها آن

 .است

(12) 






(41)        
   
        

 

    
   

 
  

        

   
  

   

   

 

(46) 
 

 [ ]
 




 

(79)                 

(11) 
    

   
        

 

    
   

 
 

(11)      
       

   
  

   

   

 Arch
ive

 of
 SID

براي حل اين مشکل، در ادامه از روش ريلي

Arch
ive

 of
 SID

براي حل اين مشکل، در ادامه از روش ريلي

ي شکل مدها و فرکانس

Arch
ive

 of
 SID

ي شکل مدها و فرکانس

در اين راستا، شکل مدهاي تقريبي به

Arch
ive

 of
 SID
در اين راستا، شکل مدهاي تقريبي به



Arch
ive

 of
 SID 

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SIDارتعاش آزاد تير اويلر

Arch
ive

 of
 SIDارتعاش آزاد تير اويلر-

Arch
ive

 of
 SID- برنولي ساده با شرايط مرزي

Arch
ive

 of
 SID برنولي ساده با شرايط مرزي

مشابه مسأله موردنظر فرض مي

Arch
ive

 of
 SIDشودمشابه مسأله موردنظر فرض مي

Arch
ive

 of
 SIDشود .

Arch
ive

 of
 SID .

Arch
ive

 of
 SID 

Arch
ive

 of
 SID 

Arch
ive

 of
 SID 

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID 

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID



Arch
ive

 of
 SID



Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

ين منظور، چنانچه تير مفروض يک سرگيردار باشد، 

Arch
ive

 of
 SID

ين منظور، چنانچه تير مفروض يک سرگيردار باشد، 

Arch
ive

 of
 SID



شود

Arch
ive

 of
 SID

.شود

Arch
ive

 of
 SID

.



Arch
ive

 of
 SID

 

Arch
ive

 of
 SID



Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

    

Arch
ive

 of
 SID

     

Arch
ive

 of
 SID

    

Arch
ive

 of
 SID

    

Arch
ive

 of
 SID

    

Arch
ive

 of
 SID

      

Arch
ive

 of
 SID

      

Arch
ive

 of
 SID

       

Arch
ive

 of
 SID
          

Arch
ive

 of
 SID

       cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos coshcos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID
cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh       

Arch
ive

 of
 SID

              

Arch
ive

 of
 SID

        

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

   

Arch
ive

 of
 SID
  

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID
      

Arch
ive

 of
 SID

          

Arch
ive

 of
 SID

          

Arch
ive

 of
 SID

          

Arch
ive

 of
 SID
                    

Arch
ive

 of
 SID

               cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos coshcos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID
cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh               

Arch
ive

 of
 SID

                              

Arch
ive

 of
 SID

               cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos coshcos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh cos cosh  cos cosh   cos cosh  cos cosh               

Arch
ive

 of
 SID

                              

Arch
ive

 of
 SID
               cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID
cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh               

Arch
ive

 of
 SID

               cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID
cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos cosh cos coshcos cosh  cos coshcos cosh   cos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID

cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos coshcos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh

Arch
ive

 of
 SID
cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh   cos coshcos coshcos coshcos cosh  cos coshcos coshcos coshcos cosh

   

Arch
ive

 of
 SID

   sin( ) sinh   sin( ) sinh

Arch
ive

 of
 SID

sin( ) sinh   sin( ) sinh 

Arch
ive

 of
 SID

 sin( ) sinh sin( ) sinh

Arch
ive

 of
 SID

sin( ) sinh sin( ) sinh       

Arch
ive

 of
 SID

       sin( ) sinh   sin( ) sinh sin( ) sinh   sin( ) sinh

Arch
ive

 of
 SID

sin( ) sinh   sin( ) sinh sin( ) sinh   sin( ) sinh



Arch
ive

 of
 SID



Arch
ive

 of
 SID



Arch
ive

 of
 SID

 

Arch
ive

 of
 SID

 

ي انرژي پتانسيل و 

Arch
ive

 of
 SID

ي انرژي پتانسيل و 

که در 

Arch
ive

 of
 SID

که در 

و

Arch
ive

 of
 SID

 و

Arch
ive

 of
 SID

 
 

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

 

 

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

  

Arch
ive

 of
 SID

 Γ

Arch
ive

 of
 SID

Γ 

Arch
ive

 of
 SID

 Γ Γ

Arch
ive

 of
 SID

Γ Γ
 

Arch
ive

 of
 SID

 

معادله

Arch
ive

 of
 SID

ي خروجي اين مدل را نيز ميمعادله

Arch
ive

 of
 SID

ي خروجي اين مدل را نيز مي

(

Arch
ive

 of
 SID

(77

Arch
ive

 of
 SID

77)

Arch
ive

 of
 SID

)

Arch
ive

 of
 SID

که در آن 

Arch
ive

 of
 SID

 که در آن 

Arch
ive

 of
 SID

به 

Arch
ive

 of
 SID

صورت به

Arch
ive

 of
 SID

روابط صورت 

Arch
ive

 of
 SID

روابط 

Archی بازخورد خروجی مقاوم
ive

 of
 SID

ی بازخورد خروجی مقاوم

گزینش محل بهینه برای عملگر وحساسه
Arch

ive
 of

 SID

گزینش محل بهینه برای عملگر وحساسه

79

Arch
ive

 of
 SID

79)

Arch
ive

 of
 SID

)

Arch
ive

 of
 SID

  Arch
ive

 of
 SID

  

www.SID.ir24www.SID.ir24



 فرشاد غلامی و بهروز رحمانی                                                                                                                                     دار ارتعاشات تیر مدرج تابعی ترککنترل مقاوم 

44 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

ت
زی

و
مپ

کا

(14) .



  

پذيري و هاي کنترلترتيب انديسبه و  در اين روابط، 

به معناي کارايي  بديهي است که مقدار بزرگتر . پذيري است رويت

بزرگتر به بهبود شاخص  تر در تخمين متغيرهاي حالت و مناسب

 .پذيري سيستم تحت کنترل است کنترل

 
 کنترلی پیشنهادی روش -6-2

ي بازخوردي مبتني بر رؤيتگر، براي پايدارسازي کنندهدر اين مقاله، از کنترل

هاي  در اين راستا، با توجه به عدم قطعيت. شودسيستم ارتعاشي استفاده مي

با . شود دست آمده از سيستم تحت کنترل روشي مقاوم پيشنهاد ميمدل به

پذير است، کنترل( 74)ي  فرض اينکه سيستم بيان شده با معادله

براي پايدارسازي سيستم طراحي  ((17)رابطه ) ي بازخورد حالت کننده کنترل

 .شود مي

مقاوم  کارگيري روش با بهرا توان آنکننده است و ميي کنترلبهره   

  .طراحي نمود 2يا  1هاي قضيهدر  پيشنهادي
گيري اين سيستم قابل اندازه   و     آشکار است که متغيرهاي حالت  اما

گيري هاي پيزوالکتريک اندازهنبوده و تنها ولتاژهايي که توسط حساسه

 براي تخمين بردار حالت. عنوان خروجي سيستم در دسترس استشود، به مي

کننده جادهي  در کنترل (11)رابطه گر حالت با ديناميک  ، يک رؤيت    

 .شده است

(11)                                
پذيري  ي رويتگر است که با فرض رويتبهره    ،(11) يدر معادله

ورودي  نابراينب. شودطراحي مي 2يا  1هاي کمک قضيهبه  و   هاي جفت

 .خواهد بود( 16)مطابق رابطه کنترلي سيستم 

(16)                
بسته پايدار داخلي باشد، اغتشاش محدود سيستم حلقهکه در صورتي

بر اين اساس، در ادامه براي بررسي پايداري، . باعث ناپايداري آن نخواهد شد

صورت  تعريف خطاي تخمين حالت بهو       از اغتشاش  کردن نظربا صرف

 .شودنوشته مي (17)صورت رابطه  بهبسته ي سيستم حلقهمعادله ،(14)رابطه 

(14)                  

(17)  
     

      
   

        
         

  
    

     
  

ي سيستم مقادير ويژه ،(17)ي  با توجه به اينکه بر اساس معادله

      و       هاي ي ماتريسبسته ترکيبي از مقادير ويژه حلقه
صورت مستقل از هم، اصل جداسازي برقرار است؛ يعني، اگر بهاست، 

را پايدار       و       هاي ترتيب ماتريس، به  و    هاي  بهره

بنابراين در ادامه به بررسي . سازد، سيستم حلقه بسته پايدار خواهد بود

 .شود پرداخته مي( 74)جاي  به( 61)و ( 19) هاي پايداري سيستم

(19) 
                  

(61) 
                    

فرض کنيد که مقدار دقيق پارامترهاي مکانيکي و الکتريکي . 1ملاحظه 

هاي پارامتري  از آنجا که اين عدم قطعيت. نامعين است 1شکل  تير مرتعش

هاي جرم، سفتي و همچنين اثر عملگر پيزوالکتريک باعث تغيير در ماتريس

روابط )  شود گونه اصلاح ميشده، مدل فضاي حالت اين سيستم نامعين اين

  ((.62)و ( 61)

(61) 
                             

(62) 
                

هاي پارامتري با نرُم بيانگر عدم قطعيت   و    ،    در اين رابطه، 

 .شودتعريف مي (64)رابطه صورت محدود بوده و به

(64) 
                             

هاي ثابت و معلومي با ابعاد مناسب ماتريس  و    ،    ،    که 

           يک ماتريس متغير با زمان است که شرط      هستند و

و ( 67)روابط صورت به( 61)و ( 19) بنابراين معادلات. کندرا ارضا مي     

 .شود اصلاح مي( 61)

(67)                           

(61)                             
سبب پايداري ، (16) پس ورودي کنترلي بازخورد حالت مبتني بر رويتگر

که  شود، در صورتيمي (62)و ( 61)روابط سيستم نامعين مشخص شده با 

 . پايدار باشد( 61)و ( 67) هاي سيستم

 ی مقاوم و اثبات پایداریکنندهطراحی کنترل -3- 6
هاي  ي مقاوم در برابر عدم قطعيتکنندهاين بخش به طراحي کنترل در

ابتدا لم در اين راستا، . شود پارامتري براي تير مرتعش مورد نظر پرداخته مي

 . شودمورد استفاده در اثبات پايداري بيان مي

در . با ابعاد مناسب را در نظر بگيريد   و    هاي ثابت ماتريس .1لم 

δصورت براي هر اين  .[17]برقرار است  (66)رابطه ، نامساوي   

(66) 
  
      

       
    

 

 
  
   

اعمال ورودي  (62)و ( 61)معادلات سيستم نشان داده شده با : 1 قضیه

 ،هاي متقارن پايدار مجانبي کلي است، اگر ماتريس( 16) کنترلي
و همچنين اسکالرهاي  و هاي ، ماتريس   و

 
وجود 

 .برقرار باشد( 67)و ( 64)روابط  اي که به گونهداشته باشد، 

که       و

     هاي  در اين صورت، بهره. است

خواهد ( 41)و ( 69)مطابق روابط گر ي بازخورد حالت و رويتکنندهکنترل

 .بود

گونه که نشان داده شد، ورودي کنترلي بازخورد حالت همان: اثبات

روابط سبب پايداري سيستم نامعين مشخص شده با ، (16)رويتگر مبتني بر 

(17)              

(64) 

,
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با . پايدار باشد( 61)و ( 67) هايکه سيستمشود، در صورتيمي( 62)و ( 61)

در نظر  ،(41)رابطه  ،، کانديد لياپانوففرض مثبت معيني ماتريس متقارن 

 .شود گرفته مي

)که براي هر شود در صورتيتضمين مي( 67) پايداري مجانبي )  

 .برقرار باشد( 42)رابطه 

)،(42) در( 67) يبا جاگذاري از معادله )( )( )( ( 44)رابطه صورت به (

 .خواهد بود

)بنابراين  ) ( )( )( )   برقرار باشد( 47)رابطه خواهد بود، در صورتي که. 

 .نوشت( 41)ي  صورت رابطهتوان بهاين رابطه را مي

 ،(41)نامساوي و ( 64) يبنابراين شرط پايداري مجانبي با ترکيب معادله

 .شودتبديل مي (46)نامساوي به 

که      1اکنون با توجه به لم . است ،

)، فرض ، (46) يرابطه ) ( )   و اينکه

پايدار مجانبي است ( 67) توان گفت سيستماست، مي                

δدر صورتي که 
 
برقرار ( 44) قسمي که نامساويوجود داشته باشد، به   

 .باشد

(44) 
( ) ( ) 


      

و  در  (44)ي  معادله، ضرب از چپ و راست با فرض 

 .را نوشت( 47)رابطه  توانمي تعريف 

(47) 
( ) ( ) 


     

که      اکنون با استفاده از . است

 .نوشت( 49)رابطه صورت توان بهمي (47) ،1متمم شِر

(49) 













  
 

   
 
  

 

ولي اين نامعادله غيرخطي است و حل آن توسط نامساوي ماتريسي 

ضرب و  نمودن اين مشکل، از پيشبراي برطرف . پذير نيستخطي امکان

}در ماتريس ( 49) ي ضرب در معادله پس , , , }    

توان نتيجه  بنابراين مي. شودمنجر مي( 64) ياستفاده شده که به معادله

ماتريس متقارن  با پيدا کردن( 67) ي گرفت که پايداري مجانبي در معادله

                                                           
1. Schur complement 

 و همچنين اسکالر ، ماتريس  که به
 

( 64) برقراري نامساوي

 . منجر شود، معادل است

 ي طريق مشابه و با در نظر گرفتن دوگان سيستم به صورت معادلهبه

ماتريس شود که  زماني تضمين مي( 61) پايداري مجانبينشان داد که  (61)

-وجود داشته باشد، به  و همچنين اسکالر ، ماتريس متقارن 
 . برقرار باشد( 67) يمعادلهقسمي که 

 با نرخ کاهش (61)و ( 67)لات دمعاسيستم نشان داده شده با : 2 قضیه
  ،هاي متقارن پايدار نمايي کلي است، در صورت وجود ماتريس 
وهاي ، ماتريس

،   و  و همچنين اسکالرهاي مثبت  

 .برقرار باشد (71)و ( 71)اي که نامعادلات  گونهبه

(71) 

,
 



 





   
 

   
 
  

 

(71) 

 



 





   
 

   
 
  

 

گر از  ي بازخورد حالت و رويتکنندههاي کنترلدر اين صورت، بهره

 .شودمحاسبه مي( 41)و ( 69) طريق روابط

ي کانديداي  و معادله با فرض مثبت معيني ماتريس متقارن  :اثبات

با نرخ ( 67) پايداري نمايي سيستم ،(41) ي لياپانوف به صورت رابطه

  برقرار باشد( 72)رابطه شود، درصورتي که تضمين مي. 

صورت گرفت،  1ي با انجام روندي مشابه آنچه که در اثبات قضيه

ي  بوده و بهرهمعادل ( 71)و ( 72)معادلات وان نشان داده که برقراري ت مي

 . قابل محاسبه است( 69) يکنترلي با استفاده از رابطه

(72) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
باعث پايداري ( 41) ي رويتگرتوان نشان داد که با بهره طريق مشابه مي به

با نرخ کاهش ( 61) نمايي سيستم  ي  که معادلهشود، درصورتيمي

 . برقرار باشد (71)

 ، به  و    ،    هاي عدم قطعيت براي انتخاب ماتريس .2ملاحظه 

 :توان عمل نموددو روش زير مي

ي اختلاف ميان پارامترهاي مکانيکي و همچنين الکتريکي بيشينه( الف

را فرض نموده و بر آن اساس به تخمين مدل نامي و سيستم واقعي 

هاي عدم درصورتي که ماتريس. شودها پرداخته ميهاي عدم قطعيت ماتريس

سازي  ي پيادهبستهانتخاب شده باشد، پاسخ سيستم حلقه قطعيت کوچک

هاي عدم  در اين صورت، با در  نظر گرفتن ماتريس. شده مناسب نخواهد بود

شتر کردن ميرايي پاسخ سيستم مرتعش خواهد تر، سعي در بيبزرگ قطعيت

 . شد

در صورت مشخص نبودن حداکثر ميزان خطا، با انجام آزمايش بر ( ب

ي واقعي و تحريک عملگر پيزوالکتريک با يک ورودي مشخص روي مجموعه

ي  تصادفي، خروجي سنسور پيزوالکتريک را ثبت نموده و براي اين مجموعه

ي پاسخ فرکانسي  فرکانسي مشخص، اندازه يورودي و خروجي در يک بازه

ي پاسخ فرکانسي مدل نامي از آن، سپس با کاستن اندازه. شودمحاسبه مي

نمودار بود اندازه سيستم تفاضلي ترسيم، نقاطي در بالاي آن مشخص و 

براي آن ( 67) نموداري از آن نقاط عبور داده و مدل فضاي حالت هم مرتبه با

هاي اين مدل تفاضلي شناسايي شده در تشکيل ماتريس. شودشناسايي مي

 .شودکار برده ميهاي عدم قطعيت بهماتريس
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 شبیه سازی عددی -7

 روش حل پیشنهادیآزمایی راستی -7-1
گاه هاي ساده در دو سمت، با طول يک تير مدرج تابعي با تکيهدر ابتدا 

 ي انتهايي آن  ي ابتدايي آن آلومينيوم و جنس لبهکه جنس لبه

براي اين منظور،. است، مورد بررسي گرفته است( ZrO2)زيرکونيوم 
46.935 11bI e m  ،29.128 8bA e m  ،  ،

71.7GPaaE  ،  ،200 GPazE   و تغييرات

در نظر  (77)و ( 74)مدول الاستيک و چگالي در طول تير مطابق با معادلات 

 . شودگرفته مي

(74) 

   
     

     

    
     

     

    
      

                                                
       

(77) 

   
     

     

    
     

     

    
      

                                                
      

استفاده ( 71) ي بعدسازي فرکانس طبيعي از رابطههمچنين جهت بي

 .شده است

(71) 


   

-دست آمده از روش ريليبعد بهمقادير فرکانس طبيعي اول بي (1)جدول در 

 متفاوت هاي ازاي ضريببه ،[19]ريتز مورد استفاده و همچنين مرجع 

 . آشکار است که نتايج با دقت بالايي با هم تطابق دارد. مقايسه شده است

سازي ديناميکي يک تير همگن سپس، به بررسي نتايج حاصل از مدل

است،  ي  هاي ساده که داراي ترکي در فاصلهگاهآلومينيومي با تکيه

شود و  مشاهده مي 2در جدول هاي مورد استفاده مشخصه. شودپرداخته مي

در اين راستا، . فرض شده است 7/1نسبت عمق ترک به ضخامت تير برابر با 

ي فرکانس طبيعي اول آن با تغيير موقعيت ترک در طول تير به محاسبه

نشان داده شده  4در جدول گونه که همان. (.4شکل ) پرداخته شده است

 . وجود دارد [1]دست آمده و مرجع است، خطاي بسيار ناچيزي ميان نتايج به

 
 بعد شده براي تير مدرج تابعيفرکانس طبيعي اول بي 1جدول 

 
  

محاسبه شده  فرکانس

 [19]در مرجع 
فرکانس محاسبه شده 

 در پژوهش حاضر

11- 7142/11 7177/11 

4- 2774/11 2769/11 

1 7664/11 7669/11 

4 4664/11  4641/11 

11 9417/9 9474/9 

 
 دومآزمايي راستيمشخصات هندسي و خواص مواد مورد استفاده شده در  2جدول 

 واحد مقدار ثابت
L 4177/1  m 
   1142/1  m 
  1217/1  m 

 4/41  GPa 

 گاه سادهفرکانس طبيعي اول تير همگن معيوب با تکيه 3جدول 

 موقعيت ترک
)x/L )نسبت  

 فرکانس

محاسبه شده 

در مرجع 

[1 ](Hz) 

فرکانس 

محاسبه شده 

در کار حاضر 
(Hz) 

اصد خطدر  

1 77/47  76/49  44/1  
1/1  42/47  41/49  44/1  
2/1  47/47  76/47  66/1  
4/1  71/44  46/47  61/1  
7/1  71/44  92/44  61/1  
1/1  41/44  71/44  67/1  
6/1  71/44  92/44  61/1  
4/1  71/44  46/47  61/1  
7/1  47/47  76/47  66/1  
9/1  42/74  41/49  44/1  

1 77/47  76/49  44/1  
 

 
 
 

  نمايش چگونگي تغيير فرکانس طبيعي اول تير با جابجايي ترک 3شکل 

 

 سازیبررسی اثر جرم و سفتی قطعات پیزوالکتریک در مدل -7-2

هاي اين پژوهش، نزديک  همان طور که در مقدمه نيز ذکر شد، يکي از انگيزه

کردن مدل ديناميکي به واقعيت فيزيکي، با در نظر گرفتن سفتي و جرم 

هاي طبيعي اول تا  فرکانس 7در جدول . قطعات پيزوالکتريک بوده است

، در حالت وجود و عدم چهارم تير داراي ترک قرار گرفته در 

 . وجود قطعات پيزوالکتريک در مدل ديناميکي ارائه شده است
 

هاي اول تا چهارم تير، در دو حالت، با پيزوالکتريک و بدون  فرکانس 4جدول 

 پيزوالکتريک
محاسبه شده با  فرکانس 

 (Hz)وجود پيزوالکتريک
فرکانس محاسبه شده 

در غياب 

 (Hz)پيزوالکتريک

در صد 

 خطا

 11/1 92/1 14/2 مد اول

 16/11 92/11 14/17 مد دوم 

 96/21 74/44 41/72 مد سوم 

97/44 مد چهارم  11/44 67/1 

x/L نسبت 
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در همان طور که . در نظر گرفته شده است 1 ها مطابق مشخصات اين وصله

تاثير وجود جرم و سفتي قطعات پيزوالکتريک بر شود، مشاهده مي 7جدول 

 .آشکار استدر مدهاي دوم و سوم هاي طبيعي  فرکانس

 های پیزوالکتریک ی وصلهمکان بهینه -7-3

در اين قسمت، به بررسي روش پيشنهادي براي گزينش مکان بهينه براي 

 بدين منظور با ثابت فرض کردن. هاي پيزوالکتريک پرداخته شده است وصله

ضرب  هاي مختلف عملگر، حاصل محل حسگر در محلي دلخواه، به ازاي مکان

مربوط به مدهاي اول و دوم محاسبه و سپس با ثابت    هاي مختلف انديس

فرض کردن محل عملگر در يک نقطه اختياري، و جابجا کردن حسگر در 

مربوط به مدهاي اول و دوم    هاي مختلف ضرب انديسطول تير، حاصل

شود، مشاهده مي 7در شکل گونه که همان. شودمحاسبه و سپس نرمال مي

1محل بهينه براي عملگر و حسگر، در  1 0.05 s ax x m است. 

 
پذيري نرمال شده به ازاي جابجا پذيري و کنترلنمودار تغييرات انديس رويت 4شکل 

 هاي پيزوالکتريک کردن وصله

 روش کنترل پیشنهادیآزمایی راستی -7-4
براي بررسي عملکرد سيستم کنترلي پيشنهادي، رفتار يک تير آلومينيومي 

در هاي آن  با عملگر و حسگر پيزوالکتريکي که مشخصههمگن يک سرگيردار 

 1در شکل گونه که همان. شودمعرفي شده، در نظر گرفته مي 1جدول 

باعث نوساناتي مانا با ي غير صفر، شود، ايجاد يک شرايط اوليهمشاهده مي

با فرض  [21]لي و همکاران در مرجع . شودي ثابت در اين سيستم ميدامنه

ي مد  کنندههاي جرمي تير و استفاده از کنترلخصهدر مش% 64عدم قطعيت 

اما پاسخ اين سيستم . لغزشي فازي تطبيقي به پايدارسازي آن پرداختند

در . ثانيه همراه بود 2ميراشونده با نوسانات بزرگ و همچنين زمان نشست 

ي  ادامه براي نشان دادن کارايي روش پيشنهادي، تير از يک شرايط اوليه

 2ي  اي که با استفاده از قضيهکنندهده و سپس از کنترلغيرصفر رها ش

. شود شود، براي از بين بردن نوسانات عرضي آن استفاده ميطراحي مي

 ،4کنترلي شکل شود، اعمال ورودي اهده ميمش 6در شکل  گونه کههمان

ثانيه  7/1باعث از بين رفتن ارتعاشات اين سيستم نامعين با زمان نشست 

 . خواهد شد

 کنترل ارتعاشات تیر یک سرگیردار نامعین و معیوب تحت بار حرارتی -7-5
 سازي آخر، به بررسي کارايي روش پيشنهادي در کنترل ارتعاش تيردر شبيه

 .شودپرداخته مي 1در شکل 

 

 .ي ايجاد شدهباز به شرايط اوليهپاسخ سيستم حلقه 5شکل 

 

 .ي ايجاد شدهبسته به شرايط اوليهسيستم حلقهپاسخ  6شکل 

 

 

 .پيزوالکتريکورودي کنترلي اعمال شده به محرک  7شکل 
 

نظر گرفته شده و دماي سمت  1جدول  سازي مطابق باهاي اين شبيهداده

. شودفرض مي و  ترتيب،راست و چپ تير، به

همچنين اطلاعات موجود از توزيع جرم و مدول الاستيک تير که در طراحي 

با ، (2)و ( 1) هايصورت رابطهگيرد، به کننده مورد استفاده قرار ميکنترل

 و  (11)تا ( 74)روابط بر اين اساس، با استفاده از . شودفرض مي

فرض اينکه بيشترين اثر اين بارگذاري در دو مد نخست است، مدل فضاي 
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(76) 

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0, ,767 0 0 0     0.0257   
0 1113.8 0 0 -0.0155

1 3[ 0.34 0.3 0 0].

A B

C e

   
   

    
      

  

 

سازي انجام شده با خطا همراه است؛ يعني تير اما فرض کنيد که مدل

( 77)و ( 74)طبق رابطه مدرج تابعي واقعي داراي مدول الاستيک و چگالي 

 .باشد

(74) 

3
( ) 1 ( ) 1b m c m c c

x xE E E E E E
L L

   
         

   
 

(77) 

3
( ) 1 ( ) 1b m c m c c

x x
L L

     
   

         
   

 

ي غير  شود، ايجاد يک شرايط اوليهمشاهده مي 7در شکل گونه که همان

سبب ايجاد اغتشاش ( 44) يکه مطابق رابطه)صفر و همچنين بار حرارتي 

]ثابت  ] نوساناتي  ، باعث(شودبر سيستم تحت کنترل مي

اکنون براي طراحي . شودي ثابت در اين سيستم ميمانا با دامنه

، 2ي  به بند الف ملاحظهي مقاوم، فرض کنيد که با توجه کننده کنترل

در ( 76)ي بر روي مدل نام (79)رابطه صورت هاي عدم قطعيت بهماتريس

 .نظر گرفته شود

(79) 

0 0 0 0 0
0 0 0 0 01e5 , ,0.07 0.1 0 0     0.26   

0.2 1.1 0 0 -0.15
[0.26 0.15 0 0].

A B

C

   
   

       
      

 

 

بر اين اساس، با در نظر گرفتن   2ي  و استفاده از قضيه ،

 (91)و ( 91)روابط صورت گر حالت مقاوم بهکننده و رويتهاي کنترل بهره

 .شود محاسبه مي

(91)   
(91)   

 

 سازي کنترل تير معيوب مشخصات لازم جهت شبيه 5جدول 

 واحد مقدار ثابت
L 711/1  m 

   1142/1  m 

   2664/1  mm 

  1217/1  m 

   11/1  m 

   11/1  m 

    1/1  m 

    11/1  m 

   4711 kg/m3 

   
  66 GPa 

   
  71/7- e7 V/m 

   
  66/6 e4 m/F 

    -191e-12V/m 

  7e-4 m/(m K) 

 2/1   

کنترلي شکل شود، اعمال ورودي مشاهده مي 9در شکل گونه که  همان

ي داراي عدم  بستهپايدارسازي با کارايي مناسب اين سيستم حلقه باعث 11

 براي نمايش بهتر کيفيت پاسخ، جابجايي نوک اين تير در. قطعيت خواهد شد

جابجايي نوک اين تير وقتي که  12در شکل . نشان داده شده است 11شکل 

آشکار است که وجود اغتشاش . شودتحت بار حرارتي قرار ندارد، مشاهده مي

تنها باعث ايجاد يک خطاي حالت ماندگار کوچک در پاسخ  حرارتي 

 .شودبسته ميسيستم حلقه

 

 .ي غيرصفرپاسخ تير معيوب کنترل نشده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 8شکل 

 

 .ي غيرصفرپاسخ تير معيوب کنترل شده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 9شکل 
 

 

تحت بار محرک پيزوالکتريک تير معيوب  بهورودي کنترلي اعمال شده  11شکل 
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ي  جابجايي نوک تير معيوب کنترل شده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 11شکل 

 .غيرصفر
 

 
  .ي غيرصفرجابجايي نوک تير معيوب کنترل شده تحت شرايط اوليه 12شکل 

 
 نتیجه گیری -8

در اين مقاله، روشي مقاوم براي کنترل ارتعاشات عرضي تير يک سرگيردار 

ي جرمي و ها داراي ترک و تحت تأثير بار حرارتي که مشخصه مدرج تابعي

در اين راستا، از صفحات . گرفت است، مورد بررسي قرار سفتي آن نامعين

چنين  گيري ميزان ارتعاشات عرضي تير و هممنظور اندازهپيزوالکتريک به

هاي  کارگيري روشهمچنين با به. اعمال نيروهاي کنترلي بهره برده شد

هاي ديفرانسيل زماني ريتز و تصويرسازي گالرکين معادله-ريلي

سپس با بيان اين معادلات به فرم  .ي رفتار سيستم استخراج شد  کننده تشريح

گر حالت مقاوم براي فضاي حالت، روش بازخورد خروجي مبتني بر رؤيت

در اين روش، با در نظر گرفتن عدم . کار گرفته شدکنترل اين سيستم به

. صورت نرُم محدود، از روش لياپانوف بهره برده شدهاي پارامتري به قطعيت

رايي بسيار خوب روش پيشنهادي را نشان داد، هاي انجام شده، کا سازي  شبيه

همچنين همان طور که در قسمت مقايسه توضيح داده شد، در برخي از مدها 

سازي  شود که در مدل اثر وجود پيزوالکتريک بارز خواهد بود لذا توصيه مي

 .وجود قطعات پيزوالکتريک را لحاظ کرد

 مراجع -9
[1] Afshari, M. and Inman, D. J., "Continuous crack modeling in 

piezoelectrically driven vibrations of an Ruler–Bernoulli beam", Journal 
of Vibration and Control, Vol. 19, No. 3, pp. 341-355, 2013.  

[2] Heydari, M. and Ebrahimi, A., Behzad, M., "Forced vibration analysis of a 
Timoshenko cracked beam using a continuous model for the crack, 
Engineering Science and Technology", an International Journal, Vol. 17, 
No. 4, pp. 194-204, 2014. 

[3] Damanpack, A. Bodaghi, M. Aghdam, M. and Shakeri, M., "Active control of 
geometrically non-linear transient response of sandwich beams with a 
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