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 چکیده

و نیز ای هندسی اولیه تحت نیروی فشاری درون صفحه انحنایدر این مقاله به بررسی مقاومت نهایی صفحات کامپوزیتی مربعی حاوی 

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده شده که از در این تحقیق  .با استفاده از روش ریتز پرداخته شده استفشار جانبی سینوسی 

نهایی بدست آمده برای صفحات نازک، شوند که مقاومت اند. این فرضیات باعث میها کوچک فرض شدهدر این روابط خیزها و تغییر شکل

برای  .تر نتایج قابل قبول خواهد بودبه دلیل نادیده گرفتن اثرات ترمهای غیرخطی، محتاطانه باشد در صورتی که برای صفحات ضخیم

برای شرایط  شرایط مرزی خارج از صفحه، لولایی وبدست آوردن معادلات تعادل صفحه اصل انرژی پتانسیل کمینه به کار رفته است. 

شوند. از معیار شکست هشین برای بررسی شکست استفاده شده است. دو نوع ها به صورت خط مستقیم جابجا می، لبهمرزی درون صفحه

ای که کاهش سختی به کل لایه شکسته شده شود که عبارتند از مدل کاهش سختی کل لایهمدل کاهش سختی در این مقاله بررسی می

یابد. کاهش سختی مواد به صورت ای که بعد از شکست فقط سختی همان ناحیه کاهش میمدل کاهش سختی ناحیهشود و اعمال می

یابد. علاوه بر محاسبه بار شکست لایه اول و آخر، تعداد آنی بوده لذا بلافاصله بعد از شکسته شدن لایه یا ناحیه، سختی آن کاهش می

اولین و آخرین لایه شکسته شده ارائه شده است. در آخر نتایج بدست آمده از طریق های شکسته شده و مختصات نقاط شکست لایه

 روش ارائه شده در این تحقیق با نتایج موجود در مراجع دیگر دیگر مقایسه گردیده است.
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Abstract 

This paper investigates the ultimate strength analysis of imperfect composite plates under both in-plane 

compressive load and lateral pressure using Ritz method. In this study, the first order shear deformation plate 

theory has been applied and the small deflection theory is also considered therefore the obtained results for thin 
plates could be a little bit off however the results for relatively thick plates are more reliable. The formulations are 

based on the concept of the principle of minimum potential energy. The laminates are simply supported at the 

loaded ends as well as the unloaded edges. The in-plane lateral expansion is allowed for all edges however they 
are kept straight. To investigate the failure analysis, Hashin failure criterion has been applied and also two 

different models for degradation of stiffness has been used. The first model is complete-ply stiffness degradation 

model that apply the degradation of properties to the whole ply, and the second is regional stiffness degradation 
model which degrade the properties of that region. The instantaneous degradation of material properties is used for 

failed ply or region of failed ply. In addition to find the first and last ply failure loads, the number of failed plies 

and coordinates of failure points in first and last plies has been obtained. Finally, the results obtained by the 
proposed method have been validated by results available in the literature. 

 مقدمه -1

جمله صنایع ای در صنایع مختلفی از مواد کامپوزیتی به طور گسترده

های بادی هوافضایی، صنایع نظامی، خودروسازی و حتی در ساخت توربین

تر اند و با گذشت زمان روز به روز کاربردشان گستردهمورد استفاده قرار گرفته

شود. از این رو بررسی ساختار آنها و نیز بررسی خواصشان در شرایط می

ایی صفحات کامپوزیتی تحلیل مقاومت نه. مختلف بسیار حائز اهمیت است

ها هم پیچیده که این روش گیردهای المان محدود صورت میمعمولاً با روش
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بر هستند، از این رو پیدا کردن روشی قابل اعتماد و ساده بوده و هم زمان

 برای تحلیل این صفحات حائز اهمیت است.

تحلیل کمانش و تحلیلهای غیرخطی هندسی صفحات کامپوزیتی در 

-1لف بطور گسترده صورت گرفته است]پیشین و نیز در کتب مخت تحقیقات

اند . این تحقیقات غالبا اثرات انحنای هندسی اولیه را نادیده گرفته[3

 درحالیکه اخیراً تحلیل چنین صفحاتی بیشتر مورد توجه قرار گرفته است.

برای تحلیل مقاومت نهایی صفحات فلزی تقویت شده و تقویت نشده با  

های گوناگون، بروباک هایی با شکل مقاطع مختلف و نیز شرایط مرزیتقویتی

اند. تحلیل مقاومت نهایی به کار برده های مختلفیروش [4-8]و همکاران 

قای صفحات کامپوزیتی مستطیلی با انحنای هندسی اولیه اخیراً توسط آ

ارائه شده است، که به بررسی صفحات مربعی و مستطیلی با  [9]1هیمن

شرایط مرزی لولایی هم با استفاده از تست و هم با استفاده از تحلیل 

 غیرخطی المان محدود پرداخته است.

تحلیل مقاومت نهایی صفحات کامپوزیتی دارای انحنای هندسی اولیه 

ی توسط آقای یانگ و همکاران اتحت نیروی یکنواخت فشاری درون صفحه

های غیر خطی نادیده صورت گرفته است. در این تحقیق اثرات ترم [10]

های مختلف تحلیل با استفاده از روش ریتز ارائه اند و نیز مدلگرفته شده

 اند.مقایسه شده [9]گردیده است و نتایج بدست آمده با نتایج مرجع 

شروع و پیشروی آسیب  [11]آقای شکریه و همکارانش  2015در سال 

های کامپوزیتی با سوراخ مرکزی تحت بار کششی را با استفاده از در چند لایه

 تحلیل اجزا محدود مورد بررسی قرار دادند.

مقاومت نهایی صفحات کامپوزیتی دارای سوراخ تحت فشار در سال 

با استفاده از روش المان محدود مورد  [12]توسط سو و همکارانش  2015

 های انجام شده مقایسه گردید.بررسی قرار گرفت و نتایج حاصله با نتایج تست

مقاومت نهایی صفحات  [13]در همین سال آقای لی و همکارانش 

کامپوزیتی تحت فشار و دارای سوراخ بیضوی شکل را با استفاده از روش 

 رد بررسی قرار دادند.المان محدود و نیز انجام تست مو

در مقاله حاضر به بررسی و تخمین مقاومت نهایی صفحات کامپوزیتی با 

های هندسی اولیه متفاوت، با استفاده از معیار های مختلف و انحناضخامت

پرداخته شده است. متفاوت با مراجع دیگر، بارگذاری در  [13]2شکست هشین

ای بوده و هم به ری درون صفحهاین مقاله هم به صورت نیروی یکنواخت فشا

باشد. بعبارتی مقاومت نهایی صفحات و صورت فشارجانبی سینوسی می

های توامان فشاری درون همچنین بار اولین لایه شکست آنها، تحت بارگذاری

ای و فشار جانبی سینوسی بررسی شده است. برای شرایط مرزی خارج صفحه

طرف به صورت لولایی گرفته شده ای فرض شده که صفحه از چهار از صفحه

و از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده شده است. همچنین از اثرات 

ها کوچک های پس از کمانش صرف نظر شده و لذا تغییر شکلتغییر شکل

ای است های درون صفحهاند، معیار شکست محدود به تنشفرض شده

 گرفته نشده است. ای نیز در نظر بنابراین  شکست بین لایه

های یک صفحه کامپوزیتی که تحت نیروی فشاری وقتی هرکدام از لایه

شوند سختی مربوط به آن لایه کاهش گیرند، دچار شکست میقرار می

یابد. بسته به این که کاهش سختی به چه صورت اعمال شود دو روش می

 مورد بررسی قرار گرفته است:

                                                           
1 Hayman 
2 Hashin 

به کل لایه اعمال شود که به آن مدل  بعد از شکست لایه کاهش سختی -1

 شود.ای گفته میکاهش سختی کل لایه

ای که شکست در آن بعد از شکست لایه کاهش سختی فقط به ناحیه -2

ناحیه مختلف  9اتفاق افتاده اعمال شود. که برای این منظور صفحه به 

شود. البته یک آنالیز همگرایی برای تعداد نواحی برای تحلیل بندی میتقسیم

 صفحه نیز انجام شده است.

ها با استفاده از معیار هشین و با دو نوع مختلف کاهش سختی تحلیل

مورد بررسی قرار گرفته است و در بخش آخر نتایج  3مواد و توسط روش ریتز

 اند.مراجع موجود تا حد امکان مقایسه شدهبدست آمده با نتایج 

 معیار شکست هشین -2

توسط آقای هشین ارائه شده است،  1973معیار شکست هشین که در سال 

 :[14]باشدای به شکل زیر میهای درون صفحهبرای تنش

 
𝑓1

𝑡 = (
𝜎1

𝑋𝑡
)
2

= 1; 𝑓1
𝑐 = (

𝜎1

𝑋𝑐
)
2

= 1 

(1) 𝑓2
𝑡 = (

𝜎2

𝑌𝑡
)
2

+ (
𝜏12

𝑆12
)
2

= 1; 𝑓2
𝑐 = (

𝜎2

𝑌𝑐
)
2

+ (
𝜏12

𝑆12
)
2

= 1 

های درون هنگامی که نیروی اعمالی به صفحه به حدی رسید که تنش

ای، یکی از معیارهای بالا را که هرکدام مربوط به یک مود شکست صفحه

 شود.باشند، اقناع کنند صفحه دچار شکست میمی

 کاهش خواص -2-1

هنگامی که هر یک از روابط اشاره شده در معیار هشین به مقدار واحد برسند 

شود و بعد از شکسته شدن، خواص یعنی صفحه کامپوزیتی دچار شکست می

ای که یابد. برای توصیف این عمل ماتریس سختی لایهاین صفحه کاهش می

 :[9]کند تغییر می (2رابطه )شود به صورت شکسته می

(2) 
𝑅 = [

(1 − 𝑑1)𝑅11 (1 − 𝑑1)(1 − 𝑑2)𝑅12 0

𝑠𝑦𝑚 (1 − 𝑑2)𝑅22 0
𝑠𝑦𝑚 𝑠𝑦𝑚 𝑅66

] 

به ترتیب ضرایب شکست مربوط به الیاف و ماتریس  𝑑2و  𝑑1 که مقادیر

 :[9]باشند . بقیه پارامترها به صورت زیر میاست

 𝑅11 =
𝐸1

1 − 𝜗12𝜗21(1 − 𝑑1)(1 − 𝑑2)
 

 𝑅12 =
𝜗12𝐸2

1 − 𝜗12𝜗21(1 − 𝑑1)(1 − 𝑑2)
 

 𝑅22 =
𝐸2

1 − 𝜗12𝜗21(1 − 𝑑1)(1 − 𝑑2)
 

(3) 𝑅66 = (1 − 𝑑1)(1 − 𝑑2)𝐺12 

ای اتفاق همانطور که در ابتدا فرض شده بود که شکست بین لایه

کند و به افتد ماتریس سختی برشی عرضی در حین آنالیز تغییر نمینمی

 گردد:صورت زیر تعریف می

 𝐾 = [
𝑘44 0
0 𝑘55

] 

                                                           
3 Ritz 
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 𝑘44 = 𝐺23 

(4) 𝑘55 = 𝐺13 

کامپوزیتی در دو مدل مورد بررسی قرار  در این مقاله یک صفحه

باشد و گیرد، که اولین مدل مربوط به اعمال کاهش سختی به کل لایه میمی

. دومین مدل مربوط به اعمال کاهش سختی به ناحیه شکسته شده است
مدل کاهش سختی مواد در این بررسی به صورت آنی بوده و بلافاصله بعد از 

یابد، از سختی قبل از شکست کاهش می درصد 1شکست، سختی ماده به 

 0.99برابر  2در معادله  𝑑2یعنی اگر در یک لایه، ماتریس دچار شکست شود 

 شود.می 0.99برابر  𝑑1شود، و اگر الیاف دچار شکست شوند می

 مدل کاهش سختی مواد در کل لایه  -3

صفحه مورد بررسی از چهار طرف به صورت لولایی گرفته شده و ابعاد آن 

متر مربع است و نیز دارای یک تغییر شکل اولیه سینوسی میلی 500×500

شود که در شکل نشان داده می wiشکل است که مقدار آن در وسط صفحه با 

آورده شده است. البته صفحات بدون انحنای هندسی اولیه نیز مورد بررسی  1

شوند. بار برابر صفر در نظر گرفته می  wiاند که در این صورتقرار گرفته

شود. ای از طرف محور طولی به صفحه وارد میفشاری یکنواخت درون صفحه

ولیه و ای کل به صورت جمع انحنای هندسی اتغییر شکل خارج از صفحه

باشد که به صورت تغییر شکل خود صفحه بخاطر اعمال نیرو می

wtot=w+wi شود. نشان داده می 

بمنظور استفاده از روش حل ریتز و برای اقناع شرایط مرزی لولایی 

صفحه و با فرض اینکه صفحه از دو طرف گرفته شده و از یک سمت نیرو 

 .نشان داده شده است 2شود شرایط مرزی در شکل اعمال می

 
 

 
 

Fig. 1 Schematic representation of a plate with imperfection  under in-

plane load and lateral pressure 
شااماتیک یااک صاافحه بااا شااکل انحنااای هندساای اولیااه  نمااایش 1شکککل 

 تحت نیروهای محوری و فشار جانبی

 

 
Fig. 2 Plates boundary conditions 

 شرایط مرزی صفحات  2شکل 

های جابجایی ، میدان2با توجه به شرایط مرزی نشان داده شده در شکل 

 به صورت زیر تخمین زده شده است:

 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑋𝑚𝑛 cos (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
)

𝑛𝑡

𝑚=1

𝑛𝑡

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

 𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑌𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
)

𝑛𝑡

𝑚=1

𝑛𝑡

𝑛=1

cos (
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

 𝑤𝑡𝑜𝑡(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑤𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
)

𝑛𝑡

𝑚=1

𝑛𝑡

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

                         +𝑤𝑖sin (
𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝜋𝑦

𝑏
) 

 𝑢0(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑢𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
)

𝑛𝑡

𝑚=1

𝑛𝑡

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) +

𝑢𝑐𝑥

𝑎
 

(5) 𝑣0(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑣𝑚𝑛 sin (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
)

𝑛𝑡

𝑚=1

𝑛𝑡

𝑛=1

sin (
𝑛𝜋𝑦

𝑏
) +

𝑣𝑐𝑦

𝑏
 

ب ,𝑋𝑚𝑛که در این معادلات ضرای 𝑌𝑚𝑛, 𝑤𝑚𝑛 , 𝑢𝑚𝑛, 𝑣𝑚𝑛, 𝑢𝑐 , 𝑣𝑐 

بیانگر تعداد ترم در هرکدام   𝑛𝑡درجات آزادی مجهول هستند و نیز  و ضرایب

باشد. شایان ذکر است که شرایط مرزی درون های جابجایی میاز میدان

 مستقیم فرض شده است. هایلبهها به صورت ای در لبهصفحه

های غیر خطی در روابط، به های کرنش بدون در نظرگیری ترممیدان

 شوند:صورت زیر بیان می

 𝜀 = 𝜀0 + 𝑧𝜓 

 𝜀0 =

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 

, 𝜓 =

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 

 

 (6) 𝜀𝑠 =

[
 
 
 𝜑𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜑𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥 ]
 
 
 

 

𝑥 

𝑦 

𝑣𝑐  

𝑢𝑐  

𝑁𝑥 

𝑢 = 𝑤 = 0 

𝜑𝑦 = 0 

 𝑣 ≠ 0,𝜑𝑥 ≠ 0  

𝑤 = 𝜑𝑥 = 0 

 𝑣 = 𝑣𝑐, 𝜑𝑦 ≠ 0, 𝑢 ≠ 0  

𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 0 

 𝑢 ≠ 0, 𝜑𝑦 ≠ 0  

𝑤 = 𝜑𝑦 = 0  

𝑢 = 𝑢𝑐 

 𝑣 ≠ 0,𝜑𝑥 ≠ 0 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝑤𝑖 

𝑁𝑥 

a 

𝑏 

ℎ 
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 𝜀𝑠های انحنا و کرنش 𝜓کرنشهای محوری،  𝜀0که در روابط بالا 

انرژی پتانسیل کل صفحه که به دو بخش انرژی باشند. های برشی میکرنش

، به شودپتانسیل مربوط به نیروهای خارجی تقسیم میکرنشی و انرژی 

 .صورت زیر است

(7) 𝛱 = 𝑈 + 𝑊 

انرژی کرنشی به چهار بخش انرژی کرنشی محوری، انرژی کرنشی 

محوری، انرژی کرنشی خمشی و انرژی کرنشی برشی -کوپلینگ خمشی

نرژی پتانسیل به های کرنش داخل اشود که با جایگذاری میدانتقسیم می

 .شودزیر می صورت

 𝑈 =
1

2
∫ 𝜀𝑇𝜎𝑑𝑉
𝑉

+
1

2
∫ 𝜀𝑠

𝑇𝜎𝑠𝑑𝑉
𝑉

 

      =
1

2
∫ ∫ 𝜀𝑇𝑄𝜀𝑑𝑧𝑑𝐴

ℎ

2

−
ℎ

2
𝐴

+
1

2
∫ ∫ 𝜀𝑠

𝑇𝑄𝑠𝜀𝑠𝑑𝑧𝑑𝐴

ℎ

2

−
ℎ

2
𝐴

 

     =
1

2
∫ (𝜀0

𝑇𝐴𝜀0 + 2𝜀0
𝑇

𝐴

𝐵𝑘 + 𝑘𝑇𝐷𝑘 + 𝜀𝑠
𝑇𝐴𝑠𝜀𝑠)𝑑𝐴 

(8)     = 𝑈𝑚 + 𝑈𝑐 + 𝑈𝑏 + 𝑈𝑠 

در ذیل بصورت  های انرژی کرنشیهای مربوط به هر یک از بخشترم

 اند.کامل آورده شده

  𝑈𝑚 =
1

2
∫ 𝜀0

𝑇𝐴𝜀0
𝐴

𝑑𝐴 =
1

2
∫ ∫ 𝐴11 (

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
)
2𝑎

0

𝑏

0

 

             +2𝐴12 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
) (

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
) + 𝐴22 (

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
)
2

 

             +2𝐴16

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
) 

             +2𝐴26

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
) 

(9)             +𝐴66 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)
2

d𝑥d𝑦 

 

𝑈𝑐 =
1

2
∫ 2𝜀0

𝑇𝐵𝑘
𝐴

𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝐵11 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
) (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
)

𝑎

0

𝑏

0

  

          +𝐵12 (
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
) (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
) + 𝐵12 (

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
)(

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
)  

          +𝐵22 (
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
)(

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐵16 (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
) (

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)  

          +𝐵16 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
)(

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)  

          +𝐵26 (
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
) (

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)  

          +𝐵26 (
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
)(

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)  

          +𝐵66 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
) (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
) d𝑥d𝑦 (10) 

𝑈𝑏 =
1

2
∫ 𝑘𝑇𝐷𝑘
𝐴

𝑑𝐴 =
1

2
∫ ∫ 𝐷11 (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
)
2𝑎

0

𝑏

0

  

          +2𝐷12 (
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
) (

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐷22 (

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
)

2

  

          +2𝐷16 (
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
) (

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)  

          +2𝐷26 (
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
)(

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)  

          +𝐷66 (
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
)

2

d𝑥d𝑦 (11) 

𝑈𝑠 =
1

2
∫ 𝜀𝑠

𝑇𝐴𝑠𝜀𝑠𝑑𝐴
𝐴

  

      =
1

2
𝑘𝑠 ∫ ∫ 𝐴44 (𝜑𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
)

2𝑎

0

𝑏

0

  

          +𝐴55 (𝜑𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

d𝑥d𝑦 (12) 

 انرژی پتانسیل نیروهای خارجی نیز از طریق روابط زیر قابل محاسبه است. 

 

𝑊 = −
1

2
∫ ∫ 𝑁𝑥 (

𝜕𝑤𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
)
2𝑎

0

𝑏

0

d𝑥d𝑦  

           +∫ ∫ 𝑁𝑥 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
)

𝑎

0

𝑏

0

d𝑥d𝑦  

           −∫ ∫ 𝑝0 sin (
𝜋𝑥

𝑎
)

𝑎

0

𝑏

0

sin (
𝜋𝑦

𝑏
)𝑤 d𝑥d𝑦 (13) 

 

ضریب  𝑘𝑠در رابطه انرژی پتانسیل مربوط به نیروهای برشی ضریب 

اصلاح برشی بوده و برابر 
5

6
باشد. با قراردادن میدانهای جابجایی در روابط می 

انرژی پتانسیل مذکور و کمینه کردن آن بر حسب ضرایب نامعلوم و حل 

دستگاه خطی بدست آمده می توان ضرایب مجهول را استخراج نمود. با یافتن 

و  xتوان کرنش و تنش در راستای ضرایب مجهول در میدانهای جابجایی می

y  وz  هر لایه با استفاده از روابط زیر محاسبه نمود:را برای 

. 

(14) 
{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} =  [𝑅] {

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

} 

 

 2همان ماتریس سختی ارائه شده در رابطه  [𝑅]ماتریس  (14)که در رابطه 

 باشد.می

توان با انتقال میدان تنش با استفاده از ماتریس انتقال، تنش در حال می

گیرد را برای هر معیار شکست مورد استفاده قرار میراستای اصلی مواد که در 

 نقطه مورد بررسی در صفحه بدست آورد.

ای ابتدا یک آنالیز همگرایی برای برای تحلیل مدل کاهش سختی ناحیه

 3تعداد نواحی به کار گرفته شده در صفحه نیاز است. برای این کار شکل 

متر و میلی 5لایه با انحنای اولیه  24نشانگر تحلیل مقاومت نهایی یک صفحه 

ناحیه انجام شده  49و  25، 9ها با باشد که در آن تحلیلبدون فشار جانبی می

باشد. همچنین در این شکل است که ابعاد تمام نواحی با یکدیگر برابر می

 نقاط شکست اولین و آخرین لایه نیز مشخص شده است.
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Fig. 3 Convergence study with regard to number of regions for 

laminate with 24 layers and w0= 5 mm   
لایه با انحنای هندسی  22آنالیز همگرایی نسبت به تعداد نواحی برای صفحه  3شکل

 متر میلی 5

 

شود بار اولین لایه شکست در تمامی مشاهده می 3همانطور که از شکل 

ها با نواحی مختلف یکسان است و این امر بدین دلیل است که قبل از تحلیل

ها وجود ندارد اینکه هیچکدام از نواحی دچار شکست شوند تفاوتی بین تحلیل

، 9ها با شود که تفاوت زیادی در بار نهایی حاصل از تحلیلو نیز مشاهده می

شود از طرفی با افزایش تعداد نواحی زمان انجام ناحیه مشاهده نمی 49 و 25

ها با مدل کاهش سختی یابد از این رو برای تمامی تحلیلها افزایش میتحلیل

 ناحیه اتخاذ شده است. 9ای، ناحیه

 ایمدل کاهش سختی ناحیه -4

رژی شوند و انهای جابجایی مثل قبل تخمین زده میدر این روش نیز میدان

شود فقط با این تفاوت که طبق پتانسیل صفحه نیز مانند گذشته محاسبه می

شود )طبق آنالیز همگرایی انجام ناحیه تقسیم می 9صفحه به  4شکل 

افتد، فقط خواص پذیرفته در بخش قبل( و در هر ناحیه که شکست اتفاق می

 یابد.مربوط به آن ناحیه کاهش می

 
Fig. 4 Divide the plate into different areas 

 های مختلفتقسیم صفحه به ناحیه 4شکل

برای دستیابی به اهداف مقاله حاضر و بدست آوردن مقاومت نهایی 

شود. این نشان داده شده است، عمل می 5 صفحات طبق روندی که در شکل

شود که دیگر نتوان نیرو را افزایش داد که در این ادامه داده میروند تا جایی 

 شود.صورت بار نهایی حاصل می

 هندسه و خواص مواد -5

همانطور که گفته شد، صفحات مورد بررسی به صورت مربعی بوده و از هر 

اند که خواص مادی آنها در زیر آورده چهارطرف به صورت لولایی گرفته شده

 شده است:

𝐸1 = 49627 𝑀𝑃𝑎, 𝐸2 = 15430 𝑀𝑃𝑎, 𝜗12 = 0.272 

𝐺12 = 𝐺13 = 𝐺23 = 4800 𝑀𝑃𝑎 

𝑋𝑡 = 968 𝑀𝑃𝑎, 𝑋𝑐 = 968 𝑀𝑃𝑎, 𝑌𝑡 = 24 𝑀𝑃𝑎, 

𝑌𝑡 = 118 𝑀𝑃𝑎 

𝑥صفحات مورد بررسی در لبه  = اند و بار گرفته شده 𝑥در جهت  0

𝑥در لبه  𝑁 یکنواخت فشاری = 𝑎 شود.به آنها وارد می 
 

 

Fig. 5 The process of failure analysis 

 روند تحلیل شکست 5شکل 

 

[45-/0/45/90]لایه چینی صفحات به صورت
X,s

است که ضخامت   

ضخامت صفحه، با افزایش مقدار  ℎشود و میلی متر فرض می 1هر لایه برابر 

𝑋 یابد که در این مقاله مقادیر افزایش می𝑋 های برای صفحات با ضخامت

𝑋مختلف بصورت  = در سمت مقعر  1یابد و نیز لایه شماره تغییر می 1,3,6

0

25
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100

125

5 9 13 17 21

S
tr

es
s 

(M
P

a)
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9 Regions

25 Regions

49 Regions

First Ply Failure

Last Ply Failure

انتخاب یک مقدار اولیه 

 N برای نیروی

های جابجایی محاسبه میدان

 های کرنشو میدان

 محاسبه تنشهای درون صفحه ای

چک کردن معیار شکست 

 با استفاده از معیار هشین

 Nافزایش نیروی 

در آن مکانی که شکست  ،Nثبت نیروی 

 که شکسته شده ایاتفاق افتاده و شماره لایه

ای که کاهش خواص مواد در لایه

 شکست در آن اتفاق افتاده

های سختی محاسبه دوباره ماتریس

A,B,D 

 شکست اتفاق افتاد 

  یفتادنشکست اتفاق 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

𝑥 

𝑦 
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 صفحه قرار دارد. مقادیر انحنای هندسی اولیه برای صفحات مورد بررسی 

 باشد.متر میمیلی 15و  5، 0.5

های جابجایی ترم برای هرکدام از میدان 49ها با تمامی تحلیلبنابراین 

𝑛𝑡 یعنی = ای صورت گرفته است. همچنین برای مدل کاهش سختی ناحیه7

برابر  8و  2و نواحی  بوده 160×160برابر  9و  7و  3و  1ابعاد نواحی 

فرض  180×180، 5و ناحیه  180×160، 6و  4های و ناحیه 160×180

 اند.شده

اعمالی بر صفحه نیز از رابطه زیر جانبی بعد کردن مقدار فشار برای بی

 استفاده شده است:

(15) 𝑄 =
𝑛𝑝0𝑎

3
 

8𝐷22

 

 اینتایج مدل کاهش سختی کل لایه -6

صفحات کامپوزیتی با انحنای  [10]همانطور که پیشتر گفته شد در مرجع 

ای مورد بررسی قرار هندسی اولیه تحت نیروی یکنواخت فشاری درون صفحه

گرفته است. برای اطمینان از صحت نتایج بدست آمده در این مقاله نتایج 

حاصل شده برای صفحات با انحنای هندسی اولیه و بدون فشار جانبی با نتایج 

اند. در این جدول علاوه آورده شده 1دول این مرجع مقایسه گردیده و در ج

نیز که در آن  [9]نتایج استخراج شده توسط مرجع  [10]بر نتایج مرجع 

ها با استفاده از روش المان محدود انجام شده، مقایسه گردیده است. تحلیل

های مختلف و مقادیر ای برای ضخامتکاهش سختی کل لایه نتایج مدل

آورده شده است. در  2ای مختلف در جدول هتغییر شکل اولیه وسط صفح

جدول مذکور نیروی اولین لایه شکسته شده و شماره آن لایه و مختصات 

نقطه شکست، نیرو و شماره آخرین لایه شکسته شده و نیز مختصات آن به 

متر و نیز با فشارهای میلی 15و  5های صفر، ازای انحنای هندسی اولیه

واحد آورده شده است. همچنین در این  3و  2، 1جانبی با فاکتورهای فشار 

های مختلف نتایج مربوط به جدول برای صفحات مختلف با انحنای هندسی

ای، اولین لایه فشاری که به ازای آن، بدون اعمال بار فشاری درون صفحه

شود که در شود، آورده شده است که به آن فشار بحرانی گفته میشکسته می

ای، صفحه دچار مال بار محوری فشاری درون صفحهاین حالت بدون اع

شود. لازم شود یعنی بار اولین لایه شکست در این حالت صفر میشکست می

های اولین لایه شکست و بار نهایی گفته شده در جداول به ذکر است که تنش

 باشد.ای محوری اعمال شده بر صفحه میهای درون صفحههمان تنش

 ایناحیه نتایج مدل کاهش سختی -7

های مانند مدل قبل برای ضخامت 3برای این مدل نیز نتایج در جدول 

مختلف و مقادیر گوناگون تغییر شکل اولیه وسط صفحه و نیز فشار 

های مختلف ارائه شده است.  نیروی شکست اولین و آخرین لایه و جانبی

شماره آنها و همچنین مختصات نقاط شکست در جدول ارائه شده است. 

اند و شکست الیاف شدهتعداد نواحی که در هر صفحه دچار شکست ماتریس 

نمایشگر نتایج بار بر حسب  7و  6نیز آورده شده است. همچنین شکل 

ای در وسط جابجایی لبه صفحه و بار بر حسب جابجایی خارج از صفحه

متر با وجود میلی 15لایه با انحنای هندسی اولیه  24صفحه برای یک صفحه 

هم   در این اشکال   باشد.ای میفشار جانبی و مدل کاهش سختی ناحیه

های بدون درنظرگیری خرابی و هم با درنظرگیری خرابی برای منحنی

و فشار بحرانی آورده شده است و نیز نقاط  1با فاکتور فشار  فشارهای جانبی

توپر نمایانگر شکست اولین لایه و نقاط تو خالی نشان دهنده آخرین لایه 

 باشد.شکست شده می

 

 

Fig. 6 Load-longitudinal displacement behavior for laminate with 24 

layers and with central initial imperfection 15 mm under sinusoidal 

lateral pressure with pressure load factor 1 and critical pressure and  
plyregion degradation model. 

لایاه باا انحناای  22بجایی لبه صفحه برای یک صفحه نتایج بار بر حسب جا 6شکل 

متر تحت فشار جاانبی سینوسای باا اساتفاده از مادل کااهش میلی 15هندسی اولیه 

 ایسختی ناحیه

 

 

Fig. 7 Load-deflection behavior for laminate with 24 layers and with 

central initial imperfection 15 mm under sinusoidal lateral pressure 

with pressure load factor 1 and critical pressure and ply region 

degradation model.  

لایه با انحنای  22برای یک صفحه  نتایج بار بر حسب جابجایی وسط صفحه 7شکل 

متر تحت فشار جانبی سینوسی با استفاده از مدل کاهش میلی 15هندسی اولیه 

  .و فشار بحرانی 1ای با فاکتور فشار سختی ناحیه
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 بررسی نتایج -8

اولین لایه شکست شده در صفحات به جز در دو مورد معمولًا لایه آخر یعنی 

0)لایه 
°
ترین صفحات با باشد که آن دو حالت نیز مربوط به ضخیممی (

مشاهده  1باشد. همانطور که از جدول ای میکمترین تغییر شکل وسط صفحه

شود در حالتی که صفحه دارای کمترین انحنای هندسی اولیه و بیشترین می

ها نسبت به نتایج صفحات دیگر به نتایج المان ضخامت باشد، نتایج تحلیل

باشد که این نیز مشهود می 8نزدیکتر هستند که این امر از شکل  [9]دود مح

های صورت گرفته در این شکل نشان دهنده نتایج بار نهایی حاصل از تحلیل

برای  [9]مقاله نسبت به بار نهایی حاصل از تحلیل المان محدود مرجع 

 15و  5، 0.5متر با انحنای اولیه میلی 48و  24، 8های صفحات با ضخامت

باشد. برای استخراج نتایج این شکل فشار جانبی به صفحات وارد متر میمیلی

را نسبت به نتایج المان  1نشده است در واقع این شکل نتایج بار نهایی جدول 

شود نتایج برای صفحه دهد. چنانچه مشاهده مینشان می [9]محدود مرجع 

درصد نتایج  89متر تقریباً یلیم 0.5متر و انحنای اولیه میلی 48با ضخامت 

باشد. در صورتیکه تحلیل صفحه می [9]استخراج شده با روش المان محدود 

متر نتایج بسیار کمتر و میلی 15متر و انحنای اولیه میلی 8با ضخامت 

دهد که برای این صفحه تری نسبت به المان محدود بدست میمحافظه کارانه

رصد است و همچنین مشاهده که این نسبت با د 10این نسیت تقریباً برابر 

یابد. در واقع این افزایش ضخامت یا کاهش انحنای اولیه افزایش می

ها های غیرخطی در تحلیلدهنده این امر است که نادیده گرفتن ترمنشان

باشد و بیشتر روی صفحات نازک یا با انحنای هندسی اولیه زیاد تأثیرگذار می

شود در واقع میزان شده یا انحنای هندسی کم میتر هرچه صفحه ضخیم

 شوند.تر میهای غیرخطی کمرنگبوده و اثرات ترم ترتغییر شکل صفحه کم

0)هایدر هر دو مدل کاهش سختی صفحات، لایه
°
90)و  (

°
معمولًا در  (

در نقاط گوشه  45- و 45های شوند و لایهوسط صفحه دچار شکست می

ای در هر لایه معمولاً ابتدا شکنند. در مدل کاهش سختی ناحیهصفحه می

و  2، 7و  3، 9و  1شود و سپس نواحی روبرو به هم مانند شکسته می 5ناحیه 

که معمولاً در  5شوند. به جز ناحیه ، معمولاً با هم دچار شکست می6و  4، 8

ها اتفاق شکست در گوشهشود، در مابقی نواحی وسط دچار شکست می

شود با افزایش افتد. همانطور که از این جداول و اشکال مشاهده میمی

انحنای هندسی اولیه یا افزایش فشار جانبی بار اولین لایه شکست و نیز بار 

شود که با افزایش انحنای یابد و همچنین مشاهده مینهایی کاهش می

ن بار اولین لایه شکست و آخرین هندسی اولیه و یا فشار جانبی، فاصله بی

 یابد.لایه شکست افزایش می

ای با توجه به نتایج بدست آمده با استفاده از مدل کاهش سختی ناحیه

معمولًا مقدار نیروی نهایی بدست آمده بیشتر از مقدار مدل کاهش سختی 

ای است، در صورتیکه همانطور که انتظار میرود نیروهای اولین لایه کل لایه

 کست در هر دو مدل یکی است.ش

 نتیجه گیری -9

در این مقاله به بررسی شکست صفحات کامپوزیتی تحت نیروی فشاری درون 

ای و فشار جانبی سینوسی توسط روش ریتز پرداخته شد. صفحات با صفحه

ضخامتهای متفاوت و دارای انحناهای هندسی مختلف بودند. تئوری تغییر 

شکل برشی مرتبه اول برای تحلیل مورد استفاده قرار گرفت و فرضیات 

های غیر خطی در معادلات های کوچک بود و از اثرات ترمساس جابجاییبرا

ها به صورت خط صرف نظر شد. صفحات با شرایط مرزی لولایی بودند که لبه

شدند. معیار شکست هشین برای بررسی صفحات بکار مستقیم جابجا می

گرفته شد. از دو مدل اعمال کاهش سختی به لایه شکسته شده استفاده شد 

ی اعمال کاهش سختی به کل لایه و یکی اعمال کاهش سختی به ناحیه یک

ای آنالیز همگرایی نسبت به تعداد شکسته شده. در مدل کاهش سختی ناحیه

نواحی صورت پذیرفت. همانطور که مشاهده شد بار اولین لایه شکست در 

قبل ها با نواحی مختلف یکسان بود و این امر بدین دلیل بود که تمامی تحلیل

ها وجود از اینکه هیچکدام از نواحی دچار شکست شوند تفاوتی بین تحلیل

ای نیز یکسان نداشت و جواب استخراج شده با جواب مدل کاهش سختی لایه

ناحیه  9بود. همچنین آنالیز همگرایی نشان از همگرا شدن نتایج صفحه با 

ت. مشاهده گردید داشت ولذا تمامی تحلیلها با این تعداد ناحیه انجام پذیرف

های غیرخطی که نتایج تحلیل صفحات ضخیم نیازی به در نظرگرفتن ترم

کرنش ندارند و تحلیلهای خطی برای این صفحات کفایت دارد. همچنین 

مشاهده گردید که در بیشتر صفحات تحت فشار جانبی، لایه آخر )یعنی لایه 

 شود. صفر درجه( بعنوان اولین لایه شکسته می

 

 

Fig. 8 Comparison of the results obtained with the results of finite 

element [9] 

 [9مقایسه نتایج استخراج شده با نتایج المان محدود ] 8شکل 
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 اینتایج تحلیل مقاومت نهایی بدون وجود فشار جانبی بر اساس مدل کاهش سختی کل لایه 1جدول 
Table. 1 The results of ultimate strength analysis based on Complete Ply Degradation Model without lateral pressure  

تنش نهایی 

حاصل از تحلیل 

المان 

 [9محدود]

 تنش 

 نهایی 

 [10مرجع]

 هایلایه تعداد

 شده شکسته

 آخرین شماره

 شکسته لایه

شده )مکان 

 نقطه شکست(

  تنش

 نهایی
(MPa) 

 اولین شماره

 شکسته لایه

شده )مکان 

 نقطه شکست(

 اولین تنش

شکست  لایه 
(MPa) 

  ضخامت

 صفحه
 (mm) 

 شکل تغییر

 هندسی

 (mm)اولیه

105 20.94 1 8(250,250) 20.84 8(250,250) 20.84 8 

0.5 215 167.71 2 20(250,250) 167.54 24(250,250) 166.10 24 

340 298.88 37 1(250,250) 300.35 3(250,250) 203.92 48 

107 15.48 4 2(50,450) 14.91 8(250,250) 13.88 8 

5 210 113.67 19 1(250,250) 113.87 24(250,250) 67.73 24 

302 244.79 43 1(250,250) 245.11 48(250,250) 145.05 48 

115 11.79 4 2(450,50) 11.50 8(250,250) 8.00 8 

15 205 89.84 18 1(250,250) 90.17 24(250,250) 30.24 24 

260 187.50 44 1(250,250) 188.33 48(250,250) 61.92 48 

 اینتایج تحلیل مقاومت نهایی با وجود فشار جانبی و مدل کاهش سختی کل لایه 2جدول 
Table. 2 The results of ultimate strength analysis with lateral pressure and Complete Ply Degradation Model 

  هایلایه تعداد

 شده شکسته

 لایه آخرین شماره

شده  شکسته

)مکان نقطه 

 شکست(

 نهایی تنش
 (MPa) 

 لایه اولین شماره

شده  شکسته

)مکان نقطه 

 شکست(

 اولین تنش

 شکست لایه 
 (MPa) 

 فاکتور فشار 
(Q) 

 شکل تغییر

 هندسی

 (mm)اولیه

 صفحه ضخامت
(mm) 

1 48(250,250) 19.24 8(250,250) 19.24 1  

0 

 

 

 

 

8 

1 48(250,250) 16.42 8(250,250) 16.42 2 

4 2(50,450) 15.01 8(250,250) 13.62 3 

8 7(500,500) 11.24 8(250,250) 0.00 7.99 

4 2(50,450) 14.22 8(250,250) 12.12 1  

5 4 2(50,450) 13.52 8(250,250) 10.37 2 

4 2(50,450) 12.82 8(250,250) 8.62 3 

8 7 (0, 0) 10.79 8(250,250) 0.00 7.99 

8 7 (500,500) 11.22 8(250,250) 7.00 1  

15 8 7 (0, 0) 11.05 8(250,250) 5.99 2 

8 7 (500,500) 10.87 8(250,250) 4.99 3 

8 7 (500,500) 10.00 8(250,250) 0.00 7.99 

2 20 (250,250) 166.71 24(250,250) 164.57 1  

0 

 

 

 

 

24 

 

3 3 (250,250) 151.58 24(250,250) 128.43 2 

3 3 (250,250) 141.37 24(250,250) 95.57 3 

18 1(250,250) 114.68 24(250,250) 0.00 6.4 

18 1(250,250) 111.44 24(250,250) 56.88 1  

5 18 1(250,250) 109.04 24(250,250) 46.13 2 

18 1(250,250) 106.68 24(250,250) 35.48 3 

18 1(250,250) 98.92 24(250,250) 0.00 6.4 

18 1(250,250) 88.48 24(250,250) 25.49 1  

15 18 1(250,250) 86.80 24(250,250) 20.75 2 

18 1(250,250) 85.13 24(250,250) 16.02 3 

18 1(250,250) 79.55 24(250,250) 0.00 6.4 

38 1(250,250) 297.78 3(250,250) 200.27 1  

0 

 

 

 

 

 

48 

 

 

41 1(250,250) 285.86 3(250,250) 191.97 2 

42 1(250,250) 276.37 3(250,250) 183.89 3 

43 1(250,250) 250.54 3(250,250) 0.00 6.13 

43 1(250,250) 239.04 48(250,250) 120.66 1  

5 43 1(250,250) 233.12 48(250,250) 96.56 2 

43 1(250,250) 227.34 48(250,250) 72.74 3 

43 1(250,250) 212.59 48(250,250) 0.00 6.13 

44 1(250,250) 184.57 48(250,250) 51.75 1  

15 44 1(250,250) 180.84 48(250,250) 41.61 2 

44 1(250,250) 177.15 48(250,250) 31.49 3 

45 9(500,500) 164.78 48(250,250) 0.00 6.13 
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 اینتایج تحلیل مقاومت نهایی با وجود فشار جانبی و مدل کاهش سختی ناحیه 3جدول 

Table. 3The results of ultimate strength analysis with lateral pressure and Ply Region Degradation Model 

  هایلایه تعداد

 شده شکسته

 لایه آخرین شماره

شده  شکسته

)مکان نقطه 

 شکست(

 نهایی تنش
 (MPa) 

 لایه اولین شماره

شده  شکسته

)مکان نقطه 

 شکست(

 اولین تنش

 شکست لایه 
 (MPa) 

 فاکتور فشار 
(Q) 

 شکل تغییر

 هندسی

 (mm)اولیه

 صفحه ضخامت
(mm) 

0 1 19.24 8(250,250) 19.24 1  

0 
 

 
 

 
8 

0 1 16.42 8(250,250) 16.42 2 

0 29 15.31 8(250,250) 13.62 3 

0 36 12.21 8(250,250) 0.00 7.99 

0 29 14.60 8(250,250) 12.12 1  

5 0 29 14.00 8(250,250) 10.37 2 

0 29 13.42 8(250,250) 8.62 3 

0 38 11.08 8(250,250) 0.00 7.99 

0 36 11.94 8(250,250) 7.00 1  

15 0 38 11.57 8(250,250) 5.99 2 

0 38 11.20 8(250,250) 4.99 3 

2 63 10.11 8(250,250) 0.00 7.99 

0 7 168.40 24(250,250) 164.57 1  

0 
 

 

 

 
24 

 

0 17 152.06 24(250,250) 128.43 2 

0 26 141.67 24(250,250) 95.57 3 

0 65 116.07 24(250,250) 0.00 6.4 

1 150 111.63 24(250,250) 56.88 1  

5 0 152 109.20 24(250,250) 46.13 2 

1 154 106.82 24(250,250) 35.48 3 

1 160 99.03 24(250,250) 0.00 6.4 

0 160 88.58 24(250,250) 25.49 1  

15 1 160 86.89 24(250,250) 20.75 2 

1 160 85.22 24(250,250) 16.02 3 

1 160 79.64 24(250,250) 0.00 6.4 

1 325 298.34 3(250,250) 200.27 1  

0 
 

 
 

 

 
48 

 

 

1 356 286.09 3(250,250) 191.97 2 

1 365 276.52 3(250,250) 183.89 3 

1 370 250.60 3(250,250) 0.00 6.13 

1 374 239.11 48(250,250) 120.66 1  

5 1 376 233.15 48(250,250) 96.56 2 

1 378 227.35 48(250,250) 72.74 3 

1 379 212.59 48(250,250) 0.00 6.13 

1 382 186.97 48(250,250) 51.75 1  

15 1 383 183.26 48(250,250) 41.61 2 

1 383 179.66 48(250,250) 31.49 3 

1 389 167.13 48(250,250) 0.00 6.13 
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