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 چکیده

نیروی محوری بررسی شده است. ای ساخته شده از مواد هدفمند تحت بستر الاستیک و های استوانهدر این مقاله پایداری حرارتی پوسته

کویتر با استفاده از اصل همیلتون -ای تحت بستر الاستیک مبتنی بر تئوری مرتبه اول برشی سندرزابتدا معادلات حاکم بر پوسته استوانه

مانش حرارتی اند. معادلات مشتق جزئی حاکم با استفاده از روش حل گالرکین به معادلات جبری معمولی تبدیل و بار کاستخراج شده

کند. بستر الاستیک مورد بررسی از نوع دو پارامتری خواص مواد هدفمند مطابق قانون توانی در جهت ضخامت تغییر میشود. محاسبه می

شود. توزیع دما در طول ضخامت پوسته به سه صورت: تغییر دمای یکسان، های خطی وینکلر و برشی میپسترناک بوده و شامل ترم

ها بر  شود. برای حالت توزیع غیرخطی دما از دو روش حل سری و دقیق استفاده شده و اثرات آنغیرخطی در نظر می توزیع خطی و

دماهای کند. شود که روش حل سری نسبت به حل دقیق نتایج متفاوتی را حاصل میشوند. نشان داده میدمای بحرانی پوسته بررسی می

همسانگرد تحت شرایط مرزی ساده با فرض افزایش یکنواخت دما و توزیع خطی دما بدست آمده و ای از جنس ماده بحرانی پوسته استوانه

اند. با تکیه بر تئوری توسعه داده شده اثرات توزیع دما، ترکیب ماده هدفمند، بستر الاستیک و نیروی محوری با نتایج مراجع مقایسه شده

 شوند.بر پایداری حرارتی پوسته بررسی می
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Abstract 

Thermal stability characteristics of functionally graded material (FGM) cylindrical shells surrounded by 

elastic medium under axial load are investigated in this paper. Firstly, governing equations based on the 

first-order shear deformation theory of Sanders-Koiter for the cylindrical shell resting on elastic foundation 

are derived by using Hamilton’s principle. The governing partial differential equations are converted to 

algebraic ones by using the Galerkin’s method and thermal buckling load is obtained. The material 

properties of functionally graded materials are assumed to be graded in the thickness direction according to 

the power law. The elastic medium is assumed as two-parameter Pasternak elastic foundation that consists 

of Winkler and shear terms. Temperature distribution across the shell thickness is considered in three 

types: uniform temperature rise, linear and nonlinear temperature change. Two solution methods are used 

in case of nonlinear temperature distribution as series and exact analytical solutions and their effects on 

critical temperature of the shell are investigated. It is shown that series solution method yields different 

results with respect to exact analytical solution. Critical temperatures of isotropic cylindrical shell with 

simply supported boundary condition under uniform temperature rise and linear temperature distribution 

cases are obtained and compared with results in the literature. Based on the validated theory, the effects of 

temperature distribution, FGM configuration, elastic foundation and axial load on thermal stability of the 

shell are investigated. 
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 مقدمه -1

های اخیر رو به  در سالاستفاده از مواد هدفمند در کاربردهای مختلف 

ای از مواد مرکب هستند که با توجه به گسترش است. مواد هدفمند گونه

شوند. این کاربردشان و به منظور دستیابی به خواص مورد نظر، طراحی می

مواد با دارا بودن خواص ترمومکانیکی عالی، در برابر دماهای بالا مقاوم 

ز جنس مواد هدفمند در بسیاری از ای اهای استوانههستند. امروزه پوسته

ها و مخازن تحت فشار و های هوافضایی، لولهکاربردهای مهندسی نظیر سازه

 شوند. غیره استفاده می

های بررسی و تحلیل مورد ها یکی از زمینهبا توجه به کاربرد این پوسته

عی باشد. تاکنون تحقیقات وسیها می علاقه و مهم، موضوع پایداری حرارتی آن

ای انجام های استوانهدر خصوص بررسی پایداری مکانیکی و حرارتی پوسته

محدود و  نوار روش از استفاده با [1]شده است. محمودآبادی و همکاران 

 کامپوزیتی ایاستوانه هایپنل دینامیکی ردی، ناپایداری لایروایز تئوری

کمانش حرارتی  [3, 2]سیاه و اسلامی شاه ضخیم را بررسی نمودند. چندلایه

های ای از جنس مواد هدفمند را با استفاده از تئوریهای نازک استوانهپوسته

 [5, 4]سندرز و دانل بهبود یافته مورد مطالعه قرار دادند. میرزاوند و اسلامی 

ای از جنس های نازک استوانهاثر نواقص هندسی بر کمانش حرارتی پوسته

مواد هدفمند را بررسی نمودند. در تحقیق دیگری این محققان کمانش 

ای از جنس مواد هدفمند همراه با عملگرهای حرارتی پوسته استوانه

از بار حرارتی و ولتاژ الکتریکی را با استفاده از پیزوالکتریک تحت ترکیبی 

. کمانش حرارتی [6]تئوری مرتبه بالای تغییر شکل برشی مطالعه نمودند 

بجای تغییر در ای از جنس ماده هدفمند که خواص مواد پوسته استوانه

کنند توسط یعقوبی و همکاران بررسی شد ضخامت، در طول پوسته تغییر می

تغییر دمای یکنواخت  . ایشان در تحقیق خود توزیع دما را به سه صورت[7]

 [8]و تغییر خطی در طول و ضخامت پوسته در نظر گرفتند. سان و همکاران 

را با توسعه روش ای از جنس مواد هدفمند های استوانهکمانش حرارتی پوسته

ها در کار خود برای توزیع غیرخطی دما  بررسی نمودند. آن 1حل سیمپلکتیک

ای استفاده کردند. اویسی و در ضخامت پوسته از روش حل سری چند جمله

، رفتار پس از 2با استفاده از روش نیمه تحلیلی نوار محدود [9]همکاران 

کمانش صفحات مستطیلی از جنس مواد هدفمند در محیط حرارتی را بررسی 

نمودند. ایشان توزیع دما در ضخامت پوسته را در سه حالت افزایش یکنواخت 

رفی و رحیمی و توزیع غیرخطی در نظر گرفتند. عا 3دما، تغییر چادر مانند

های یک پوستهبا استفاده از تئوری مرتبه اول برشی تحلیل ترموالاست [10]

ای از جنس مواد هدفمند تحت فشار داخلی و اثرات حرارتی را مورد استوانه

 بررسی قرار دادند.

ها با توجه به نوع کاربردشان، در تداخل با بستر الاستیک معمولاً پوسته

ای نیز در خصوص بررسی اثرات بستر الاستیک قرار دارند. تحقیقات گسترده

 [11]ها انجام شده است. هادی و همکاران پوستهبر ارتعاشات و پایداری 

 مواد جنس ای ازهای استوانهاثرات بستر الاستیک بر ارتعاشات آزاد پوسته

را بررسی  مختلف مرزی شرایط و جانبی فشار محوری، نیروی تحت هدفمند

نمودند. شنگ و وانگ اثر بارهای حرارتی بر ارتعاشات، کمانش و پایداری 

ای از جنس مواد هدفمند تحت بستر الاستیک را های استوانهدینامیکی پوسته

. کمانش [12]با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی مورد بررسی قرار دادند 

                                                           
1 Symplectic solution 
2 Finite strip 
3 Tent-like 

ای از جنس مواد هدفمند تحت بستر های استوانهمکانیکی و حرارتی پوسته

, 13]الاستیک با فرض افزایش دمای یکنواخت توسط باقری زاده و همکاران 

های تحلیل پس از کمانش پوسته [16, 15]بررسی شده است. شن  [14

ای از جنس مواد هدفمند تحت نیروی محوری و فشار جانبی و احاطه استوانه

شده با بستر الاستیک را در محیط حرارتی انجام داد. همچنین رفتار پس از 

ای از جنس مواد هدفمند تحت بستر های استوانهکمانش حرارتی پوسته

مورد مطالعه قرار  [17]پایه تئوری مرتبه بالای برشی توسط شن الاستیک بر 

با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی تحلیل  [18]گرفت. عارفی و همکاران 

ای از جنس مواد هدفمند تحت بستر های استوانهترموالاستیک پوسته

 ررسی قرار دادند.الاستیک و بارهای مکانیکی و حرارتی را مورد ب

توان بیان نمود که اعمال بارهای با بررسی تحقیقات انجام شده می

( افزایش دمای یکنواخت پوسته، 1پذیرد: )حرارتی به سه حالت صورت می

( تغییر غیرخطی دما در 3( تغییر دمای خطی در ضخامت پوسته و )2)

-تعریف می 4پایاضخامت پوسته که توزیع دما با معادله انتقال حرارت حالت 

شود. بسیاری از محققان برای حالت سوم از روش حل تقریبی به فرم سری 

کنند. این در حالی است که تاکنون هیچ تحقیقی استفاده می 5ایچند جمله

در خصوص اثرات این روش بر توزیع دمای غیرخطی در ضخامت پوسته و 

یع دما در ضخامت پایداری حرارتی آن انجام نگرفته است. از آنجا که توز

ها بسیار اثرگذار است، لذا  ها در بررسی پایداری حرارتی آنصفحات و پوسته

در تحقیق حاضر علاوه بر بررسی اثرات نیروی محوری و بستر الاستیک بر 

پایداری پوسته تحت سه نوع بارگذاری حرارتی ذکر شده، با مقایسه نتایج 

گیرد. نیز مورد مطالعه قرار میروش حل سری با نتایج حل دقیق، این موضوع 

به این منظور با فرض تغییر خواص مواد با ضخامت به صورت قانون توانی و 

کویتر، تحلیل پایداری حرارتی -استفاده از تئوری مرتبه اول برشی سندرز

ای از جنس مواد هدفمند تحت بستر الاستیک پسترناک و های استوانهپوسته

با مقایسه نتایج بدست آمده از روش حل  نیروی محوری بررسی شده است.

شود سری و حل دقیق برای تعیین توزیع دما در ضخامت پوسته، مشخص می

تواند اثر مهمی در نتایج داشته باشد. که استفاده از روش حل سری می

سنجی تئوری توسعه داده شده از طریق مقایسه نتایج با همچنین صحت

 مراجع موجود انجام شده است.

 وابط تئوریر -2

 الگوی ماده هدفمند -2-1

ای از ترکیب دو ماده ماده هدفمند مورد بررسی در این تحقیق به گونه

تشکیل شده است که در آن خواص ماده در طول ضخامت پوسته با توجه به 

 کند:رابطه توانی زیر تغییر می

(1) 

𝑃(𝑧) = (𝑃𝑜 − 𝑃𝑖)𝑉𝑜 + 𝑃𝑖  , 

𝑉𝑜 = (
𝑧 + 0.5ℎ

ℎ
)
𝑁

, 0 ≤ 𝑁 ≤ ∞ ,−ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2 

به ترتیب معرف خاصیت ماده در سطوح بیرونی و  𝑃𝑖و  𝑃𝑜که در آن 

باشند. در این تحقیق فرض شاخص کسر حجمی ماده می 𝑁داخلی پوسته و 

ضریب ، 𝜌(𝑧)، چگالی 𝐸(𝑧)شود که خواص ماده شامل مدول الاستیسیته می

مطابق رابطه  𝑘(𝑧)و ضریب انتقال حرارت  𝛼(𝑧)، ضریب انبساط υ(𝑧)پواسون 

 کنند.( تغییر می1)

                                                           
4 Steady state 
5 Polynomial series solution 
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 سینماتیک مسأله -2-2

را تحت بستر  𝐿و طول  𝑅، شعاع ℎای با ضخامت ثابت پوسته استوانه

مطابق تئوری مرتبه اول  در نظر بگیرید. 1الاستیک پسترناک مطابق شکل 

 ر قابل توصیف است:برشی، تغییر مکان هر نقطه دلخواه پوسته با رابطه زی

(2 ) 

𝑈 = 𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
𝑉 = 𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜓𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
𝑊 = 𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

های تغییر مکان سطح میانی در به ترتیب مؤلفه 𝑤و  𝑢 ،𝑣که در آن 

و  𝜃به ترتیب چرخش حول محورهای  𝜓𝜃 و 𝜓𝑥و همچنین  𝑧و  𝑥 ،𝜃جهات 

𝑥 توان به صورت ( را می2متناظر با میدان تغییر مکان )های باشند. کرنشمی

 ( بیان نمود:3رابطه )

(3) 

𝜀
𝑥𝑥
= 𝜀𝑥,0 + 𝑧𝑘𝑥 

𝜀
𝜃𝜃
= 𝜀𝜃,0 + 𝑧𝑘𝜃 

𝛾
𝑥𝜃
= 𝛾𝑥𝜃,0 + 𝑧𝑘𝑥𝜃 

𝛾
𝑥𝑧
= 𝛾

𝑥𝑧,0
 

𝛾
𝜃𝑧
= 𝛾

𝜃𝑧,0
 

𝜀که در آن 
𝑖,0
(𝑖 = 𝑥, 𝜃) و𝛾

𝑖,0
(𝑖 = 𝑥𝜃, 𝑥𝑧, 𝜃𝑧) های عمودی و برشی کرنش

𝑘𝑖(𝑖سطح میانی و  = 𝑥, 𝜃, 𝑥𝜃) باشند. روابط معرف انحناهای سطح میانی می

های میانی، انحناها و تغییر مکان )روابط سینماتیک( مطابق با بین کرنش

 :[19]باشند کویتر به صورت زیر می-تئوری سندرز

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

(4) 

𝜀𝑥,0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝜀𝜃,0 =
𝜕𝑣

𝑅𝜕𝜃
+
𝑤

𝑅
 

𝛾𝑥𝜃,0 =
𝜕𝑢

𝑅𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝛾𝑥𝑧,0 = 𝜓𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝛾𝜃𝑧,0 = 𝜓𝜃 +
𝜕𝑤

𝑅𝜕𝜃
−
𝑣

𝑅
 

𝑘𝑥 =
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑥

 

𝑘𝜃 =
𝜕𝜓𝜃
𝑅𝜕𝜃

 

𝑘𝑥𝜃 =
𝜕𝜓𝑥
𝑅𝜕𝜃

+
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

+
1

2𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝑅𝜕𝜃
) 

 

 
Fig. 1 The FGM cylindrical shell under elastic foundation and axial 

load 

 ای هدفمند تحت بستر الاستیک و نیروی محوریپوسته استوانه 1شکل 

 روابط متشکله -2-3

به صورت زیر  همسانگردماتریس سفتی ماده هدفمند تشکیل شده از دو ماده 

 شود:تعریف می

(5)  

[𝑄] =

[
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄12 𝑄22 0 0 0
0 0 𝑄66 0 0
0 0 0 𝑄44 0
0 0 0 0 𝑄55]

 
 
 
 

 

 شوند:که ضرایب آن به صورت زیر بیان می

(6)  

𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜐2(𝑧)
 

𝑄12 =
𝜐(𝑧)𝐸(𝑧)

1 − 𝜐2(𝑧)
 

𝑄66 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜐(𝑧))
 

𝑄44 = 𝑄55 = 𝐾
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜐(𝑧))
 

شود در نظر گرفته می 5/6ضریب تصحیح برش و برابر  𝐾که در آن 

[20]. 

روابط متشکله برای پوسته مورد بررسی با در نظر گرفتن اثرات حرارتی 

 باشد:به صورت زیر می

(7) 

{
 
 

 
 
𝑁𝑥𝑥
𝑁𝜃𝜃
𝑁𝑥𝜃
𝑀𝑥𝑥

𝑀𝜃𝜃

𝑀𝑥𝜃}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 0 𝐵11 𝐵12 0
𝐴12 𝐴22 0 𝐵12 𝐵22 0
0 0 𝐴66 0 0 𝐵66
𝐵11 𝐵12 0 𝐷11 𝐷12 0
𝐵12 𝐵22 0 𝐷12 𝐷22 0
0 0 𝐵66 0 0 𝐷66]

 
 
 
 
 

× 

                  

{
 
 

 
 
𝜀𝑥,0
𝜀𝜃,0
𝛾𝑥𝜃,0
𝑘𝑥
𝑘𝜃
𝑘𝑥𝜃 }

 
 

 
 

−

{
 
 
 

 
 
 
𝑁𝑥𝑥

𝑡ℎ

𝑁𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑁𝑥𝜃
𝑡ℎ

𝑀𝑥𝑥
𝑡ℎ

𝑀𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑀𝑥𝜃
𝑡ℎ}
 
 
 

 
 
 

 

{
𝑄𝑥
𝑄𝜃
} = [

𝐶44 0
0 𝐶55

] {
𝛾
𝑥𝑧,0

𝛾
𝜃𝑧,0

} 

 که در آن:

 

 

(8) 

(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗) = ∫ 𝑄𝑖𝑗(1, 𝑧, 𝑧
2)d𝑧             , (𝑖, 𝑗 = 1,2,6)

ℎ/2

−ℎ/2

 

𝐶𝑖𝑖 = ∫ 𝑄𝑖𝑖𝑑𝑧 , (𝑖 = 4,5)
ℎ/2

−ℎ/2

 

 

 

 

(9) {
 
 
 

 
 
 
𝑁𝑥𝑥

𝑡ℎ

𝑁𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑁𝑥𝜃
𝑡ℎ

𝑀𝑥𝑥
𝑡ℎ

𝑀𝜃𝜃
𝑡ℎ

𝑀𝑥𝜃
𝑡ℎ}
 
 
 

 
 
 

= ∫

{
 
 

 
 
(𝑄11 +𝑄12)

(𝑄12 +𝑄22)
0

(𝑄11 + 𝑄12)𝑧
(𝑄12 + 𝑄22)𝑧

0 }
 
 

 
 

𝛼(𝑧)∆𝑇(𝑧)d𝑧,

ℎ/2

−ℎ/2

 

(10) ∆𝑇(𝑧) = 𝑇(𝑧) − 𝑇𝑖 

∆𝑇(𝑧)  تغییر دمای پوسته نسبت به حالت بدون تنش بوده و دمای سطح

 شود. بنابراین در حالتبه عنوان دمای اولیه فرض می 𝑇𝑖پوسته  داخلی

𝑇(𝑧) = 𝑇𝑖 های حرارتی صفر خواهند بود. تنش 

 تعیین توزیع دمای پوسته -2-4

ضخامت پوسته در نظر گرفته شده و اثر در این تحقیق سه نوع توزیع دما در 

ها بر پایداری پوسته بررسی خواهد شد. در حالت اول افزایش دما به  آن

شود. در این حالت دمای اولیه پوسته صورت یکنواخت در پوسته فرض می

یابد. افزایش می 𝑇𝑓𝑖𝑛بوده و دما به طور یکنواخت به مقدار نهایی  𝑇𝑖𝑛𝑖برابر 

 یر دما نسبت به حالت بدون تنش برابر است با:بنابراین تغی
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(11)  𝛥𝑇 = 𝑇𝑓𝑖𝑛 − 𝑇𝑖𝑛𝑖 

شود که به حالت دوم مربوط به توزیع خطی دما در ضخامت پوسته می

 شود:صورت زیر توصیف می

(12)  𝑇(𝑧) = 𝑇𝑖 − (𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)(𝑧/ℎ + 0.5) 

-و بیرونی پوسته می داخلیبه ترتیب دمای سطوح  𝑇𝑜و  𝑇𝑖که در آن 

 باشند.

در حالت سوم توزیع دمای غیرخطی در ضخامت با حل معادله انتقال 

شود. حرارت حالت پایا در ضخامت پوسته از جنس ماده هدفمند تعیین می

 :[20]معادله انتقال حرارت مورد نظر به صورت زیر است 

(13)  
𝑑

𝑑𝑧
[𝑘(𝑧)

𝑑𝑇

𝑑𝑧
] = 0 

𝑇(−ℎ/2)( با اعمال شرایط مرزی به صورت 13معادله ) = 𝑇𝑖  و

𝑇(ℎ/2) = 𝑇𝑜 ای توزیع شود. با استفاده از روش سری چند جملهحل می

 :[21]شود غیرخطی به صورت زیر بیان میدمای 

(14)  𝑇(𝑧) = 𝑇𝑖 − (𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)𝜂(𝑧) 

 که در آن:

(15)  

𝜂(𝑧) =
1

𝐶
[(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
) −

𝑘𝑜𝑖
(𝑁 + 1)𝑘𝑖

(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑁+1

+
𝑘𝑜𝑖

2

(2𝑁 + 1)𝑘𝑖
2 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
2𝑁+1

−
𝑘𝑜𝑖

3

(3𝑁 + 1)𝑘𝑖
3 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
3𝑁+1

+
𝑘𝑜𝑖

4

(4𝑁 + 1)𝑘𝑖
4 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
4𝑁+1

−
𝑘𝑜𝑖

5

(5𝑁 + 1)𝑘𝑖
5 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
5𝑁+1

] 

(16)  

𝐶 = 1 −
𝑘𝑜𝑖

(𝑁 + 1)𝑘𝑖
+

𝑘𝑜𝑖
2

(2𝑁 + 1)𝑘𝑖
2 −

𝑘𝑜𝑖
3

(3𝑁 + 1)𝑘𝑖
3

+
𝑘𝑜𝑖

4

(4𝑁 + 1)𝑘𝑖
4 −

𝑘𝑜𝑖
5

(5𝑁 + 1)𝑘𝑖
5 

(17)  𝑘𝑜𝑖 = 𝑘𝑜 − 𝑘𝑖 

در این تحقیق علاوه بر روش حل سری با استفاده از روش حل تحلیلی 

آید. به این منظور با دو بار نیز توزیع غیرخطی دمای پوسته بدست می

معادله انتقال حرارت و اعمال شرایط مرزی رابطه زیر برای گیری از انتگرال

 آید:توزیع دما بدست می

(18)  
𝑇(𝑧) = 𝑇𝑖 −

(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)

∫
𝑑𝑧

𝑘(𝑧)

ℎ/2

−ℎ/2

∫
𝑑𝑧

𝑘(𝑧)

𝑧

−ℎ/2

 

 معادلات حاکم بر پوسته -2-5

ای تحت بستر الاستیک و بارهای معادلات حرکت حاکم بر پوسته استوانه

 شوند:اصل همیلتون استخراج میترمومکانیکی با استفاده از 

(19)  ∫ 𝛿(𝑇 − 𝑈 +𝑊)d𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

𝑇  و𝑈 های جنبشی و کرنشی پوسته و به ترتیب انرژی𝑊  کار انجام شده

معرف زمان دلخواه هستند. از آنجا که  𝑡2 و𝑡1 توسط نیروهای خارجی هستند. 

به هدف مقاله بررسی پایداری حرارتی پوسته است، بنابراین جمله مربوط 

 جنبشی از معادلات حاکم حذف خواهد شد. انرژی

 ها به صورت زیر:با تعریف بردار کرنش و همچنین بردار نیروها و ممان

(20)  

{𝑒} =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜀𝑥,0
𝜀𝜃,0
𝛾𝑥𝜃,0
𝑘𝑥
𝑘𝜃
𝑘𝑥𝜃

𝛾
𝑥𝑧,0

𝛾
𝜃𝑧,0}

 
 
 
 

 
 
 
 

       ,     {𝑁} =

{
 
 
 

 
 
 
𝑁𝑥𝑥
𝑁𝜃𝜃
𝑁𝑥𝜃
𝑀𝑥𝑥

𝑀𝜃𝜃

𝑀𝑥𝜃

𝑄𝑥
𝑄𝜃 }

 
 
 

 
 
 

 

ای تحت بستر الاستیک پسترناک به صورت انرژی کرنشی پوسته استوانه

 :[13]باشد زیر قابل بیان می

 

(21)  

𝑈 =
1

2
∫∫  {𝑁}𝑇

2π

0

L

0

{𝑒}𝑅𝑑𝜃𝑑𝑥 + 

         
1

2
∫∫ [𝑘1𝑤

2 + 𝑘𝑠 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑘𝑠 (
𝜕𝑤

𝑅𝜕𝜃
)
2

]

2π

0

L

0

𝑅d𝜃d𝑥 

عبارت انتگرال دوم مربوط به انرژی بستر الاستیک است که به انرژی 

، بر حسب نیرو بر واحد حجم، معرف 𝑘1کرنشی پوسته اضافه شده است. 

، بر حسب نیرو بر واحد طول، معرف پارامتر برشی 𝑘𝑠پارامتر بستر وینکلر و 

 باشند.بستر پسترناک می

𝑁𝑥𝑥و نیروی حرارتی  𝑁𝑎کار انجام شده توسط نیروی محوری 
𝑡ℎ  با

 :[22, 2]عبارت زیر قابل توصیف است 

 

(22)  
𝑊 =

1

2
∫∫ (𝑁𝑎 − 𝑁𝑥𝑥

𝑡ℎ) [𝐶0 (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

]

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅d𝜃d𝑥 

لازم به ذکر است که دو مؤلفه در کوتاه شدن طول استوانه حین کمانش 

و دیگری  2(𝑣/𝜕𝑥��)سهم دارند: یکی کوتاه شدن در اثر تغییر مکان محیطی 

. برخی محققان از اثر ترم 2(𝑤/𝜕𝑥��)کوتاه شدن در اثر تغییر مکان شعاعی 

(𝜕𝑣/𝜕𝑥)2 کنند در روابط خود صرفنظر می(𝐶0 = . این در حالی است که (0

شود که با توجه به مشخصات هندسی پوسته در تحقیق حاضر نشان داده می

 توان از اثر این ترم صرفنظر کرد.در برخی از موارد نمی

( و انجام محاسبات 19( در رابطه )22( و )21با جایگذاری روابط )

ای تحت بستر الاستیک پسترناک بر پوسته استوانه ریاضی، معادلات حاکم بر

 شوند:کویتر به صورت زیر استخراج می-پایه تئوری مرتبه اول برشی سندرز

(23)  
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝜃
𝑅𝜕𝜃

−
𝜕𝑀𝑥𝜃

2𝑅2𝜕𝜃
= 0 

 

(24)  

𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝜃𝜃
𝑅𝜕𝜃

+
𝜕𝑀𝑥𝜃

2𝑅𝜕𝑥
+
𝑄𝜃
𝑅
+ (𝑁𝑎 − 𝑁𝑥𝑥

𝑡ℎ)
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= 0 

 

(25)  

−
𝑁𝜃𝜃
𝑅
+
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝜃
𝑅𝜕𝜃

− 𝑘1𝑤 + 𝑘𝑠 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝑅2𝜕𝜃2
)

+ (𝑁𝑎 − 𝑁𝑥𝑥
𝑡ℎ)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0 

 

(26)  

𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝜃

𝑅𝜕𝜃
− 𝑄𝑥 = 0 

 

(27)  

𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝜃𝜃

𝑅𝜕𝜃
− 𝑄𝜃 = 0 

توان با جایگذاری های تغییر مکان را میبر حسب مؤلفه حاکممعادلات 

 ( استخراج نمود:23-27( در معادلات )7و )( 4روابط )

 

 

(28) [
 
 
 
 
𝐿11 𝐿12 𝐿13 𝐿14 𝐿15
𝐿21 𝐿22 𝐿23 𝐿24 𝐿25
𝐿31 𝐿32 𝐿33 𝐿34 𝐿35
𝐿41 𝐿42 𝐿43 𝐿44 𝐿45
𝐿51 𝐿52 𝐿53 𝐿54 𝐿55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢
𝑣
𝑤
𝜓𝑥
𝜓𝜃}
 
 

 
 

= 0 

 اند. در پیوست معرفی شده 𝐿𝑖𝑗عملگرهای دیفرانسیلی خطی 
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 روش حل -3

ساده در دو انتهای استوانه به صورت زیر مورد در این تحقیق شرایط مرزی 

 نظر است:

(29)  𝑣 = 𝑤 = 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 𝜓𝜃 = 0 

(، 29(، با توجه به شرایط مرزی )28به منظور حل دستگاه معادلات )

 گردد:میدان تغییر مکان به صورت زیر معرفی می

(30)  

𝑢 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 
𝑣 = 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 
𝑤 = 𝐶𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 
𝜓𝑥 = 𝐷𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃) 
𝜓𝜃 = 𝐸𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃) 

𝜆که در آن  = 𝑚𝜋/𝐿 ،𝑚  عدد نیم موج محوری و𝑛  عدد موج محیطی و

𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐷, 𝐸  باشند.ضرایب ثابت مجهول می 

( و اعمال 28با جایگذاری  میدان تغییر مکان در دستگاه معادلات )

 شود:دستگاه معادلات جبری خطی زیر حاصل میروش گالرکین، 

(31)  [
 
 
 
 
𝑇11 𝑇12 𝑇13 𝑇14 𝑇15
𝑇21 𝑇22 𝑇23 𝑇24 𝑇25
𝑇31 𝑇32 𝑇33 𝑇34 𝑇35
𝑇41 𝑇42 𝑇43 𝑇44 𝑇45
𝑇51 𝑇52 𝑇53 𝑇54 𝑇55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝐴
𝐵
𝐶
𝐷
𝐸}
 
 

 
 

= 0 

های جبری بر حسب ثوابت ماده و مشخصات ها عبارت 𝑇𝑖𝑗که در آن 

هندسی پوسته هستند. معیار بحث پایداری پوسته، داشتن جواب غیر بدیهی 

( است که با مساوی صفر قرار دادن دترمینان ماتریس 31دستگاه معادلات )

[𝑇𝑖𝑗] شود:حاصل می 

(32)  det([𝑇𝑖𝑗]) = 0 

,𝑚( به ازای مقادیر مختلف 32با حل معادله ) 𝑛 بار کمانش بدست می-

آید که کمترین مقدار آن مساوی بار بحرانی کمانش خواهد بود. لازم به 

( بار 32توان از رابطه )توضیح است که با معلوم بودن توزیع دمای پوسته، می

کمانش مکانیکی را تعیین نمود. از طرف دیگر با مشخص بودن مقدار نیروی 

 وسته را بدست آورد.توان دمای بحرانی پمحوری مکانیکی می

 اعتبارسنجی نتایج -4

در این بخش صحت سنجی نتایج تئوری توسعه داده شده با نتایج مراجع 

ای از جنس مواد هدفمند شود. به این منظور پوسته استوانهموجود بررسی می

𝑅با ترکیبی از فلز و سرامیک شامل فولاد و آلومینا با شعاع  = و نسبت   1

𝐿/𝑅طول به شعاع  = شود. خواص مواد شامل مدول در نظر گرفته می 1

𝐸𝑚الاستیسیته و ضریب انبساط برای فولاد برابر  = 200 GPa, 𝛼𝑚 = 11.7 ×

10−6 /˚C  و برای آلومینا برابر𝐸𝑐 = 380 GPa, 𝛼𝑐 = 7.4 × 10−6 /˚C می-

𝜐باشند. ضریب پواسون هر دو ماده برابر 
𝑚
= 𝜐

𝑐
= در نظر گرفته شده  0.3

های ای با مشخصات ذکر شده در جدولرانی پوسته استوانهاست. دماهای بح

که به ترتیب برای حالت افزایش دمای یکنواخت و توزیع خطی دما و  2و 1

منتشر شده برای  [7]ان و یعقوبی و همکار [23]توسط اسلامی و همکاران 

اند. همانگونه که از بررسی مقایسه مقایسه با نتایج تحقیق حاضر استفاده شده

نتایج مشخص است، همخوانی کاملاً مناسبی بین نتایج وجود دارد. لازم به 

توضیح است که مقادیر کمتر دمای بحرانی بدست آمده از پژوهش حاضر 

( به علت استفاده از h/R=0.01نسبت به نتایج مراجع )به خصوص به ازای 

حاضر است در حالی که نتایج مراجع تئوری مرتبه اول برشی در پژوهش 

 اند.دیگر بر پایه تئوری پوسته نازک بدست آمده

 عبارتشود که اثر همچنین با بررسی نتایج ارائه شده مشاهده می
(𝜕𝑣/𝜕𝑥)2 شود. بنابراین با افزایش نسبت ضخامت به شعاع پوسته بیشتر می 

 لت افزایش یکنواخت دماای در حامقایسه دماهای بحرانی پوسته استوانه 1جدول 

Table 1 Comparison of buckling temperatures of cylindrical shell for 

uniform temperature rise 

 h/R ماده
مرجع 

[23] 

مرجع 

[7] 

 پژوهش حاضر

𝐶0 = 0 𝐶0 = 1 

 سرامیک
(N=0) 

0.001 57.29 57.26 56.93 56.59 

0.005 286.48 286.51 284.15 281.84 

0.01 572.9 573.56 561.70 550.13 

 فلز
(N=∞) 

0.001 36.23 36.21 36.01 35.79 

0.005 181.19 181.21 179.72 178.26 

0.01 362.39 362.76 355.26 347.95 

 

 ای در حالت توزیع خطی دمامقایسه دماهای بحرانی پوسته استوانه 2جدول 

Table 2 Comparison of buckling temperatures of cylindrical shell for 

linear temperature distribution 

 h/R ماده
مرجع 

[23] 

مرجع 

[7] 

 پژوهش حاضر

𝐶0 = 0 𝐶0 = 1 

 سرامیک
(N=0) 

0.001 114.58 114.52 113.86 113.18 

0.005 572.96 573.02 568.29 563.67 

0.01 1145.8 1146.72 1123.40 1100.27 

 فلز
(N=∞) 

0.001 72.46 72.42 72.02 71.58 

0.005 362.4 362.46 359.43 356.51 

0.01 724.78 725.52 710.53 695.90 

های خیلی این عبارت از معادلات حاکم، تنها در بررسی پوستهحذف 

 نازک مجاز خواهد بود.

 بحث و بررسی نتایج عددی -5

روش حل سری چند  همانگونه که قبلاً اشاره شد، در تحقیق حاضر از دو

ای و حل تحلیلی دقیق جهت تعیین توزیع دما در ضخامت پوسته در جمله

شود. جهت بررسی اثر دو روش حل حالت توزیع غیرخطی دما استفاده می

سری و حل دقیق بر توزیع دمای غیرخطی، صفحه ساخته شده از مواد 

را در نظر بگیرید که سطح پایینی آن  [20]هدفمند مورد بررسی توسط ردی 

(𝑧 = −ℎ/2)  از آلومینیوم و سطح بالایی آن(𝑧 = ℎ/2)  از زیرکونیا تشکیل

شده است. خواص مواد شامل مدول الاستیسیته و ضرایب انتقال حرارت و 

𝐸𝑖انبساط آلومینیوم برابر  = 70GPa, 𝑘𝑖 = 204𝑊/𝑚 . 𝐾, 𝛼𝑖 = 23 ×

10−6/˚C  و زیرکونیا برابر𝐸𝑜 = 151GPa, 𝑘𝑜 = 2.09𝑊/𝑚 .𝐾, 𝛼𝑜 = 1 ×

10−5/˚C بر باشند. ضریب پواسون هر دو ماده نیز برامی𝜐
𝑖
= 𝜐

𝑜
= در  0.3

توزیع غیرخطی دما در ضخامت صفحه مورد نظر  2 شود. شکلنظر گرفته می

را به ازای مقادیر مختلف عدد کسر حجمی با استفاده از دو روش ذکر شده 

 ℃ 20دهد. لازم به توضیح است که دمای سطح پایینی صفحه برابر نشان می

 ته شده است.در نظر گرف ℃ 300و دمای سطح درونی برابر 

شود که نتایج دو روش برای تعیین با بررسی شکل ارائه شده مشخص می

توزیع غیرخطی دما در ضخامت پوسته، به غیر از حالت ماده همسانگرد 

باشند. از آنجا که توزیع دما در ضخامت )سرامیک یا فلز( با هم متفاوت می

دارد، بنابراین  ای در بررسی پایداری حرارتی آنپوسته نقش تعیین کننده

ای از جنس مواد لازم است که اثر دو روش بر پایداری حرارتی پوسته استوانه

 هدفمند بررسی شود.
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Fig. 2 Temperature distribution across the shell thickness for 
different volume fraction exponents 

 کسر حجمی مختلفهای توانتوزیع دما در ضخامت پوسته به ازای  2شکل 

 
بستر رکیب ماده هدفمند، نیروی محوری و در ادامه اثرات توزیع دما، ت

الاستیک بر پایداری حرارتی پوسته بررسی خواهد شد. به این منظور پوسته 

𝐿/𝑅ای از جنس مواد هدفمند با ترکیب آلومینیوم و زیرکونیا، استوانه =  و 1

 اثر توزیع دما بر 3بگیرید. شکل در نظر شده در قبل راذکر خواص مواد

را نشان  (N=2)های فلزی )آلومینیومی( و هدفمند حرارتی پوسته پایداری

به ترتیب معرف افزایش یکنواخت دما، توزیع  NTDو  UTR ،LTDدهد. می

باشند. همانگونه که مشاهده دمای خطی و غیرخطی در ضخامت پوسته می

های به ازای نسبت ضخامت به شعاع شود کمترین مقادیر بارهای بحرانیمی

مختلف، در حالت افزایش یکنواخت دما و بیشترین مقادیر بارهای بحرانی در 

شوند. از بررسی نمودار مشخص است که حالت توزیع غیرخطی دما حاصل می

در حالت توزیع غیرخطی دما، مقادیر بدست آمده از دو روش تعیین توزیع 

مقادیر بار بحرانی از روش حل دقیق نسبت به دما متفاوت بوده به طوری که 

رود برای پوسته باشند. همچنین همانگونه که انتظار میحل سری بیشتر می

فلزی نتایج حاصل از توزیع خطی و غیرخطی )سری و دقیق( بر هم منطبق 

باشند. در ادامه جهت بررسی اثرات ترکیب ماده هدفمند، نیروی محوری و می

ایداری حرارتی پوسته، توزیع دمای پوسته به صورت بستر الاستیک بر پ

 غیرخطی و تعیین آن با روش حل دقیق در نظر گرفته خواهد شد. 

قابل  4اثرات ترکیب ماده هدفمند بر پایداری حرارتی پوسته در شکل 

شود با افزایش عدد کسر حجمی که مشاهده است. همانگونه که مشاهده می

شود، دمای بحرانی پوسته کاهش ه هدفمند میمنجر به افزایش درصد فلز ماد

 یابد.می

به منظور سهولت بررسی نتایج، مقادیر بار بحرانی نیروی محوری و 

 شوند. پارامترهای بدون بعد بستر الاستیک به صورت زیر معرفی می

(33)  

𝑁𝑐𝑟 =
𝐸𝑚ℎ

2

𝑅√[3(1 − 𝜐𝑚
2)]
  , 

𝐾𝑛1 =
𝑘1𝑅

2(1 − 𝜐𝑚
2)

𝐸𝑚ℎ
 , 𝐾𝑛𝑠 =

𝑘𝑠(1 − 𝜐𝑚
2)

𝐸𝑚ℎ
 

ها از خواص فلز جهت بدون بعد نمودن پارامترها استفاده شده  در آنکه 

 است.

اثر نیروی محوری )کششی و فشاری( بر پایداری حرارتی پوسته  5شکل 

ای در حالت توزیع غیرخطی دما )بدست آمده از حل دقیق( و عدد استوانه

د که توان مشاهده نمودهد. با بررسی نمودار میرا نشان می N=2کسر حجمی 

نیروی محوری کششی پایداری حرارتی پوسته را تقویت و نیروی محوری 

دهد. همچنین میزان تغییرات فشاری پایداری حرارتی پوسته را کاهش می

دماهای بحرانی پوسته به ازای نیروهای محوری متفاوت، با افزایش نسبت 

 شود. ضخامت به شعاع، بیشتر می

 
Fig. 3 Comparison of critical temperature of FG cylindrical shell for 

different types of thermal loads 

ای هدفمند به ازای بارگذاری متفاوت مقایسه دمای بحرانی پوسته استوانه 3شکل 

 حرارتی

 
Fig. 4 Comparison of critical temperature of FG cylindrical shell for 

different volume fraction exponents 

های کسر ای هدفمند به ازای توانمقایسه دمای بحرانی پوسته استوانه 4شکل 

 حجمی مختلف

 
Fig. 5 Effect of axial force on critical temperature of FG cylindrical 

shell 

 ای هدفمنداثر نیروی محوری بر دمای بحرانی پوسته استوانه 5شکل 
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ای هدفمند با پارامترهای بستر تغییرات دمای بحرانی پوسته استوانه

و  6های در شکل N=2الاستیک )وینکلر و برشی( به ازای عدد کسر حجمی 

شود که پایداری حرارتی پوسته با افزودن اند. مشاهده مینشان داده شده 7

توان اثر ا مییابد. همچنین با بررسی نمودارهبستر الاستیک به آن افزایش می

 قابل توجه پارامتر برشی بستر بر پایداری حرارتی پوسته را مشاهده نمود.

 نتیجه گیری -6

ای ساخته شده از مواد هدفمند در صنایع مختلف از جمله های استوانهپوسته

ای دارند. با توجه به نوع عملکرد، هوافضا، شیمیایی، نفت و گاز کاربرد گسترده

معمولاً در تداخل با بستر الاستیک و تحت بارهای حرارتی  ایاین اجزای سازه

و مکانیکی قرار داشته و پایداری حرارتی آنها موضوعی مهم جهت بررسی 

ای از های استوانهباشد. بنابراین در تحقیق حاضر پایداری حرارتی پوستهمی

جنس مواد هدفمند تحت بستر الاستیک و نیروی محوری با فرض تغییرات 

خت دما و توزیع خطی و غیرخطی دما در ضخامت پوسته، مورد بررسی یکنوا

قرار گرفت. دو روش حل برای تعیین توزیع غیرخطی دمای پوسته معرفی و 

نتایج بدست آمده نشان داد که با توجه به روش انتخابی، پایداری حرارتی 

 باشد.پوسته نیز متفاوت می

های  افزایش تنشمشاهده شد که افزایش درصد حجمی فلز، موجب 

تر ماده فلز در مقایسه با سرامیک شده و نهایتاً حرارتی به علت سفتی پایین

 یابد.پایداری حرارتی پوسته کاهش می

نیروی محوری کششی و بستر الاستیک باعث افزایش دمای بحرانی 

شوند. میزان تغییرات دمای بحرانی به ازای نیروی محوری و پارامتر پوسته می

یابد، ستر، با افزایش نسبت ضخامت به شعاع پوسته افزایش میوینکلر ب

باشد. حالی که به ازای پارامتر برشی بستر، وابسته به این نسبت نمیدر

همچنین پارامتر برشی بستر در مقایسه با پارامتر وینکلر اثر بیشتری بر دمای 

 بحرانی پوسته دارد.

 

 

 پیوست -7

𝐿11 = 𝐴11
𝜕2

𝜕𝑥2
+
1

𝑅2
(𝐴66 −

𝐵66
𝑅
+
𝐷66
4𝑅2

)
𝜕2

𝜕𝜃2
 

𝐿12 = 𝐿21 =
1

𝑅
(𝐴12 + 𝐴66 −

𝐷66
4𝑅2

)
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜃
 

𝐿13 = −𝐿31 =
𝐴12
𝑅

𝜕

𝜕𝑥
 

𝐿14 = 𝐿41 = 𝐵11
𝜕2

𝜕𝑥2
+
1

𝑅2
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𝐷66
2𝑅
)
𝜕2

𝜕𝜃2
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1

𝑅
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2𝑅
)
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𝑅
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Fig. 6 Effect of Winkler parameter of elastic foundation on critical 

temperatures of FG cylindrical shell 

 ای هدفمنداثر پارامتر وینکلر بستر الاستیک بر دمای بحرانی پوسته استوانه 6شکل 

 
Fig. 7 Effect of shear parameter of elastic foundation on critical 

temperatures of FG cylindrical shell 

 ای هدفمنداثر پارامتر برشی بستر الاستیک بر دمای بحرانی پوسته استوانه 7شکل 
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