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 چکیده

با سیال محدود و غیرقابل تراکم پرداخته شده است. در این پژوهش به بررسی ارتعاشات آزاد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس 

ابتدا معادلات حاکم بر ورق دایروی بر اساس تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی یا تئوری میندلین با در نظر گرفتن اثرات اینرسی دورانی 

ک چبیشف همراه با توابع مرزی استفاده های ورق از توابع پذیرفتنی هارمونیو نیروهای برشی استخراج شده است. برای تقریب جابجایی

گیری از حل معادله لاپلاس پتانسیل سرعت و ارضای شرایط مرزی حاصل شده شده است. سپس معادلات حاکم بر نوسان سیال با بهره

یل کمینه های طبیعی و شکل مودهای ورق دایروی در تماس با سیال بر مبنای انرژی پتانساست. با استفاده از روش ریتز، فرکانس

اند. در ادامه، تأثیر پارامترهای مختلف هندسی از قبیل نسبت ضخامت بر شعاع ورق، شرایط مرزی، چگالی سیال، نسبت استخراج شده

های طبیعی مورد بررسی قرار گرفته است. به منظور حصول اطمینان از نتایج به کسر حجمی ماده تابعی و ارتفاع سیال روی فرکانس

های طبیعی حاصل از ورق دایروی در تماس با سیال در حالت خاص ورق همگن آلومینیومی با نتایج تحلیلی، فرکانس دست آمده از حل

 حاصل از آزمایش تجربی مورد مقایسه قرار گرفته است.
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Abstract 
 

This study investigates the free vibration of a thick FG circular plate in contact with an inviscid and 

incompressible fluid. Analysis of the plate is based on First-order Shear Deformation Plate Theory (FSDT) with 

consideration of rotational inertial effects and transverse shear stresses. Dynamic transverse displacements of the 
plate are approximated by set of admissible Chebyshev functions which is required to satisfy the geometric 

boundary conditions. Potential theory together Bernouli’s equation are utilized to obtain the fluid pressure on the 

free surface of the plate. The governing equation of the oscillatory behavior of the fluid is obtained by solving 
Laplace equation and satisfying its boundary conditions. The natural frequencies and mode shapes of the plate are 

determined using Rayleith-Ritz method based on minimizing the Rayleith quotient. The effects of the geometrical 

parameters such as plate thickness to its radius ratio, boundary conditions, fluid density, volume fraction index, 
and height of the fluid on natural frequencies and mode shapes are investigated. Comparison of analytically 

outcome of this study is made with results of the experimental modal test for homogeneous Aluminum plate.  

 
 

 مقدمه -1

ای است که در آن یک ارتعاشات وارد به یک سازه در تماس با سیال پدیده

تواند در مواردی موجب از سازه با سیال تأثیر متقابل دارد. این پدیده می

کارافتادگی و خستگی سازه گردد. بنابراین کنترل و حتی تعدیل آن برای 

باشد. بررسی مشخصات ارتعاشی های حساس دارای اهمیت زیادی میموقعیت

ها در صنایع مختلف از مسائل ها در تماس با سیال با توجه به کاربرد آنورق

. مطالعه [1]باشد کاربردی مهندسی بوده و مورد توجه بسیاری از محققان می

ها در صنایع مختلفی از جمله صنایع خواص ارتعاش هیدورالاستیک ورق
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ای، مخازن سوخت، اجزای داخلی راکتورها، صفحات خورشیدی و هسته

باشد. بنابراین، آگاهی از های دریایی و هوایی دارای اهمیت زیادی میسازه

رسد ظر میرفتار سازه و سیال در تراکنش دینامیکی بین آنها ضروری به ن

ها از جمله ورق در حالت تماس های طبیعی سازه. واضح است که فرکانس[2]

باشد های آن در حالت بدون تماس با سیال میبا سیال متفاوت از فرکانس

. محققان مطالعات زیادی در زمینه ارتعاشات ورق در تماس با سیال انجام [3]

تحلیلی برای بررسی ارتعاشات وردی زاده و همکاران یک روش نیمه دادند. اله

یک ورق دایروی از جنس مواد تابعی ارائه دادند. آنها معادلات حاکم بر ورق 

لو و . تاریوردی[4]دایروی را با پاسخهای فرضی و روش کانترویچ حل کردند 

همکاران به منظور مطالعه ارتعاشات ورق دایروی در تماس با سیال غیرقابل 

های طبیعی ورق دایروی را تعیین فرکانس 1فزودهتراکم، با محاسبه جرم ا

. [1]کردند. آنها از دو روش برای استخراج فرکانسهای طبیعی استفاده کردند 

به بررسی ارتعاشات دو ورق دایروی یکسان در تماس با سیال  2جئونگ

فوریه و -محدود و نامحدود پرداخت. او برای تحلیل خود از روش بسط بسل

ک گرفت. همچنین اثر فاصله دو ورق روی فرکانسهای روش ریلی ریتز کم

، به بررسی  3دونگ 2212. در سال [6]طبیعی مورد مطالعه قرار گرفت 

ارتعاش آزاد ورق دایـروی ساخته شده از مــواد هدفمند در حالت سه بعدی 

ریتز با در نظر گرفتن -پرداخت. وی در تحقیق خود از روش چبیشف

ای چبیشف در توابع مرزی که شرایط مرزی را حاصلضرب سریهای چندجمله

کنند، برای استخراج فرکانسهای طبیعی استفاده کرد. وی، برای ارضاء می

معرفی خواص مادی ورق، تغییرات خواص را در جهت ضخامت به دو صورت 

به مطالعه تأثیر جرم مجازی ناشی از تماس آب  4. کواک[7]در نظر گرفت 

دایروی پرداخت. او با بکارگیری تبدیل فوریه به روی فرکانسهای طبیعی ورق 

 [. 3]بعد پرداخت محاسبه فاکتورهای نمو جرم مجازی افزوده در حالت بی

به بررسی تاثیر عمق سیال روی رفتار ارتعاشی  5امابیلی 1661در سال 

های دایروی و توخالی در تماس با سیال غیرقابل تراکم و غیرویسکوز ورق

ریتز برای تعیین -های مودال و ریلیقیق خود از روشپرداخت. وی در تح

مقادیر ویژه مساله استفاده کرد و در نهایت اثر پارامترهای مختلف روی جرم 

 .[6]افزوده را مورد مطالعه قرار داد 

، اثر فشار هیدرواستاتیک سیال غیرقابل تراکم 7و چئونگ 6زو  2222در سال 

ورد مطالعه قرار دادند. آنها در تحقیق روی ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی را م

خود ورق مستطیلی را که به عنوان دیواره مخزن مکعبی حاوی سیال قرار 

گرفته مدنظر قرار دادند و برای بدست آوردن مساله مقدار ویژه از روش ریتز 

 .[12]استفاده کردند 

حسینی هاشمی و همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق  2212در سال 

تاً ضخیم مستطیلی در تماس با سیال پرداختند. آنها برای استخراج روابط نسب

حاکم بر ورق از تئوری میندلین و برای استخراج روابط حاکم بر سیال از 

های طبیعی ورق در دو معادله برنولی استفاده کردند. در این تحقیق، فرکانس

. اخیراً [11]د حالت ورق در تماس با سیال از یک وجه و دو وجه استخراج ش

جئونگ و همکاران ارتعاش آزاد یک ورق دایروی با تکیه گاه گیردار در تماس 

با سیال محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها جابجایی دینامیکی ورق در 

تماس با سیال را با استفاده از ترکیب توابع مودال ورق خشک تعیین کردند. 

                                                                 
1 Added mass 
2 Jeong, K. H. 
3 Dong , C. Y.  
4 Kwak, M. K. 
5 Amabili M. 
6 Zhou, D. 
7 Cheung, Y. K. 

یتز بدست آورده که برای استخراج شکل ر-توابع ویژه مسئله را از روش ریلی

مودها و فرکانسهای طبیعی ورق در تماس با سیال استفاده کردند. نتایج 

. در سال [12]حاصل از این روش با نتایج عددی مورد مقایسه قرار گرفت 

و همکاران، فرکانسهای طبیعی دو ورق دایروی در  8مایونگ مو جانگ 2223

بررسی قرار دادند. آنها برای معادله حرکت  تماس با سیال محدود را مورد

-فوریه و روش ریلی-های بسلهای در تماس با سیال از روش بسط سریورق

ریتز استفاده کردند. نتایج حاصل از این تحقیق با نتایج عددی حاصل از نرم 

های طبیعی دو افزار المان محدود مورد مقایسه قرار گرفت. در نهایت فرکانس

با سیال و بدون تماس با سیال مورد مطالعه قرار گرفته و اثر  ورق در تماس

در  [.13]های طبیعی ورقها مورد مطالعه قرار گرفت فاصله دو ورق بر فرکانس

قدیریان و همکاران به بررسی رفتار ارتعاشی ورق مستطیل  1362سال 

وع کامپوزیتی در تماس با سیال پرداختند. آنها در تحقیق خود از کامپوزیت ن

ریتز استفاده کردند. -ارتوتروپیک و برای تحلیل ارتعاشات آزاد از روش ریلی

تحقیق آنها نشان داد که تحت تأثیر ارتعاش ورق در سیال حرکتی ایجاد 

  [.14]شود شود که باعث افزایش انرژی جنبشی سیستم میمی

ارتعاش یک ورق دایروی غوطه ور  2213احسان عسگری و همکاران در سال 

سیال محدود را مورد مطالعه قرار دادند. آنها از روش نیمه تحلیلی برای  در

حل معادلات ورق در دو حالت تکیه گاهی لبه ساده و لبه آزاد استفاده کردند. 

برای دستیابی به پتانسیل سرعت سیال از هر دو روش حداقل مربعات و 

بیعی ورق از گالرکین برای تعیین ضرایب مجهول و برای تعیین فرکانسهای ط

ریتز استفاده کردند. نتایج حاصل از تحقیق آنها با نتایج آزمایش -روش ریلی

  [.11]تجربی مورد مقایسه قرار گرفت 

رضوانی و همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق تقویت شده  1364در سال 

در آب پرداختند. آنها مطالعه خود را با سه روش تحلیلی، عددی و 

آزمایشگاهی انجام دادند و از تئوری ورق ارتوتروپیک برای استخراج روابط 

حاکم استفاده کردند. همچنین آنها از روش جرم افزوده برای مدلسازی اثر 

  [.16] روی ارتعاشات ورق بهره بردندسیال 

( مواد مرکب جدید با ریزساختار ناهمگن هستند 9FGMمواد هدفمند )

ها بطور ملایم و پیوسته و طبق یک تابع معین از یک که خواص مکانیکی آن

ای از کند. نوع رایج این مواد ترکیب پیوستهسطح به سطح دیگر تغییر می

آیند. از اختلاط پودر فلز و سرامیک به دست میسرامیک و فلز است. این مواد 

مزیت اصلی استفاده از این مواد این است که قادر به تحمل درجه حرارت 

بسیار بالا و اختلاف درجه حرارت بسیار بالا بوده و مقاوم در برابر خوردگی و 

سایش بوده و مقاومت بالایی در مقابل شکست دارد. در حال حاضر از این 

هایی که در مقابل درجه حرارت بالا باید مقاوم باشند استفاده سازه مواد برای

ها، شود. این نوع از مواد به دلیل ویژگی خاص در سپرهای حرارتی موشکمی

 [.17]گیرند های سایشی بالا مورد استفاده قرار میمخازن شیمیایی و محیط

بررسی رفتار با توجه به اهمیت مواد هدفمند در صنایع، محققین زیادی به 

جعفری مهرآبادی و  2226دینامیکی این نوع از مواد پرداختند. در سال 

همکارانش ارتعاش آزاد یک ورق دایروی ساخته شده از مواد هدفمند با لایه 

های پیزوالکتریک را مورد بررسی قرار دادند. آنها معادلات حرکت را بر پایه 

از روش المان محدود  تئوری کلاسیک بدست آورده و برای حل معادلات

استفاده کردند. سپس برای دو نوع شرط مرزی اثر نسبت کسر حجمی و 

ضخامت لایه های پیزوالکتریک روی فرکانسهای طبیعی را مورد تحلیل قرار 

 .[13]دادند 

                                                                 
8 Myung, M. J.  
9 Functionally Graded Material 

www.SID.ir

https://scholar.google.com/citations?user=6K_Rg5oAAAAJ&hl=en&oi=sra
www.sid.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 و همکاران زادهشهروز یوسف                                                               ..  ارتعاشات هیدروالاستیک ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال.بررسی 

531 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 
ت

زی
و

مپ
کا

 

حسینی هاشمی و همکاران ارتعاشات ورق مستطیلی از جنس مواد تابعی 

ر شکل برشی مورد مطالعه قرار دادند. را با استفاده از تئوری مرتبه اول تغیی

آنها برای تحلیل ارتعاشات ورق روی بستر الاستیک از روش تحلیلی استفاده 

علی بخششی و کوروش خورشیدی ارتعاش آزاد  2214. در سال [17]کردند 

یک ورق مستطیلی از جنس مواد هدفمند در تماس با سیال محدود را مورد 

تقریب جابجایی های ورق با فرض تئوری تغییر مطالعه قرار دادند. آنها از 

شکل برشی مرتبه سوم از توابع سعی هارمونیک مثلثاتی استفاده کردند. برای 

دستیابی به فرکانسهای طبیعی ورق در تماس با سیال و شکل مود ارتعاشی 

ریتز بر مبنای انرژی پتانسیل کمینه -ورق در تماس با سیال از روش ریلی

در نهایت تأثیر پارامترهای ضریب توانی نسبت حجمی، نسبت استفاده کردند. 

طول، نسبت ضخامت ورق، ارتفاع سیال، عرض مخزن و شرایط مرزی بر 

 .[22]فرکانس طبیعی ورق در تماس با سیال مورد بررسی قرار گرفت 

مرور کارهای انجام شده توسط محققان که بخشی از آنها در بالا اشاره 

زمینه ارتعاش ورق دایروی از جنس مواد تابعی در  دهد که درشد نشان می

تماس با سیال محدود کارهای محدودی انجام شده است. در این پژوهش 

دایروی ساخته شده از مواد تابعی با ضخامت ثابت در  ارتعاشات آزاد ورق

تماس با سیال محدود با بکارگیری تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی مورد 

رار گرفته است. برای بررسی رفتار ارتعاشی ورق یک تجزیه و تحلیل ق

مجموعه توابع پذیرفتنی چبیشف که شرایط مرزی را بطور کامل ارضا 

کنند در نظر گرفته شده است. برای استخراج روابط انرژی کرنشی و می

جابجایی -ی خطی کرنشجنبشی حاکم بر رفتار دینامیکی ورق از رابطه

های طبیعی ورق در تماس با یابی به فرکانساستفاده شده است. برای دست

سیال و شکل مود ارتعاشی ورق در تماس با سیال از روش انرژی ریتز و بر 

سازی انرژی پتانسیل کل استفاده شده است. معادلات حاکم بر مبنای کمینه

رفتار نوسانی سیال، با حل معادله لاپلاس و ارضای شرایط مرزی سیال به 

تحقیق حاضر، اثر سیال روی نوسانات ورق دایروی بدون  است. در دست آمده

استفاده از جرم افزوده که روش تقریبی است بررسی شده است و در 

فرمولاسیون ارائه شده تراکنش بین سیال و ورق بصورت دائمی بوده و نوسان 

هر کدام روی دیگری قابل محاسبه است. برای دستیابی به نتایج عددی 

افزار متلب تهیه شده و در بخش نتایج عددی، تأثیر ای در نرمبرنامه

پارامترهای مختلف از جمله ضریب توانی کسر حجمی، نسبت ضخامت به 

های شعاع ورق، شعاع مخزن، ارتفاع سیال و چگالی سیال روی فرکانس

طبیعی ورق در تماس با سیال مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. برای 

ها، نتایج حاصل از روش تحلیلی ارائه شده در حالت حصول اطمنیان از جواب

خاص ورق دایروی همگن )آلومینیوم( در تماس با سیال با نتایج حاصل از 

 آزمایشات تجربی آنالیز مودال مورد مقایسه قرار گرفته است. 

 

 روابط حاکم                                                                                   -2

 روابط حاکم بر ورق دایروی  -2-1

در تماس  1ورق دایروی از جنس مواد تابعی را در نظر بگیرید که مطابق شکل

 hو  a ،bهای صلب قرار دارد. ای با دیوارهبا سیال محدود درون مخزن استوانه

به  Hو  Rبه ترتیب بیانگر شعاع داخلی، شعاع خارجی و ضخامت ورق و 

 باشد.ترتیب بیانگر شعاع و ارتفاع سیال درون مخزن می

 

 
Fig. 1 Geometry of circular plate in contact with fluid and coordinate 

system.   
هندسه ورق دایروی در تماس با سیال و نحوه استقرار محورهای   1شکل 

 مختصات.
 

مطابق با تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی یا تئوری میندلین، 

 [:17شود ]های جابجایی یک نقطه از ورق طبق رابطه زیر تعیین میمولفه

(1) 

𝑢1 = 𝑢𝑟 + 𝑧𝜓𝑟  

𝑢2 = 𝑢𝜃 + 𝑧𝜓𝜃  

𝑢3 = 𝑢𝑧  

به ترتیب نشان  𝑢3، و 𝑢1 ،𝑢2ی میانی و فاصله یک نقطه از لایه zکه 

 𝑢𝜃و  𝑢𝑟است.  𝑧و  𝑟 ،𝜃های ورق در راستای محورهای جابجایی دهنده

است.  𝜃و  𝑟های صفحه میانی ورق به ترتیب در راستاهای جایجایی

های ورق ناشی از خمش به ترتیب در راستای شیب 𝜓𝜃و  𝜓𝑟همچنین، 

کرنش -های کوچک و روابط تنشاست.  با فرض تغییرشکل 𝜃و  𝑟محورهای 

 :[17]های کرنش ورق دایروی طبق روابط زیر قابل بیان است خطی، مولفه

(2) 

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑟
= (

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟
+ 𝑧

∂𝜓r

𝜕𝑟
), 

𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑟
(𝑢1 +

𝜕𝑢2

𝜕𝜃
) =

1

𝑟
(𝑢𝑟 +

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
) +

𝑧

𝑟
(𝜓𝑟 +

𝜕𝜓𝜃

𝜕𝜃
),  

2𝜀𝑟𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝑢1

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑟
−

𝑢2

𝑟

= (
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝑟
−

𝑢𝜃

𝑟
)

+ 𝑧 (
1

𝑟

𝜕𝜓𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕𝜓𝜃

𝜕𝑟
−

𝜓𝜃

𝑟
),  

2𝜀𝑟𝑧 = (
𝜕𝑢1

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑟
) = (𝜓𝑟 +

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑟
),           

2𝜀𝜃𝑧 = (
𝜕𝑢2

𝜕𝑧
+

1

𝑟

𝜕𝑢3

𝜕𝜃
) = (𝜓𝜃 +

1

𝑟

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝜃
), 

 

ای برای ورق از جنس مواد تابعی، با در نظر گرفتن حالت تنش صفحه

 شوند:ها به صورت زیر نوشته میتنش

(3) 

𝜎𝑟𝑟 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃),   

𝜎𝜃𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑟𝑟),  

𝜎𝑟𝜃 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝑟𝜃), 

𝜎𝜃𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝜃𝑧),  

𝜎𝑟𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(2𝜀𝑟𝑧)  
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بیانگر ضریب پواسون است و در این تحقیق مقدار آن ثابت در نظر  𝜈که 

 zباشد که در راستای مدول الاستیسیته ورق می 𝐸(𝑧)گرفته شده است.  

  [:13]کند طبق رابطه ساده توانی زیر تغییر می

(4) 𝐸(𝑧) = 𝐸𝑐 + (𝐸𝑚 − 𝐸𝑐) (
1

2
−

𝑧

ℎ
)

𝑝

 

به ترتیب بیانگر مدول الاستیسیته فلز و سرامیک و  𝐸𝑐و  𝐸𝑚که در آن 

𝑝  ضریب توانی کسر حجمی است که مقدار آن بزرگتر یا مساوی صفر

𝑝باشد. واضح است با انتخاب می = به ورق همگن از جنس فلز دست  0

 [:7]گیریم بعد زیر را در نظر مییابیم. مقادیر بیمی

(1) 
𝑟̅ =

2𝑟

𝑅̅
− 𝛿,        𝜃̅ = 𝜃,        𝑧̅ =

2𝑧

ℎ
,         

  𝜂 =
𝑎

𝑏
,         𝜆 =

ℎ

𝑏
 

𝑅̅که در آن  = 𝑏 − 𝑎  وδ = (𝑏 + 𝑎)/(𝑏 − 𝑎)  است. برای

های ورق طبق توابع سعی هارمونیک به صورت زیر در ارتعاشات آزاد، جابجایی

 شود:نظر گرفته می

 
(6) 

𝑢𝑟(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝑟(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

= 𝐹1
𝑎(𝑟̅)𝐹1

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝑟𝑖𝑅𝑖(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐼

𝑖=1

 

(7) 

𝑢𝜃(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝜃(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

= 𝐹2
𝑎(𝑟̅)𝐹2

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝜃𝑗𝑅𝑗(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒i𝜔𝑡

𝐽

𝑗=1

 

(3) 

𝑢𝑧(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝑈̅𝑧(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

= 𝐹3
𝑎(𝑟̅)𝐹3

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢𝑧𝑘𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐾

𝑘=1

 

(6) 

𝜓𝑟(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝜓̅𝑟 cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

= 𝐹𝑟
𝑎(𝑟̅)𝐹𝑟

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝜓r𝑙𝑅𝑙(𝑟̅) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐿

𝑙=1

 

(12) 

𝜓𝜃(𝑟̅, 𝜃̅, 𝑡) = 𝜓̅𝜃 sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

= 𝐹𝜃
𝑎(𝑟̅)𝐹𝜃

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝜓𝜃𝑞𝑅𝑞(𝑟̅) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝑄

𝑞=1

 

ضرایب مجهول هستند که  𝜓𝜃𝑞و  𝑢𝑟𝑖 ،𝑢𝜃𝑗 ،𝑢𝑧𝑘 ،𝜓𝑟𝑙در روابط فوق،  

های مورد نیاز توابع تعداد جمله 𝑄و  𝐼   ،𝐽  ،𝐾  ،𝐿باید تعیین شوند و 

𝑅𝑓(𝑟̅) (𝑓باشد. پذیرفتنی برای تقریب جابجایی ورق می = 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑞) 

 شود:ام چبیشف است که بصورت زیر تعریف می𝑓ی  ای مرتبهچندجمله

(11) 

𝑅𝑓(𝑟̅) = cos(𝑓 cos−1 𝑟̅)            

𝑟̅∈[−1,1]  , 𝑓 = 0,1,2, …  

𝐹𝑒
𝑎(𝑟̅)  و𝐹𝑒

𝑏(𝑟̅) (𝑒 = 1,2,3, 𝑟, 𝜃)  توابع مرزی هستند که شرایط

کنند. توابع های داخلی و خارجی ورق دایروی توخالی را ارضا میمرزی لبه

ارائه شده است  1گاهی کلاسیک در جدول مرزی متناسب با شرایط تکیه
[21]: 

 توابع مرزی متناسب با شرایط مرزی کلاسیک  1جدول

Table 1 Boundary functions for classic boundary conditions 
 توابع مرزی

ی
رز

ط م
رای

ش
 

 لبه داخلی ورق لبه خارجی ورق

𝐹𝜃
𝑏(𝑟̅) 𝐹𝑟

𝑏(𝑟̅) 𝐹3
𝑏(𝑟̅) 𝐹2

𝑏(𝑟̅) 𝐹1
𝑏(𝑟̅) 𝐹𝜃

𝑎(𝑟̅) 𝐹𝑟
𝑎(𝑟̅) 𝐹3

𝑎(𝑟̅) 𝐹2
𝑎(𝑟̅) 𝐹1

𝑎(𝑟̅) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 F-F 

1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ C-C 

1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 − 𝑟̅ 1 1 1 1 1 F-C 

1 1 1 1 1 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ 1 + 𝑟̅ C-F 

 داریم:( 2)های کرنش رابطه در مولفه (12)تا ( 6)با جایگذاری روابط       

(12) 

𝜀𝑟𝑟 =
2

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡, 

𝜀𝜃𝜃 =
2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡,  

 2𝜀𝑟𝜃 = (−
2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝑈̅𝑟 + 𝑈̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝜃

𝜕𝑟̅
)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝜓̅𝑟 + 𝑠𝜓̅𝜃)

+
2

𝑅̅

𝜕𝜓̅𝜃

𝜕𝑟̅
) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡,  

2𝜀𝑟𝑧 = (𝜓̅𝑟 +
2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝑧

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

2𝜀𝜃𝑧 = (𝜓̅𝜃 −
2𝑛

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
𝑈̅𝑧) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

 

 دهد:نتیجه می (3)در رابطه  (12)های کرنش در رابطه جایگذاری مولفه

   

(13) 

 

 

𝜎𝑟𝑟 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2 [
2

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
) + 

2𝜈

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃) + 𝑧̅

ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)]] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 , 

 𝜎𝜃𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2 [
2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
[(𝑈̅𝑟 + 𝑛𝑈̅𝜃)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(𝜓̅𝑟 + 𝑛𝜓̅𝜃)]

+
2𝜈

𝑅̅
(

𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝑟̅
+ 𝑧̅

ℎ

2

∂𝜓̅r

𝜕𝑟̅
)] cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡,  

𝜎𝑟𝜃 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
[(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝑈̅𝑟 + 𝑈̅𝜃) +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝜃

𝜕𝑟̅
)

+ 𝑧̅
ℎ

2
(−

2

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
(𝑛𝜓̅𝑟 + 𝑠𝜓̅𝜃)

+
2

𝑅̅

𝜕𝜓̅𝜃

𝜕𝑟̅
)] sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡, 

𝜎𝜃𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(𝜓̅𝑟 +

2

𝑅̅

𝜕𝑈̅𝑧

𝜕𝑟̅
) cos 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ,  

𝜎𝑟𝑧 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
(𝜓̅𝜃 −

2𝑛

𝑅̅(𝑟̅ + 𝛿)
𝑈̅𝑧) sin 𝑛𝜃̅ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

 :[23]شود تعیین می (14)از رابطه  𝑈𝑝انرژی کرنش الاستیک ورق 

(14) 𝑈𝑝 =
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧               𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 

بعد معرفی شده در رابطه برحسب پارامترهای بی 𝑈𝑝رابطه انرژی کرنشی 

 آید:درمی (11بصورت رابطه ) (1)

(11) 

𝑈𝑝 =
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗) (

𝑅̅

2
)

2

(
ℎ

2
) (𝑟̅

1

−1

2𝜋

0

1

−1

+ 𝛿)𝑟̅𝑑𝑟̅𝑑𝜃̅𝑑𝑧̅    𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧 
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 :[23]شود تعریف می (16)ورق طبق رابطه  𝑇𝑝انرژی جنبشی 

(16) 
𝑇𝑝 =

1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)[𝑢̇1

2 + 𝑢̇2
2 + 𝑢̇3

2]𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

2

−
ℎ

2

   

𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜃, 𝑧 

 شوند:می (17)رابطه بعد به صورت ( برحسب پارامترهای بی16رابطه )

(17) 
𝑇𝑝 =

1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌(𝑧)[𝑢̇1

2 + 𝑢̇2
2 + 𝑢̇3

2] (
𝑅̅

2
)

2

(
ℎ

2
) (𝑟̅

1

−1

2𝜋

0

1

−1

+ 𝛿)𝑟̅𝑑𝑟̅𝑑𝜃̅𝑑𝑧̅ 

باشد که طبق قانون ساده توانی چگالی ورق می 𝜌(𝑧)(، 17در رابطه )

کند ( در جهت ضخامت ورق تغییر می13برای مواد هدفمند مطابق رابطه )

[23:] 

(13) 
𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐 + (𝜌𝑚 − 𝜌𝑐) (

1

2
−

𝑧

ℎ
)

𝑝

 

 
 

 معادلات حاکم بر نوسان سیال -2-2

دهد که حاوی ای صلب را نشان میشکل شماتیک یک مخزن استوانه 1شکل 

باشد. از تابع پتانسیل سرعت سیال غیرویسکوز و غیرقابل تراکم می

Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)  .برای توصیف نوسانات سیال درون مخزن استفاده شده است

ای از حل حرکت سیال ناشی از ارتعاش ورق دایروی درون مخزن استوانه

 :[24]معادله لاپلاس برحسب پتانسیل سرعت به شکل زیر قابل تعیین است 

(16) ∇2Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) =  
𝜕2Ф

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2Ф

𝜕𝜃2 +
𝜕2Ф

𝜕𝑧2 +
𝜕2Ф

𝜕𝑡2

= 0          

ها و کف مخزن که صلب هستند، سرعت سیال مساوی صفر در دیواره

 است. در نتیجه:

(22) (
𝜕Ф

𝜕𝑟
)

𝑟=𝑅
= 0. 

(21) 
(

𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=−
ℎ

2
−𝐻

= 0. 

 

( به شکل 16)با استفاده از روش تفکیک متغیرها، پاسخ معادله 

Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑖𝜔𝜑(𝑟, 𝜃, 𝑧)exp(𝑖𝜔𝑡)   قابل بیان است.  جایگذاری این

، پاسخ عمومی (21)و  (22)و با اعمال شرایط مرزی ( 16)پاسخ در معادله 

 شود: معادله مذکور به صورت زیر تعیین می

(22) 

Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)

= 𝑖𝜔. cos 𝑛𝜃 ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) [cosh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)

∞

𝑠=1

+ tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ

2
)

𝑅
) sinh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)] 𝑒𝑖𝜔𝑡 

𝐽𝑛، (22)در رابطه  (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
تابع بسل نوع اول است. پارامتر فرکانسی  (

 𝛽𝑛𝑠  شود:تعیین  (23)طبق رابطه  (22)با استفاده از شرط مرزی 
(23) 𝐽𝑛́(𝛽𝑛𝑠) = 0 

است. حل معادله  𝑟بیانگر مشتق تابع بسل نسبت به متغیر  (‘)که در آن 

 شود.می 𝑠و  𝑛برای هر مقدار از  𝛽𝑛𝑠منجر به تعیین پارامتر فرکانسی  (23)

 تراکنش بین ورق و سیال -2-3

جابجایی دینامیکی سیال در راستای عمود بر سطح ورق باید جابجایی ورق 

در همان راستا برابر باشد. به عبارت دیگر، در محل تماس ورق و سیال باید 

که بین ورق و کند شرط پیوستگی یا سازگاری برقرار باشد. این شرط بیان می

سیال یک تماس دائمی در محل تماس وجود دارد. طبق شرط پیوستگی 

 داریم:

(24) (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)

𝑧=−
ℎ

2

=
𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
. 

 شود:( حاصل می21(، رابطه )24( در رابطه )22( و )3جایگذاری روابط )

(21) 

∑ ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (
𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) (

𝛽𝑛𝑠

𝑅
) [sinh (

𝛽𝑛𝑠 (
ℎ

2
)

𝑅
)

∞

𝑠=1

∞

𝑛=1

+ tanh (
𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +

ℎ

2
)

𝑅
) cosh (

𝛽𝑛𝑠 (
ℎ

2
)

𝑅
)] cos 𝑛𝜃

= ∑ 𝑢3𝑘𝐹3
𝑎(𝑟̅)𝐹3

𝑏(𝑟̅)𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃

𝐾

𝑘=1

 

به صورت زیر محاسبه  𝐸𝑛𝑠، ضریب [21]های فوریه با استفاده از سری

 شود:می

(26)  

𝐸𝑛𝑠 =
∫ 𝑟(∑ 𝑢𝑧𝑘𝐹3

𝑎(𝑟̅)𝐹3
𝑏(𝑟̅)𝑅𝑘(𝑟̅)𝐾

𝑘=1 )
𝑏

𝑎
 𝐽𝑛 (

𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) 𝑑𝑟

[sinh (
𝛽𝑛𝑠(

ℎ

2
)

𝑅
) + tanh (

𝛽𝑛𝑠(𝐻+
ℎ

2
)

𝑅
) cosh (

𝛽𝑛𝑠(
ℎ

2
)

𝑅
)]

 

×
1

(
𝛽𝑛𝑠

𝑅
) ∫ 𝑟

𝑏

𝑎
 𝐽

𝑛
2 (

𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
) 𝑑𝑟

 

 

به   𝑢𝑧𝑘طبق این رابطه، پتانسیل سرعت سیال برحسب جملات مجهول 

 شود.بیان می 𝐸𝑛𝑠جای ضرایب مجهول 

ال، غیرقابل تراکم و غیرویسکوز از آنجایی که سیال موردنظر بصورت ایده

در نظر گرفته شده است، امواج سطح آزاد سیال به واسطه ارتعاش ورق نادیده 

گرفته شده است. به عبارت دیگر، از اغتشاش سیال صرفنظر شده است. انرژی 

  [:26]شود بیان می (27)جنبشی سیال طبق رابطه 

(27) 𝑇𝑓 =
1

2
𝜌𝑓 ∫ ∫ [Ф (

𝜕Ф

𝜕𝑧
)]

𝑧=−
ℎ

2

𝑏

𝑎

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

 

گیری مساحتی است که ورق در چگالی سیال و محدوده انتگرال 𝜌𝑓که 

)تماس با سیال است. برای محاسبه 
𝜕Ф

𝜕𝑧
( 24)از شرط سازگاری در رابطه  (

 گیریم: بهره می

(23) 

𝜕Ф

𝜕𝑧
|

𝑧=−
ℎ

2

=
𝜕𝑢3

𝜕𝑡

= 𝑖𝜔. 𝐹3
𝑎(𝑟̅)𝐹3

𝑏(𝑟̅) ∑ 𝑢3𝑘𝑅𝑘(𝑟̅) cos 𝑛𝜃

𝐾

𝑘=1

𝑒𝑖𝜔𝑡 

گیری از رابطه و انتگرال (27)در رابطه ( 23)و ( 22)با جایگذاری روابط 

(26) 

𝑇𝑓 = −
1

2
𝜌𝑓𝛤1𝜔2 ∫ 𝐹3

𝑎(𝑟̅)𝐹3
𝑏(𝑟̅) ∑ 𝐸𝑛𝑠𝐽𝑛 (

𝛽𝑛𝑠𝑟

𝑅
)

∞

𝑠=1

𝑏

𝑎

 

× [cosh (
𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
) + tanh (

𝛽𝑛𝑠 (𝐻 +
ℎ

2
)

𝑅
) sinh (

𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
)] 

× (∑ 𝑢3𝑘𝑅𝑘(𝑟̅)

𝐾

𝑘=1

𝑒2𝑖𝜔𝑡) 𝑟𝑑𝑟 
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 حاصل، داریم:

، رابطه زیر برای انرژی جنبشی (26)در رابطه  (26)با جایگذاری رابطه 

 شود:سیال حاصل می

(32) 𝑇𝑓 = −
1

2
𝜌𝑓𝛤1𝜔2 ∑ ∑ 𝐴𝑛𝑠𝐵𝑛𝑠𝑢𝑧𝑘

2

𝐾

𝑘=1

∞

𝑠=1

𝑒2𝑖𝜔𝑡 

 در ضمیمه آمده است.  𝐵𝑛𝑠و  𝐴𝑛𝑠که مقدار ضرایب 

 روش حل: -2-4

انرژی کرنشی و انرژی در حالت ارتعاش آزاد، انرژی کل سیستم از مجموع 

 شود. طبق این تعریف داریم:جنبشی ورق و سیال حاصل می

(31) 𝛱 = (𝑈𝑝)
𝑚𝑎𝑥

− (𝑇𝑓 + 𝑇𝑝)
𝑚𝑎𝑥

 

( باید نسبت به ضرایب 31کند که انرژی کل رابطه )روش ریتز ایجاب می

 مجهول کمینه شود. بنابراین:

(32)  
 𝜕Π

𝜕𝜓𝜃𝑞

= 0 
𝜕Π

𝜕𝜓𝑟𝑙

= 0, 
𝜕Π

𝜕𝑢𝑧𝑘

= 0, 
𝜕Π

𝜕𝑢𝜃𝑗

= 0, 
𝜕Π

𝜕𝑢𝑟𝑖

= 0, 

 شود:منجر به معادله مقدار ویژه زیر می (32)رابطه 

(33)   ([𝐾́] − 𝜔2 [𝑀́]){∆́} = 0 

های مربع سختی و جرم به ترتیب ماتریس [𝑀́]و  [𝐾́]، (33)در رابطه 

,𝐼]هستند که ابعاد آنها برابر مجموع  𝐽, 𝐾, 𝐿, 𝑄]  ،بردار  {́∆}است. همچنین

 باشد:ستونی ضرایب به صورت زیر می

(34)   {∆́} = {{𝑢𝑟𝑖} {𝑢𝜃𝑗} {𝑢𝑧𝑖} {𝜓𝑟𝑙} {𝜓𝜃𝑞}}
𝑇

 

 که در آن:

{𝑢𝑟𝑖} = {𝑢𝑟1 𝑢𝑟2 … 𝑢𝑟𝐼}𝑇 

{𝑢θ𝑗} = {𝑢𝜃1 𝑢𝜃2
… 𝑢𝜃𝐽}𝑇 

{𝑢𝑧𝑖} = {𝑢𝑧1  𝑢𝑧2   … 𝑢𝑧𝐾}𝑇 

{𝜓𝑟𝑙} = {𝜓𝑟1 𝜓𝑟2   … 𝜓𝑟𝐿}𝑇 

{𝜓𝜃𝑞} = {𝜓𝜃1 𝜓𝜃2 … 𝜓𝜃𝑄}𝑇                                       (31)  

های طبیعی ورق دایروی در تماس با سیال، با مساوی صفر قرار فرکانس

های قابل تعیین است. ریشه (33)دادن دترمینان ماتریس ضرایب در رابطه 

های ویژه( است. توابع ویژه یا دترمینان مذکور مربع مقادیر ویژه )فرکانس

یژه در همان شکل مودهای متناظر با مقادیر ویژه با جایگذاری مقادیر و

 آید. و حل آنها به دست می (33)دستگاه معادلات رابطه 

 آزمایش مودال -3

تعیین فرکانس طبیعی یک سازه از اهداف مهم مهندسان و طراحان در 

می باشد. فرکانسهای طبیعی یک سازه در حین ها زهسامطالعه دینامیکی 

هایی بعد از ساخت با روشهای تحلیلی قابل تعیین است اما لازم است فرکانس

-ساخت و مونتاژ سازه تعیین شود که در این حالت روش تجربی یکی از روش

کلاسیک یکی از آزمایشات  1آزمایش مودال های کارآمد به شمار می رود.

                                                                 
1 Modal test 

های میرایی و شکل ها، نسبتارزشمند در تعیین پارامترهای مودال )فرکانس

. این آزمایش با [27]باشد های فرکانسی سازه میگیری پاسخمودها( با اندازه

( در حوزه 2FRFهای ورودی و خروجی توابع پاسخ فرکانس )گیری دادهاندازه

. [23]باشد ( در حوزه زمان قابل اجرا می3IRFفرکانسی یا توابع پاسخ ضربه )

برای انجام آزمایش مودال کلاسیک نیاز به تجهیزاتی همچون چکش ضربه، 

باشد که شکل شماتیک و و سیستم رایانه می 4برداریشتاب سنج، کارت داده

 به نمایش در آمده است. 2نحوه مونتاژ آنها در انجام این آزمایش در شکل 

 
Fig. 2 Schematic of modal test equipment and assembly of them  

 شکل شماتیک تجهیزات آزمایش مودال و نحوه مونتاژ آنها  2شکل

برای انجام آزمایش مودال ورق دایروی همگن از جنس آلومینیوم، ابتدا 

تهیه شد تا  -3aمطابق شکل 70cmو ارتفاع  22cmای با شعاع مخزن استوانه

های صلب برای مخزن و هم شرایط مرزی لبه آزاد بتوان هم شرایط دیواره

ول های دایروی از جنس آلومینیوم با مدبرای ورق را فراهم کرد. ورق

𝐸الاستیسیته  = 70𝐺𝑃𝑎10های ، با شعاعcm  15وcm   و هر کدام با

ساخته شد. با توجه به اینکه برقراری تماس  2mmو  1mmهای ضخامت

دائمی بین ورق و سیال از اهمیت بسزایی در نتایج این آزمایشات دارد، لذا 

های ساخته شده بطور کامل تمیز شد تا عاری از هرگونه چربی یا سطح ورق

ای که مانع تماس آنها با سیال شود گردد. به منظور حصول اطمینان هر ماده

نمونه ورق 12ایش، مقرر شد هر تست سه بار انجام شود. لذا جمعاً از نتایج آزم

یک نمونه ورق با  b-3ساخته شد و مورد آزمایش قرار گرفت. در شکل 

 نمایش داده شده است.  10cmو شعاع  1mmضخامت 

     

                                               (a)                      (b) 
Fig. 3 (a) Tank for modal test (b) Circular plate for modal test 

( ورق دایروی از جنس b( مخزن ساخته شده برای انجام تست مودال  )a)  3شکل

 آلومینیوم خالص

                                                                 
2 Frequency response function 
3 Impact response function 
4 Innobeamer 
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های دایروی روی آب داخل مخزن از چهار نخ به منظور استقرار ورق

الاستیک و چهار گیره کوچک با جرم بسیار ناچیز استفاده شد. ابتدا مخزن تا 

ها ها و گیرههای دایروی با استفاده از نخپر از آب شد و ورق 60cmارتفاع 

ب باشد. طوری داخل مخزن مستقر شدند که سطح زیرین ورق در تماس با آ

مونتاژ شدند. تجهیزات بکار رفته برای  4سپس تجهیزات آزمایش، طبق شکل

انجام آزمایش مودال این پژوهش که در آزمایشگاه دینامیک و ارتعاشات 

باشد: شتاب سنج از نوع دانشگاه صنعتی اراک موجود است به شرح زیر می

87002b100m1 9712، نیروسنج از نوعb50 از نوع  و کارت داده برداریNi 

4432-USB 4کشور سوئیس. تجهیزات مطابق شکل 1ساخت شرکت کیستلر 

 مونتاژ و آماده آزمایش شدند.

     

 
Fig. 4 Modal test on circular plate in contact with fluid 

 آزمایش مودال ورق دایروی و نحوه نصب تجهیزات  4شکل

 بحث بر روی نتایج -4

گذاری نتایج حاصل از روش تحلیلی ارائه شده، در این تحقیق، برای صحه

نتایج به دست آمده از این روش در حالت خاص ورق همگن آلومینیومی در 

تماس با سیال با نتایج حاصل از آزمایش مودال در حالت لبه آزاد مورد 

ه مقایسه قرار گرفته است. سیال مورد استفاده در این تحقیق آب است ک

𝜌𝑓چگالی آن در حدود  = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 .برای  در نظر گرفته شده است

بدست آوردن نتایج تحلیلی، از مشخصات ورق مورد آزمایش با مدول یانگ 

70𝐺𝑃𝑎  و  چگالی𝑘𝑔/𝑚32722  استفاده شده است. برای اطمینان از نتایج

ل تکرار آزمایشات، هر آزمایش روی سه نمونه ورق یکسان در تماس با سیا

های حاصل به عنوان نتیجه نهایی در نظر گرفته شد. شد و میانگین فرکانس

برای تشخیص اینکه فرکانس بدست آمده مربوط به کدام مود ارتعاشی ورق 

باشد نتایج حاصل با نتایج حاصل از کار تحلیلی مورد مقایسه قرار گرفت و می

 3و  2گردید. در جداول  ها مود ارتعاشی متناظر با آن مشخصاز تطابق پاسخ

های طبیعی حاصل از دو روش تحلیلی و تجربی به ترتیب برای فرکانس

مورد مقایسه قرار گرفته  10cmو شعاع  2mmو  1mmهای با ضخامت ورق

دهد که تطابق خوبی بین نتایج دو روش وجود دارد. است. نتایج نشان می

همچنین به منظور درک بهتر اختلاف فرکانسهای هر آزمایش، انحراف معیار 

استاندارد برای هر کدام محاسبه شده است. یکی از دلایل اختلاف به وجود 

                                                                 
1 Kistler 

سازی آزمایش مودال باشد که شرایط لتواند ناشی از مدآمده در پاسخها می

 مرزی لبه آزاد به طور کامل فراهم نشده باشد.

 
 10cmی با شعاع آلومینیم مقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی برای ورق   2جدول

 1mmو ضخامت 
Table 2 Comparison of analytical and experimental results for Al. plate 
with radius 10cm and thickness 1mm   

 

 )رادیان بر ثانیه( های طبیعیفرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول

نتایج 
 1473 1311 1233 1161 1212 611 626 126 313 143 آزمایش

 *ا.م.ا

 2.43 1.66 2.6 2.7 6.32 4.22 2.11 3.21 4.1 2.23 آزمایشها

نتایج 
 1621 1431 1366 1262 1132 612 621 136 326 142 تحلیلی

 درصد
 12.1 6.7 3.6 3.1 7.6 4.1 2.2 1.3 1.2 4 خطا

 * انحراف معیار استاندارد

 

 10cmی با شعاع آلومینیم مقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی برای ورق   3جدول

 2mmو ضخامت 
Table 3 Comparison of analytical and experimental results for Al. plate 

with radius 10cm and thickness 2mm 

 

 )رادیان بر ثانیه( های طبیعیفرکانس

 دهم نهم هشتم هفتم ششم پنجم چهارم سوم دوم اول

نتایج 
 1122 1332 1322 1161 1264 677 632 137 433 166 آزمایش

 *ا.م.ا

 4.47 3.11 2.41 1.37 2.13 6.36 4.23 3.21 4.16 2.31 آزمایشها

نتایج 
 1627 1411 1361 1262 1134 1214 614 142 126 163 تحلیلی

 درصد
 6.13 2.47 6.7 3.1 11 7.1 3.3 2.6 4.1 1.1 خطا

 * انحراف معیار استاندارد

 

آلومینیوم )به برای دستیابی به نتایج عددی، یک ورق دایروی متشکل از 

عنوان فلز( و آلومینا )به عنوان سرامیک( در تماس با سیال در نظر گرفته 

 باشد:می 4شده است. مشخصات ورق و سیال مطابق جدول

 خواص مکانیکی ماده مدرج تابعی و سیال 4جدول
Table 4 Mechanical properties of FGM and fluid. 

 ضریب پواسون مدول یانگ چگالی نوع ماده

 𝑘𝑔/𝑚3 72 𝐺𝑃𝑎 2.3 2722 آلومینیوم
 𝑘𝑔/𝑚3 332 𝐺𝑃𝑎 2.3 4122 آلومینا
 - - 𝑘𝑔/𝑚3 1222 سیال

 

بعد به صورت تر، پارامتر فرکانســــی بیبرای دستیابی به نتایج کلی

𝛽 = 𝜔𝑏2√𝜌𝑚ℎ/𝐷𝑚   تعریف گردیده که در آن𝐷𝑚 = 𝐸𝑚ℎ3/12(1 − 𝜈2)    

. برای بررسی تأثیر سیال بر رفتار ارتعاشی ورق دایروی از جنس مواد [26]

های طبیعی ورق دایروی در دو حالت در تماس با سیال و تابعی، فرکانس

𝜂بدون تماس با سیال با مقادیر  = 0.5 ،p=2 ،H=R=1m  و𝜆 = و با  0.2

ارائه شده است.  1های داخلی و خارجی مطابق شکلگاه مفصلی در لبهتکیه

 تماس بااثر کاهشی  nدهد با افزایش که نتایج این شکل نشان میهمانطوری

یابد. همچنین طبق این شکل، در های طبیعی افزایش میسیال در فرکانس

 رسد. مود چهارم ارتعاشی این اختلاف به حداقل مقدار می
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Fig. 5 Comparison of the natural frequencies of FG circular plate in 
contact with fluid and without contact with fluid.  

های طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در دو حالت مقایسه فرکانس  5شکل

 تماس با سیال و بدون تماس با سیال.
 

بعد فرکانسی مربوط به ورق دایروی از جنس مواد پارامتر بی 1در جدول

تابعی در تماس با سیال برای چهار نوع شرط مرزی و مودهای ارتعاشی 

𝜆مختلف برای مقادیر مختلف توان کسر حجمی و  = 𝜂و  0.2 = ارائه  0.5

 𝑝دهد که با افزایش توان کسر حجمی شده است. نتایج این جدول نشان می

های طبیعی ورق دایروی در تماس با سیال افزایش ، فرکانسماده تابعی

یابد. این موضوع به این دلیل است که با افزایش توان کسر حجمی، درصد می

سرامیک ورق افزایش یافته و سختی ورق به واسطه افزایش مدول الاستیک 

 یابد. نیز افزایش می

های فرکانسهمچنین، طبق این جدول، برای هر چهار نوع شرط مرزی، 

یابد. طبیعی ورق دایروی در تماس با سیال با افزایش شماره مودها افزایش می

های مربوط به توان نتیجه گرفت که فرکانسمی 1علاوه بر این، از نتایج جدول

بزرگتر از سایر شرایط مرزی است. یعنی با افزایش سفتی   C-Cگاه تکیه

سیستم به دلیل افزایش قیود هندسی در مرزهای ورق برای شرایط هندسی و 

فیزیکی یکسان فرکانس طبیعی ورق با شرایط مرزی گیردار بیش از فرکانس 

 طبیعی ورق با شرایط مرزی دیگر است. 

های طبیعی ورق دایروی رکانستأثیر تغییرات ضخامت ورق بر ف 6در شکل    

نمایش داده شده  C-Cاز جنس مواد تابعی در تماس با سیال با شرایط مرزی 

H=R=1m ،𝜂است. در ترسیم این نمودارها از مقادیر  = و چگالی سیال  0.5

𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 .استفاده شده است 

سر شود که برای تمام مقادیر توان کاز نمودارهای این شکل نتیجه می 

، با افزایش نسبت ضخامت بر شعاع بیرونی ورق دایروی، پارامتر pحجمی 

تا  0.02یابد. همچنین این افزایش در محدوده بعد فرکانسی افزایش میبی

توان به تقابل سختی ورق باشد. این امر را میدارای شیب تندتری می 0.04

در محدوده نسبت در برابر جرم آن و اینرسی سیال نسبت داد. به عبارت دیگر 

ضخامت مذکور نسبت سختی بر جرم کل سیستم دارای بیشترین مقدار 

دهد که با افزایش توان کسر باشد. همچنین نتایج این شکل نیز نشان میمی

 یابد. مقادیر فرکانسهای طبیعی افزایش می pحجمی 

 

𝛽بعد فرکانسی پارامتر بی 5جدول = 𝜔𝑏2√𝜌𝑚ℎ/𝐷𝑚  برای ارتعاش آزاد ورق

 .𝑝و   𝑛دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال برای مقادیر مختلف 

Table 5 Non-dimensional frequencies 𝛽 = 𝜔𝑏2√𝜌𝑚ℎ/𝐷𝑚  for free 

vibration of a FG circular plate in contact with fluid for various values 

of 𝑛 and 𝑝. 

p n C-F C-C F-F F-C 

2 

2 23.37 43.12 21.12 34.26 

1 64.47 117.71 76.31 122.16 

2 161.41 221.1 172.63 221.71 

1 

2 23.66 43.11 21.74 34.44 

1 61.42 113.61 32.14 121.16 

2 166.73 227.76 174.43 223.76 

3 

2 23.3 43.71 21.34 34.62 

1 61.36 116.17 32.12 122.21 

2 163.31 223.33 171.23 224.7 

1 

2 23.67 44.24 21.67 34.32 

1 66.47 122.21 31.22 122.72 

2 166.11 23.27 176.63 221.66 

12 

2 26.66 41.11 22.11 31.67 

1 63.34 123.16 33.21 121.22 

2 224.42 231.36 132.64 211.22 

 

 

 

 
Fig. 6 Variation of the non-dimensional frequency parameter ( 𝛽  ) 
versus the ratio of thickness to external radius of the circular plate in 

contact with fluid. 

بعد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی  6شکل

های تماس با سیال برحسب تغییرات نسبت ضخامت بر شعاع بیرونی ورق با لبه

 گیردار.

های به منظور بررسی تأثیر شعاع مخزن حاوی سیال روی فرکانس

نمودارهای طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال، 

اند. در ترسیم این نمودارها از ترسیم شده C-Cگاهی با شرایط تکیه 7شکل

𝜂مقادیر  = 0.5 ،𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 ،p=2  وH=1m  استفاده شده

شود که افزایش است. با توجه به نتایج ارائه شده در این شکل مشاهده می

شود ایروی میهای طبیعی ورق دشعاع مخزن در ابتدا باعث افزایش فرکانس

شوند. این ولی رفته رفته این افزایش ناچیز شده و به مقدار ثابتی همگرا می

توان تفسیر کرد که سیالات دوردست تأثیر چندانی موضوع را بدین صورت می

دهد که با همچنین نمودارهای این شکل نشان میروی ارتعاش ورق ندارند. 

های یک مقدار ثابت در شعاعها به افزایش ضخامت ورق، همگرایی فرکانس

 افتد.تری از مخزن اتفاق میپایین
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Fig. 7 Variation of the non-dimensional frequency parameter ( 𝛽  ) 
versus the vessel radius for various thickness of the FG circular plate in 

contact with fluid. 

بعد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی  7شکل

های گیردار برای مقادیر مختلف تماس با سیال برحسب تغییرات شعاع مخزن با لبه

 ضخامت ورق.

 

نمودار تغییرات فرکانس طبیعی ورق دایروی از جنس مواد  3در شکل

های گیردار برای مقادیر مختلف ضخامت ورق تابعی در تماس با سیال با لبه

برای ترسیم این نمودار از مقادیر برحسب ارتفاع سیال نمایش داده شده است. 

𝜂 = 0.5 ،𝜌𝑓 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 ،p=2  وR=1m  استفاده شده است. با

شود که با افزایش ارتفاع سیال، مقادیر پارامتر توجه به این شکل مشاهده می

یابد ولی در ادامه شیب بعد ابتدا با شیب بیشتری افزایش میفرکانسی بی

شوند. همانند تأثیر تغییرات شعاع نمودار ناچیز شده و به عدد ثابتی همگرا می

توان گفت که دلیل این امر این است که می های طبیعیمخزن بر فرکانس

سیالات دوردست اثر چندانی روی رفتار ارتعاشی ورق دایروی ندارند. 

دهد که با افزایش ضخامت ورق، همگرایی همچنین نتایج این نمودار نشان می

 گیرد.فرکانسها به یک عدد ثابت با سرعت و گرادیان بیشتری صورت می

 
Fig. 8 Variation of the non-dimensional frequency parameter ( 𝛽  ) 

versus the fluid height for various thickness of the FG circular plate in 

contact with fluid. 

بعد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی  8شکل

برای مقادیر مختلف  های گیردارتماس با سیال برحسب تغییرات ارتفاع سیال با لبه

 .ضخامت ورق

 
 

بعد فرکانسی ورق دایروی از جنس نمودار تغییرات پارامتر بی 6در شکل 

های گیردار برحسب تغییرات چگالی سیال مواد تابعی در تماس با سیال با لبه

برای مقادیر مختلف نسبت شعاع داخلی بر شعاع خارجی ورق دایروی به 

H=R=1m ،𝜆نمایش درآمده است. در ترسیم این نمودار از مقادیر  = و  0.2

𝑝 = رفت، نتایج این شکل بیان استفاده شده است. همانگونه که انتظار می 2

های طبیعی ورق دایروی از جنس کند که با افزایش چگالی سیال، فرکانسمی

توان از این شکل گرفت آن یابد. نتیجه دیگری که میمواد تابعی کاهش می

زایش است که هر چه نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق دایروی اف

توان به یابد. این موضوع را مییابد مقادیر فرکانس طبیعی افزایش میمی

 دلیل افزایش سختی ورق با کاهش پهنای ورق حلقوی دانست.

 

 
Fig. 9 Variation of the non-dimensional frequency parameter ( 𝛽  ) 
versus the fluid density for various ratio of internal to external radius of 

circular plate in contact with fluid. 

بعد ورق دایروی از جنس مواد تابعی در نمودار تغییرات پارامتر فرکانسی بی 9شکل

های گیردار  برحسب تغییرات چگالی سیال برای مقادیر مختلف تماس با سیال و لبه

 نسبت شعاع داخلی بر شعاع خارجی ورق.

 گیرینتیجه -5

در تحقیق حاضر ارتعاشات آزاد یک ورق دایروی از جنس مواد تابعی در 

تماس با سیال محدود مورد بررسی قرار گرفت و جهت تحلیل ورق از تئوری 

برای تحلیل رفتار نوسانی سیال از مرتبه اول تغییر شکل برشی استفاده شد. 

دی به حل معادله لاپلاس پتانسیل سرعت استفاده شد. با بررسی نتایج عد

 طور خلاصه نتایج زیر حاصل شدند:

مقادیر حاصل از حل تحلیلی ارائه شده تطابق خوبی با مقادیر حاصل از  -

 آزمایشات تجربی دارد.

مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی از جنس مواد تابعی در حالت بدون  -

 تماس با سیال بیشتر از حالت در تماس با سیال است.

حجمی ماده تابعی مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی  با افزایش توان کسر -

 یابد.افزایش می

های طبیعی با افزایش ضخامت ورق افزایش اثر کاهشی سیال روی فرکانس -

 یابد.می

با افزایش شعاع مخزن، مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی تا مقدار معینی  -

 شود.افزایش یافته سپس به عدد ثابتی همگرا می

افزایش ارتفاع سیال، مقادیر فرکانس طبیعی ورق دایروی تا مقدار معینی با  -

 شود.افزایش یافته سپس به عدد ثابتی همگرا می

با افزایش نسبت ضخامت بر شعاع بیرونی ورق دایروی در تماس با سیال،  -

تا  0.02یابد که این افزایش در محدوده مقادیر فرکانس طبیعی افزایش می

 افتد. ندتری اتفاق میبا شیب ت 0.04

با افزایش نسبت شعاع داخلی بر شعاع خارجی ورق دایروی توخالی،  -

 یابد.فرکانس طبیعی ورق افزایش می
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 ضمیمه:

 باشند:( بصورت زیر می26در رابطه ) 𝐵𝑛𝑠و  𝐴𝑛𝑠های ثابت

𝐴𝑛𝑠 =

[cosh (
𝛽𝑛𝑠𝑧

𝑅
) + tanh (
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