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Geometric nonlinear analyses are used in many structural problems, such 

as the determination of failure load, as well as the study of buckling 

mechanism. Nevertheless, due to the complex nature of this type of 

problems and the absence of a comprehensive analytical solution for 

them, numerical methods are utilized in practice to approximate the exact 

response of these systems. In the application of numerical methods, there 

are also some difficulties such as divergence or finding the correct path of 

equilibrium, especially in the case of bifurcation points. Hence, the main 

purpose of this research is to apply the modified energy method 

(introduced in the dynamics of structures) in quasi-static problems with 

geometric nonlinearity and bifurcation points so that the efficiency of this 

method can be compared to others, such as Newtonian numerical 

techniques and force-displacement-constraint approaches. To achieve the 

objectives of this research, after briefly reviewing the current force-based 

computational methods in practice, the energy method is described for 

such problems, and then the step-by-step process of its computer 

implementation will be presented. Afterward, by coding in MATLAB 

software and applying the method to numerical examples employed by 

other researchers such as truss and frame structures, the numerical 

results are verified by analytical solution as well as those obtained by 

other methods, such as Newton-Raphson and Arc Length techniques. 

Generally, the interpretation of the results obtained from performed 

simulations has shown that the presented numerical method in analyzing 

nonlinear geometric problems has better accuracy compared to the Arc 

Length method; moreover, it can well pass through bifurcation points in 

the force-displacement curve without divergence in comparison with the 

Newton-Raphson method. 
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 چکیده
. گرفت بهره هندسی غیرخطی های تحلیلی از باید کمانش مکانیزم تحلیل همچنین و خرابی بار تعیین مانند ای سازه مسائل از بسیاری در

 برای عددی های روش از عمل در ها آن برای جامع تحلیلی حل راه یک وجود عدم و مسائل از نوع این پیچیده ماهیت علت هب وجود، بااین
 در خصوصاً تعادل صحیح مسیر یافتن یا و همگرایی عدم نیز عددی های روش مشکلات از. گردد می استفاده مسئله دقیق پاسخ تقریب
( است شده معرفی ها سازه دینامیک در که) شده اصلاح انرژی روش کارگیری به تحقیق، این از هدف رو ازاین. است انشعابی نقاط با مواجه

 موجود های روش سایر با مقایسه در را روش این کارایی بتوان تا است انشعابی نقاط دارای و غیرخطی هندسه با استاتیک-شبه مسائل در
 مرور از پس تحقیق، این اهداف به رسیدن برای. داد قرار موردبررسی قید-رمکانتغیی-نیرو همچنین و نیوتنی عددی های تکنیک نظیر
 اجرای مراحل ادامه در و شده تشریح مسائل از نوع این برای انرژی روش عمل، در موجود مبنا-نیرو تحلیلی های روش روی بر کوتاه

 روی بر مذکور روش کارگیری به و متلب افزار نرم در سیکدنوی با سپس. گردد می تشریح گام به گام روند یک غالب در آن کامپیوتری
 همچنین و تحلیلی حل با آمده دست به های پاسخ قابی، و خرپایی های سازه نظیر محققین دیگر توسط شده گرفته کار به عددی های مثال
 از آمده دست به نتایج فسیرت درمجموع،. اند شده واقع سنجی صحت مورد قوس طول و رافسون-نیوتن مانند ها روش دیگر نتایج
 دارای هندسی غیرخطی با مسائل تحلیل در شده معرفی عددی روش که اند بوده موضوع این بیانگر گرفته صورت عملی های سازی شبیه
 یمنحن در انشعابی نقاط از تواند می خوبی به نیز رافسون-نیوتن روش نسبت همچنین و بوده قوس طول روش با مقایسه در بهتری دقت
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 مقدمه -1

یک تقریب از مدل غیرخطی خطی درواقع  های یستمفیزیکی در طبیعت دارای رفتار غیرخطی هستند و س های یدهبسیاری از پد

عمدتاً شامل فرض  روند یکه در خطی سازی مسائل مکانیک جامدات به کار م ییها واقعی تحت شرایط محدودی هستند. فرض

. این فرضیات تنها برای برخی از کاربردهایی عملی مناسب هستند و منجر به باشند یکوچک م یها کوچک و یا کرنش های ییجا جابه

ها تفاوت  پاسخ ، اگر سیستم موردنظر را با استفاده از یک مدل غیرخطی تحلیل کنیم،یگرد عبارت . بهشوند یقبول م ابلتخمین نتایج ق

 آیند یها بزرگ در سازه به وجود م شکل ییردارند، در شرایطی که تغ یتر خطی حل ساده های یستمس ینکهباوجودا .محسوسی نخواهد داشت

سازه بزرگ  های ییجا که جابه یطور مثال، زمان خطی بهره برد و باید مسئله غیرخطی واقعی تحلیل گردد. بهاز تقریب سازی  توان یدیگر نم

( دیگر فرض ثابت بودن سختی سازه در طول گردد یو وارد ناحیه غیرخطی م گیرد یسازه در برابر زلزله قرار م که یباشند )مانند هنگام

کل سازه خطی نبوده و مجبور هستیم تا برای یافتن پاسخ دقیق سیستم یک تحلیل غیرخطی انجام تغییرش-تحلیل برقرار نبوده و رابطه نیرو

 ها یستم، با توجه به اینکه حل ریاضی دقیق در بسیاری از مسائل غیرخطی وجود ندارد، برای تعیین پاسخ این نوع از سیطورکل . به[1] دهیم

 عددی بهره گرفته شود. یها در عمل باید از روش

اند. ازنظر تاریخی،  مختلفی بررسی شده یها فراوانی تاکنون توسط پژوهشگران مختلف با استفاده از روش یا ائل غیرخطی سازهمس

جزو اولین کارهای  توان یدر ارتباط با تحلیل اجزا محدود غیرخطی در رشته مهندسی هوافضا انجام داد را م [2] 1را که تونر یا مطالعه

، مربوط به تحلیل غیرخطی یا غیرخطی سازه های یل، اکثر کارهای اولیه صورت گرفته در تحلیطورکل انست. بهموجود در این زمینه د

ماتریس سختی  یریکارگ طور مثال در برخی مطالعات اولیه، استفاده از روش افزاینده، با به . به[6-9] هندسی در مسئله کمانش بوده است

. همچنین، اثرات غیرخطی مادی نیز در ابتدا [1،1،2] به کار گرفته شده است ها یستماین نوع س مختصات یروزرسان هندسی در رابطه با به

بیان شده است.  [12-11] موردمطالعه واقع شده است و مفهوم ماتریس سختی مماسی نیز برای اولین بار در مراجع [11،3] توسط مراجع

اند، که منجر به ایجاد خطاهای زیاد  بوده 2پیشرو-اولیر ن، عمدتاً بر مبنای روشتا آن زما شده یمعرف یها باید توجه داشت که تمامی روش

9رافسون-نیوتن. برای حل این مشکل، روش گردد یدر محاسبات م
بعدها پیشنهاد شد. برای افزایش کارایی این تکنیک نیز در ادامه روش  

 یروزرسان صورت پیوسته، به رافسون معمولی، ماتریس سختی به-به وجود آمد که در آن برخلاف روش نیوتن 0شده نیوتن رافسون اصلاح

و بالاخره، برای افزایش  .[10،10] نیز در همین رابطه پیشنهاد گردیده است 0جستجو انرژی مستقیم. در ادامه، روش [19،3]گردد  ینم

6هازیرافزایندهدقت، تکنیک 
  .[16] ارائه شده است 1نیز توسط زینکویچ 

نیز انجام شد.  1331در سال  11و فافارد 3توسط ماسیکوتس 1قوس-طولبر روی تفسیر هندسی از روش  یا مطالعهعلاوه بر این، 

قوس، دو نوع روش عددی گسترش دادند و معایب و مزایای هر یک را مقایسه -پیوسته و گسسته برای روش طول یبند ها با فرمول آن

در  19و گرسو 12. کدا[11] جواب شد تر یع، برای همگرایی سر11شده توسط کریسفیلد رائه، این مطالعه منجر به اصلاح روش ایتکردند. درنها

کارکردند. این روش که بر مبنای توصیف مکان  یدوبعد یها بزرگ در قاب های ییرشکلساده برای تغ یبند ، بر روی یک فرمول2110سال 

ها نیز  . کرنشگرفت یعنوان مجهول اصلی مسئله در نظر م کان را بهجسم قرار داشت، نیازی به استفاده از مفاهیم تغییرمکانی نداشت و م

شکل یافته، بر مبنای محاسبه مستقیم انرژی کرنشی در کل ییربرای ارتباط بین شکل مرجع و فرم تغ بعدی یکاز روی یک فضای  یماًمستق

ا ساده بودن آن ذکر کردند که نتایج خوبی را به دنبال عددی، ویژگی اصلی روش خود ر یها . این محققین با ارائه مثالشدند ینقاط، بیان م

                                                           
1 Tuner 
2 Forward-Euler 
3 Newton-Raphson 
4 Modified Newton-Raphson 
5 Direct energy search 
6 Sub-increments 
7 Zienkiewicz 
8 Arc-length 
9 Massicottes 
10 Fafard 
11 Crisfield 
12 Coda 
13 Greso 
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بر  ید، با تأک2116و همکاران، در سال  10ربزاک. [11] به کار گرفته شود یغیرخطی دوبعد یها در تحلیل قاب تواند یم یراحت دارد و به

یک روش برای تحلیل باندهای  ایصفحهروی اثرات غیرخطی مادی در سطوح چسبنده )مانند بتن(، با در نظر گرفتن یک مدل کرنش 

، با در نظر گرفتن مواد وابسته و غیروابسته به نرخ یبعد و سه یها روش خود را در تحلیل دوبعد برشی با سطح چسبنده ارائه نمودند. آن

ل غیرخطی )مصالح و در تحلی تواند یم یخوب آمده حاکی از آن بود که روش اعمالی به دست ، نتایج بهیتتغییرشکل، اعمال کردند. درنها

 یدوبعد یها ، یک روش ساده و مؤثر برای تحلیل غیرخطی قاب2111در سال . [13] باند برشی به کار گرفته شود یساز هندسه( در مدل

ن یک اند و با در نظر گرفت ها با این فرض که اثرات غیرخطی در دو سر تیر متمرکز شده و همکاران پیشنهاد گردید. آن 10نیز توسط لورنزانا

 یها مدل الاستوپلاستیک برای خرابی و تعریف تابع جاری شدن برحسب )نیروی محوری، برشی و لنگر خمشی( به تحلیل غیرخطی قاب

با در نظر گرفتن )مدل خرابی متمرکز در دو  یدوبعد یها کردن بار نهایی در قاب یدا، هدف اصلی این مقاله پیطورکل پرداختند. به یا صفحه

هندسی  های یرخطی، منصوری و سفری، یک الگوریتم شبیه به روش نیوتن برای در نظر گرفتن غ2112در سال  .[21] است سر تیر( بوده

. در این شود یتکراری شناخته م یا عنوان یک روش تکراری دونقطه شونده نیاز به حدس اولیه دارد که به-معرفی کردند. این تکنیک تکرار

، این پژوهش یک تابع مؤثر برای کاهش زمان محاسباتی و یگرد عبارت . بهشود یماتریس مماسی انتخاب مروش یک تابع ریاضی برای تقریب 

 یا صفحه یها . محاسبات آنالیز غیرخطی بر روی قابدهد ینقطه ای ارائه م-رافسون و روش دو-ترکیب روش نیوتن یلهوس تعداد تکرارها به

درصد در مقایسه با روش نیوتن  01کاهش تعداد سعی و خطا، زمان محاسبات را تا حدود ، با تواند یکه روش پیشنهادی م دهند ینشان م

 . [21]درافسون کاهش ده

و  16طور مثال، ماموری اند. به اخیر نیز کارهای تحقیقاتی بسیار خوبی در ارتباط با موضوع تحقیق حاضر انجام شده یها در سال
دوبعدی پرداختند. در این تحقیق، مصالح الاستیک فرض شده  یها یرخطی هندسی در قاب، به مطالعه ناپایداری غ2110همکاران در سال 

بزرگ قبل از کمانش موردمطالعه قرار  های ییجا کلی لاگرانژی، جواب مسائل غیرخطی ناپایدار کننده با جابه یبند و با استفاده از فرمول
استاتیکی معمول مزیت پیدا  یها بود که نسبت به روش 11ن دینامیکیروش ریلکسیشگرفت. روش مورداستفاده در این تحقیق بر مبنای 

عددی برای تحلیل غیرخطی  یها و همکاران، به مقایسه مدل 11. همچنین رادنیک[22] کردن نقطه تعادل بعد از نقطه حدی را دارد
مسئله با در نظر  یبند ها با دو بار فرمول پرداختند. آن 2116، در سال یو دوبعد بعدی یک یها بتنی بر مبنای المان یها استاتیکی قاب
پرداخته و با مقایسه نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی رفتار  یا صفحه یها به تحلیل غیرخطی قاب یو دوبعد بعدی یک یها گرفتن المان

 یها سازه یرخطیغو همکاران نیز تحلیل  13، مویتا2116. در سال [29] غیرخطی را هم برای فولاد و هم برای بتن در نظر گرفتند
دادند. در این پژوهش، یک مدل غیرخطی برای صفحات ساندویچی پیشنهاد گردید. در اجرای روش اجزا  ساندویچی را موردمطالعه قرار

 ها یهاند؛ ولی هر یک از لا شده در مرزها پیوستگی دارند انتخاب ها ییجا با یک ضخامت معین، با این فرض که جابه ای یهلا یها محدود، المان
تئوری  یلهوس الاستیک سخت، توسط صفحات کلاسیک مدل شده و هسته نیز به های یهرفتار متفاوتی داشته باشند. لا توانستند یم
تکراری مسیر تعادل -رافسون افزاینده-شده است و سپس، با استفاده از یک الگوریتم نیوتن یساز ، مدل21شکل برشی مرتبه سه ردیییرتغ

قوس برای تشخیص مسیر صحیح به -، روش طولگردد یتغییرشکل دچار دوشاخگی م-نین، در حالتی که منحنی بار. همچآید یبه دست م
تلاش محاسباتی را  تواند یم یطور مؤثر ها گزارش دادند که مدل پیشنهادی بر مبنای المان تخت مثلثی به ، آنیتاًشده است. نها کار گرفته

 یها غیرخطی سازه های یلترکیبی برای تحل یبند . علاوه بر این، یک فرمول[20] د، کاهش دهداجزا محدو یبعد در مقایسه با تحلیل سه
زنجیری بر مبنای  یها ، پیشنهاد شده است. در این پژوهش، یک خانواده از المان2111و همکاران در سال  [20] مرجع کابلی توسط

شده بیان گردید. بر این اساس، دو نوع المان، یکی با نیروی محوری  ضعیف-محدود و یک روش اجزا محدود ترکیبی سازگار های ییرشکلتغ
شده و با  الخط حاصل-پیوسته و دیگری با نیروی محوری گسترده معرفی شدند. کینماتیک مسئله در این مطالعه، در مختصات منحنی

ا، روش اجزا محدود با ارائه سه مثال اجرا شد و آمده است. در انته دست جابه جایی به-استفاده از اصل کار مجازی فرم ضعیف رابطه کرنش

                                                           
14 Robczuk 
15 Lorenzana 
16 Mamouri 
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و  21فنگ .دادند ی( نشان مگرفتند یقبلی که نیروی محوری را ثابت در نظر م یها با روش یبند نتایج دقت بالایی را )به علت تمایز این فرمول
پلاستیسیته کار -نرم شوند خرابیبرشی تیموشنکو بر مبنای مدل -فیبری یک تیر خمشی یها ، بر روی المان2111همکاران در سال 

انتخابی  یها گسترش داده شد. المان ییجا کردند. در این مطالعه یک المان تیری با در نظر گرفتن اندرکنش برش و خمش بر مبنای جابه
 بندی یمتقس شد، که در آن مقطع به فیبرهای فولادی و بتنی یساز بر مبنای تیموشنکو قرار داشت و رفتار با روش مقطع فیبری مدل

قادرند تا اثر  یخوب به شده یمعرف یها که المان داد یشده بر روی تیرهای ساده با نتایج آزمایشگاهی نشان م انجام های یل. مقایسه تحلشود یم
  .[26] اندرکنش رفتار برشی تیرها را در نظر بگیرند

هندسی در مکانیک  برای مسائل غیرخطی [21] جعشده، گسترش روش عددی معرفی در مر درمجموع هدف از انجام تحقیق ارائه
گام معادلات  به تمرکز بر روی حل معادلات تعادل نیرویی بر روی حل گام یجا شده به فلسفه تکنیک عددی ارائه یطورکل جامدات است. به

یرخطی که خصوصاً دارای نقاط در مسائل غ همگراییعددی این روش نظیر دقت و  یها یژگیقرار دارد. و یا تعادل انرژی یک سیستم سازه
. برای این منظور تعدادی مثال عددی از گردد یها مقایسه م با سایر روش شده یانشعابی هستند، بررسی خواهند شد و کارایی روش معرف

 یها ر روشبا حل دقیق مسائل )در صورت وجود( و همچنین سای شده ارائهآمده از روش  دست شده و نتایج عددی به مراجع مختلف انتخاب
، یعنی از شوند یاستاتیک فرض م-صورت شبه باید ذکر شود که در سرتاسر این پژوهش کلیه بارها به نجایدر ااند.  موجود صحت سنجی شده

جهت نیروهای اعمالی در  رییمربوط به تغ یها یرخطی. همچنین در این تحقیق، از آثار غشود ینظر م آثار مربوط به میرایی و اینرسی صرف
 . شوند یدر نظر گرفته م ها ییجا صورت مستقل از جابه نظر شده و شرایط مرزی مسئله به ر تغییرشکل سازه صرفاث

 22استاتیک-مسائل غیرخطی شبهحل  یها کیتکن -2

 یها کیتکنبه بررسی انواع  ادامهبر روی مسائل غیرخطی در مکانیک جامدات صورت گرفته و در  کوتاهیدر این بخش، ابتدا مرور 
 .شود یمرایج عملی در حل این نوع از مسائل پرداخته 

 انواع مسائل غیرخطی در مکانیک جامدات -2-1

. در رفتار غیرخطی مادی شود می 20غیرخطی هندسیو  29غیرخطی مادیدر اکثر موارد رفتار غیرخطی جامدات شامل دو حالت 
که در آن تغییرشکل یک سیستم  شود میبه حالتی اطلاق  متناسب نیستند. غیرخطی هندسی نیز ها کرنشخطی با  صورت به ها تنش
اساسی فرق کند؛ در این حالت نوشتن رابطه تعادل بر  طور بهبه حالتی برسد که در آن فرم تغییرشکل یافته با شکل اولیه سیستم  ای سازه

در یک سیستم  توان مینوع رفتار غیرخطی را  (، چهار1در حالت کلی با توجه به شکل ) نیست. پذیر امکانمبنای هندسه اولیه سازه، دیگر 
نظیر، جملات غیرخطی وارد معادله  های کرنشسیستم و  های جایی جابهگرفت. اگر در هنگام نوشتن روابط کینماتیک بین  نظر در ای سازه

باشد آن را غیرخطی مادی . در حالتی که رابطه بین تنش و کرنش نیز خطی نگویند میتعادل سیستم گردند، غیرخطی را از نوع هندسی 
هستند که  تعریف قابل( 1. دو نوع غیرخطی مربوط به شرایط مرزی و همچنین نیروهای اعمالی نیز در حالت کلی مطابق شکل )نامند می

 قرار دارند. موردتوجهکمتر در عمل 

 
 [22] موجود در مکانیک جامدات یها یرخطیانواع غ : 1شکل
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23 Material nonlinearity 
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در غیر این صورت این محاسبه شوند، زیرا  ها ییجابجااز خطی  تابع یک عنوان نباید به ها کرنشدر مسائل غیرخطی هندسی، 

گردد. اگرچه باید  26یکتاغیر  یها کرنشی ریگ یا اندازه 20صلب-جسم-دوران حالت برایبزرگ  یها محاسبه کرنش منجر به تواند یم موضوع

به تحلیل  توان یممثال در این رابطه  طور بهی بزرگ در سازه نیست، ها نشکرهمراه با  لزوماًی بزرگ ها ییجا جابهدقت داشت که وجود 

و  21ی با هندسه غیرخطی دو نوع توصیف لاگرانژی کلیا سازهمنعطف اشاره نمود. در حالت کلی، در تحلیل مسائل  جدار نازکی ها سازه

کوچک هستند مناسب بوده و  ها کرنشبزرگ ولی  ها ییجا جابه. دیدگاه لاگرانژی کلی در مسائلی که روند یمبه کار  21روز شده بهلاگرانژی 

 . [23] ی بزرگ )پلاستیک( در سیستم حضور دارندها کرنشکه  شوند یماستفاده  مواردینیز در  روز شده بهحالت لاگرانژی 

و  هندسه اولیه توجهی در تحت اثر بارهای اعمالی اختلاف قابل ،در مواردی که با هندسه غیرخطی در سیستم مواجه هستیم

 نظر دربا  ها جایی جابهو  ها کرنش، ها تنشتمام  های خطی حالی است که در تحلیل این در. شود هندسه تغییرشکل یافته سازه مشاهده می

در ال ح و درعیندر واقعیت سازه در هر لحظه در حالت تغییرشکل  بنابراین، با توجه به اینکه. شوند میگرفتن هندسه اولیه سازه محاسبه 

ها بزرگ باشند )تحلیل ، در حالتی که تغییرشکلطورکلی بهروابط تعادل باید بر روی هندسه تغییرشکل یافته نوشته شوند. ، تعادل است

 کرد. نظر صرفاز این اختلاف  توان نمییا تغییرشکل یافته زیاد است و  23جاری بافتارغیرخطی هندسی(، اختلاف بین هندسه اولیه و 
را در یک ماده توصیف کرد. در  ها کرنشو  ها تنشبزرگ،  های تغییرشکل توان مشخص شود چگونه میاین حالت مهم است که  بنابراین در

تا هندسه جسم از حالت اولیه )تغییرشکل شود  میبزرگ سبب  های جایی ، جابه(2مطابق شکل ) نظر گرفتن یک جسم جامد با در این حالت

 ل یافته( تغییر کند. نیافته( به حالت جاری )تغییرشک

 
 [22] بزرگ های ییرشکل: جسم جامد تحت تغ 2شکل

، طبق رابطه X، و همچنین هندسه اولیه سیستم ،xجاری سیستم، موقعیت برحسب u(، بردار تغییرمکان2با توجه به شکل )

 بیان است. ( قابل1)

(1)  u x X 

تغییرشکل  های هندسهنسبت به یک محور مختصات است. هر یک از  ها جایی جابهبا توجه به اینکه تعریف کرنش شامل مشتق 

در حالت . آید میوجود  به ها کرنشبنابراین، دو نوع شیوه مختلف برای تعریف  و به کار گرفته شوند گیری مشتقدر  توانند مییافته و اولیه 

 شود. ( تعریف می2، طبق رابطه )E، لاگرانژی های ، کرنشدر نظر گرفته شود گیری مشتقمرجع  عنوان بههندسه اولیه اول اگر 

                                                           
25 rigid body rotation 
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(2) 
T T1

2
    

   
    

u u u uE
X X X X

 

صورت زیر بیان  ، بهeهای اویلری،  ، کرنشفته شوددر نظر گر گیری مشتقمرجع  عنوان بههندسه اولیه طور جایگزین، اگر  به

 شوند.  می

(9) 
T T1

2
    

   
    

u u u ue
x x x x

 

 غیرخطیمعادلات تعادل سیستم در حالت  -2-2

تعادل است، که سازه در حال  در حالتیکه:  کند میمسائل غیرخطی بسیار کاربرد دارد، بیان  بندی فرمولمجازی که در  اصل کار

در این قسمت نیز، قصد بر آن است تا نحوه  برابرند. باهممجازی نیروهای داخلی و خارجی برای هر تغییرشکل مجازی سازگار با سیستم  کار

 صورت خلاصه مرور گردد.  برای یک مدل اجزا محدود غیرخطی به تعادل دست آوردن روابط به

بعدی سه جایی جابهبا فرض یک میدان  
Tu v wU , , داخل المان  های جایی جابهاجزا محدود،  مسئله، در یک(eU ) مطابق

 .تعریف هستند ( قابلNتوابع شکل ) برحسب( 0رابطه )

(0) e eU Nd 

( 0تواند طبق رابطه ماتریسی ) می Bو با استفاده از تعریف ماتریس المان است ای گره های جایی جابهار بردبیانگر  edکه در آن،

 در اختیار قرار دهد.را  ،eεهای ایجادشده در داخل المان، کرنش

(0) e eε Bd 

( را 0(، رابطه )ed) صورت بهالمان  های جایی جابهبا تعریف یک میدان مجازی برای  و 91ساب تغییراتاصل ح گیری از بهرهبا 

 ذیل نوشت: فرمبه  توان می

(6) e eε B d   

ناشی از بارهای خارجی کار و eVروی حجم المان گیری گرالانتبا  (eσهای )ناشی از تنش داخلی کار دادن قرارحال، با برابر 

 داریم:طبق اصل کار مجازی، ، eFای، گره

(1)    
e

T Te e e e

V

dv   ε σ d F 

 شود. سازی ماتریسی، رابطه تعادل به شکل زیر نوشته می که با مقداری ساده

(1) 
e

T e e

V

dv  B σ F 

، معادلات تعادل سیستم در مختصات کلی به شکل 91بندی ها، با انجام عملیات سرهم پس از حصول رابطه تعادل در سطح المان

 آیند. زیر درمی

                                                           
30 Variational principle 
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(3) int extF F 

 روهای داخلی و خارجی در سیستم موردبررسی هستند. به ترتیب نمایانگر نی extFو  intFکه در آن، 

 حل معادلات تعادل غیرخطی -2-3

. استفاده از روش اند شنهادشدهیپ یا سازهعددی متنوعی تاکنون برای حل معادلات تعادل یک سیستم غیرخطی  یها روش

سنتی در این زمینه است.  یها روش نیتر شده اختهشن، جزو 92تکراری-رافسون در یک گام بار، در یک استراتژی حل افزایشی-تکراری نیوتن

، دنبال 99جستجوهای خطی یها روشنظیر:  یتر شرفتهیپ یها تمیالگورحل در مسائل مختلف،  یها کیتکن، برای افزایش کارایی حال نیباا

 .گردند یمدر ادامه تشریح  ، کهاند شده یمعرف حال تابهنیز  96شاخه در نقاط انشعابی کننده ضیتعو، و 90، شبه نیوتنی90کننده مسیر

( 3داخلی و خارجی یک جسم در مکانیک جامدات که با رابطه ) نیروهایکه در بخش قبل ذکر شد، معادلات تعادل بین  طور همان

tدر زمان  شوند یمبیان  t  زیر قابل بازنویسی هستند: صورت به 

(11) t t t t
extintF F  

، است؛ با استفاده از مفهوم ضریب سختی Dهای سیستم،جه به اینکه در اینجا نیروی داخلی یک تابع غیرخطی از تغییرمکانبا تو

tمماسی k ،تغییرات نیروی داخلی ، intF از زمان ،t  تاt t  طبق رابطه )*( بیان نمود. توان یمرا 

 (11) 
t

t t t t t
t, 

   


int
int ext

FF k D F k
D

 

 شده بزرگدارای خطاهای  ها جواببه گام بعدی برویم  بلافاصله( 11، از رابطه )Dتجربه نشان داده است که اگر پس از محاسبه

مجاز ادامه یابند تا به  91، در عمل لازم است که محاسبات در یک گام تا رسیدن به یک رواداریرو نیازا ؛گردند یمناپایدار  احتمالاًو 

 . اند شدهرایج در این زمینه در ادامه مطالب آورده  یها روشدقیق برسیم. تعدادی از  یها جواب

 32رافسون-روش نیوتن -2-9-1

 غیرخطی دارای معادلاتی به شرح زیر است: یها ستمیسحلیل یک روش کلاسیک عددی در ت عنوان بهاین تکنیک 

(12) t t (i 1) (i) t t t t (i 1) t t (i) t t (i 1) (i),           ext intk D F F D D D 

1i که یهنگامشروع فرایند تکرار، یعنی  در ، همچنین،نشانگر شماره تکرار است iدر این روابط، بالانویس   است، شرایط اولیه

 گرفته شوند. در نظر زیر باید

(19) t t (0) t t t (0) t t t (0) t, ,    int intk k F F D D 

 زیربه کمک رابطه  تکرار، در هر RF، 93با تعریف یک نیروی باقیمانده یا نامتوازن

(10) t t (i) t t t t (i 1)    R ext intF F F 

ب کوچک شدن این بردار بار خارج از تعادل در یک گام را برحس محاسباتشرط توقف تکرارها برای حصول از همگرایی  توان یم

 بیان نمود.

                                                           
32 Incremental-iterative solution strategy 
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36 Branch switching techniques at bifurcation points 
37 Tolerance 
38 Newton-Raphson 
39 Residual or Unbalanced force 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.SId.ir


 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 141 تا 88، صفحه 1044، سال 5 ، شماره8، دوره مهندسی سازه و ساختپژوهشی  –علمی نشریه  11

 

. کند یم، هزینه محاسباتی بالایی را در عمل ایجاد ی ماتریس سختی مماسی در هر تکرارروزرسان بهدر اینجا باید توجه داشت که 

و در  شود یمای هر پله بار ایجاد است که در آن ماتریس سختی مماسی فقط در ابتد شده یمعرف 01شده اصلاحرافسون -بنابراین، روش نیوتن

نشان داده شده است. همچنین  (9). تصور هندسی از این دو روش در شکل شود یمطول فرایند تکرار در هر گام زمانی ثابت نگه داشته 

از  یا انهیمحالت  قعدروا ها روش؛ این دسته از اند معروفنیوتنی -شبه یها روشکه به  اند شده یمعرفهای دیگری نیز در این زمینه تکنیک

 هستند.  شده اصلاحرافسون معمولی و -نیوتن یها روش

 

 
 شده )سمت چپ( رافسون اصلاح-رافسون معمولی )سمت راست( و نیوتن-های نیوتن : حل معادلات تعادل به روش 3شکل

 41قید-تغییرمکان-ی نیروها روش -2-9-2

. در این حالت، مطابق روند یمبه کار  یا سازهدر یک سیستم  یبار خرابیین تع منظور بهغیرخطی  یها لیتحلدر بسیاری از موارد 

از نموهای بزرگ برای بار استفاده نمود؛ ولی، با نزدیک شدن  توان یمتغییرمکان که رفتار سازه خطی است -، در ابتدای منحنی بار(0)شکل 

در هنگام عبور از نقطه خرابی  خصوص بهشوند.  تر کوچکی بار باید تغییرمکان( مقدار نموها-به نقطه خرابی )با غیرخطی شدن رابطه نیرو

باید از  09علاوه بر این، برای محاسبه پاسخ پس از کمانش  خواهد شد. 02ریاضی تکین ازلحاظ( و گردد یم)که مقدار سختی در آنجا صفر 

 بگیرند. در نظرمکان را با افزایش در تغییر زمان همخاصی بهره گرفت که قادر باشند کاهش در بار  یها روش

 
 های دارای نقطه خرابی : پاسخ سازه 4شکل

                                                           
40 Modified Newton-Raphson 
41 Load-Displacement-Constraint 
42 Singular 
43 Post-buckling 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.SId.ir


 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 19 141 تا 88، صفحه 1044، سال 5 ، شماره8مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه 

 

شامل وارد نمودن  ها روش، فلسفه این یطورکل بهشده است.  مطرح [91]قید اولین بار توسط ریکس -ییرمکانتغ-بار یها روشایده 

سه هدف اصلی از تعریف کردن این  درواقع. دهد یمه را کاهش یا افزایش ، در معادلات تعادل است که شدت بار وارد یک ضریب بار،

امکان تعیین پاسخ پس از خرابی. در  -9عبور آسان از نقطه خرابی  -2در هر گام  تر عیسروقوع همگرایی  -1ضریب در معادلات وجود دارد: 

 .گردند یم، معادلات تعادل به شکل زیر بازنویسی ها روشاین دسته از 

 (10) t t t t  int extF F 

 زیر صورت بهتکراری  فرایندام از یک iبا تعریف نیروی داخلی در تکرار

(16) t t (i) t t (i 1) t t (i 1) (i)      int intF F k D 

 و همچنین بیان ضریب بار،

(11) t t (i) t t (i 1) (i)      

 .گردد یم( بیان 11) تکراری در فرم ها روشرابطه اساسی تعادل نیرویی در این 

(11) t t (i 1) (i) t t (i 1) (i) t t (i 1)( )         ext intk D F F 

، هستند که باید توسط (i)، و نمو ضرایب بار،D(i)تغییرمکان، ( شامل نمو11باید توجه داشت که دو مجهول اصلی رابطه )

 ط شوند.( به هم مرتب13یک رابطه قیدی در فرم معادله )

(13) (i) (i)( ) 0f ,  D 

 زیر در نظر بگیریم. صورت بهام را i، تا تکرار(i)، و ضریب بار،D(i)،ییجا جابهاکنون اگر در درون یک پله بار، تغییرات 

(21) (i) t t (i) t (i) t t (i) t,        D D D 

 . [91] رابطه قیدی زیر را تعریف نمود توان یم، ، با استفاده از معیار طول کمان ثابت کروی،(0)نمونه، مطابق با شکل  طور به

  طول قوس. در عمل دو حد بالا و پایین برای رود یمبه کار کردن عبارت  بعد یب منظور بهدر رابطه فوق ثابتی است که ،

 . شوند یمگرفته  در نظر Maxو  Min صورت به

و با غیرخطی شدن پاسخ سازه نیز باید از  شده انتخاب Maxرفتار خطی دارد مقادیر نزدیک به ، برای حالاتی که سازهدرواقع

 بهره برد. Minمقادیر در مجاورت 

 
 : توصیف هندسی از معیار طول کمان ثابت کروی 5شکل

(21) 
(i) T (i)

(i) 2 2( ) ( )( )  
   



D D
 

(22) Min Max     
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 .کنند یمزیر بازنویسی  صورت بهرا  ها روشدر برخی موارد نیز، معادلات تعادل در این گروه از 

 .گردد یمام به شکل زیر بیان iدر تکرار ییجا جابهاز این دو رابطه، نمو 

رسید، که برای  (i)برحسببه یک عبارت درجه دوم  توان یم( 21در این حالت با جایگذاری این معادلات در رابطه قیدی )

نیز استفاده شود،  معیار نمو ثابت در کار خارجیادامه فرایند تحلیل سیستم یک مقدار مناسب از آن باید انتخاب گردد. همچنین اگر از 

 .گردد یم( 20معادله قیدی منجر به رابطه )

هستند؛ بدین معنا که یک الگوریتم حل  رخودآغازگریغدر این قسمت  ذکرشده یها شرودر اینجا ذکر این نکته ضروری است که 

نیز در طول فرایند تحلیل برای انتخاب مناسب  ییها کیتکندیگر در ابتدا برای شروع فرایند حل باید به کار گرفته شود. همچنین، 

باید فرایند تکرار را متوقف  شده گرفتهاین، در مواردی که واگرایی نزدیک است، الگوریتم به کار باید به کار گرفته شوند. علاوه بر  مقدار

 ساخته و سپس با پارامترهای جدید فرایند حل دوباره آغاز گردد.

 تحقیق روش -3

 [99،92] ر توسط مراجعقرار دارد که اولین با شده اصلاحدر این تحقیق بر مبنای روش انرژی  شده گرفتهایده اصلی روش به کار 
در  [92]در ابتدا در مرجع  شده اصلاحی روش انرژی طورکل بهدارای رفتار غیرخطی معرفی شده است.  یها سازهدر تحلیل تاریخچه زمانی 

 ی خطی و همچنین غیرخطیها ستمیسی شامل موردبررسی تک درجه آزادی مطرح شد که مسائل ها سازهارتباط با یافتن پاسخ دینامیکی 

ی بزرگ )جمله غیرخطی سینوسی( ها دورانی نظیر فنر با سختی درجه سه )دافینگ(، اصطکاک کولمب و همچنین حرکت آونگ با ا ساده

در آغاز، شامل گسسته سازی معادلات تعادل انرژی در زمان و سپس یافتن سرعت حقیقی سیستم با  شده گرفته. روش به کار اند بوده

برشی با رفتار خطی به -ی قابها ستمیسبر روی  [99]، این روش در مرجع ازآن پسنیرویی سیستم بوده است. استفاده از معادلات تعادل 

برای اولین بار در حل معادلات کوپله حاصل از روش انرژی بر روی این  00ی ناپیوستهها سرعتتکنیک حذف  آنجاکار گرفته شد و در 

مبنا( در تحلیل مسائل غیرخطی هندسی در -)استفاده از رویکرد انرژی شده مطرحایده معرفی شد. در مقاله حاضر نیز با گسترش  ها سازه

ویژه،  طور بهدر دو مرجع قبلی هستند(؛  شده گرفته در نظری از مسائل تر دهیچیپدارای جملات غیرخطی  مراتب بهمکانیک جامدت )که 

ومپنر( در مسائلی که دارای نقاط انشعابی در -رافسون و ریکس-نیوتن)نظیر تکنیک  ها روشدر مقایسه سایر  شده اصلاحکارایی روش انرژی 

 .ردیگ یمی قرار موردبررستغییر مکان خود هستند -منحنی نیرو

، ولی کند یمشامل یک تحلیل دینامیکی که در آن رفتار سازه با زمان تغییر  یا سازهتحلیل واقعی مسائل  میدان یمکه  طور همان

)مانند آنچه در این  شوند یمتدریجی بر سازه وارد  صورت بهبارها  که یزمانتحلیلی،  یها یدگیچیپای رهایی از در بسیاری از موارد، بر

شبه استاتیکی، بار  یها لیتحل. در شود یمغیر غیرخطی استفاده  یها لیتحلدر  00استاتیکی-تحقیق فرض شده است( از یک فرایند شبه

است که شدت بار  06زمان-بیانگر یک شبه  t. باید توجه داشت که در این حالت، متغیرگردد یمل به سازه اعما افزاینده یها گام صورت به

                                                           
44 Elimination of Discontinuous velocities 
45 Quasi-static 
46 pseudo time 

(29) 
(i) t t (i 1) 1 t t (i 1) t t (i 1)

(i) t t (i 1) 1

( ) ( )

( ) ( )

      

  

   

 

ext int

ext

D k F F

D k F
 

(20) (i) (i) (i) (i)    D D D 

(20) 
T (i)

(i)

T (i)

( )
( )


  



ext

ext

F D
F D
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، اشتباه گرفته شوند یمغیرخطی دینامیکی استفاده   یها لیتحلو نباید با متغیر زمانی که در  کند یماعمالی در یک گام مشخص را بیان 

 شود.

 عنوان بهمبتنی بر انرژی  یبند فرمولدر این تحقیق از یک ه بیانگر تعادل نیرویی سیستم است، ( ک3رابطه )استفاده از  یجا به

های موجود در یک سیستم استاتیک در حالت کلی شامل  ، انرژییطورکل به. شود یماستفاده  یا سازهغیرخطی  مسئلهرابطه حاکم بر یک 

Fانرژی ناشی از نیروی مقاوم سازه،
int

E، هستند که در این پژوهش به ترتیب با extFو انرژی یا کار ناشی از  بارگذاری وارد بر سازه، 
int

و  

outE  برابر باشند. باهمباید  هرلحظهدو انرژی در ( مقدار این 26قانون بقای انرژی و طبق رابطه ) . بر مبنای شوند یمنمایش داده 

(26) t t
int extE E 

 به شکل زیر نوشت. توان یمبرای حصول یک رابطه نموی، رابطه فوق را 

(21) 
int int int j 1 int j ext ext j 1 ext jextE E ; E E (t ) E (t ) , E E (t ) E (t )

 
         

jو  jtکه در آن  1t


 حظه زمانی متوالی هستند. به ترتیب بیانگر دو ل 

انتگرالی زیر بیان  صورت به، در حالت کلی برای یک سیستم غیرخطی intEتغییرات انرژی ناشی از کار نیروهای داخلی،

 .گردد یم

(21) 
j 1

j

t

int int
t

E F (D)dD


   

 .دهد یمشماره گام زمانی را نشان  jسیرنویزکه در آن زیر قابل گسسته سازی است  صورت بهکه با استفاده از قانون ذوزنقه 

(23) j 1 j
int int int

DE [ F F ]
2


   

jکه اگر در آن نیروی داخلی در گام جاری، 1
intF نیروی داخلی در گام قبلی، برحسب، راj

intF و همچنین ماتریس سختی ،

tماسی،م k( به فرم زیر 23،  بیان گردد؛ رابطه )دیآ یدرم. 

(91) j t
int int

DE [2 F k D]
2


    

 .شود یم( تعریف 91، نیز با رابطه ) extEطرفی، تغییرات انرژی ناشی از کار خارجی، از

(91) 
j 1

j

t

ext ext
t

E F (t)dD


   

jبا استفاده از تعریف سرعت،نیز را ( 91رابطه ) v ،به شکل زیر بازنویسی نمود. توان یم 

(92) 
j 1

j

t

ext ext
t

E F (t) v(t)dt


   

 که فرم گسسته شده آن عبارت است از

(99) j 1 j 1 j j
ext ext ext

tE [ F v F v]
2

 
   
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 .افتی دستبه فرم زیر  توان یم ،(21( در داخل معادله تعادل انرژی )99( و )91) روابطحال با جایگذاری 

(90) j t j+1 j+1 j j
int ext extΔD[2 F + kΔD] = Δt[ F v + F v] 

ضریب مشارکت سرعت  به کمک رابطه اویلر به شکل زیر نوشت؛ که در آن  توان یمرا نیز  ،D،ییجا جابهاز طرفی، تغییرات 

 .کند یمرا مشخص  یریگ انتگرالنوع  درواقعکه  تهای سیستم اسدر تعیین تغییرمکان

(90) j 1 jD t v (1 ) v
        

jبرحسب( 96به رابطه درجه دوم ) توان یمریاضی،  یساز ساده( و انجام مقداری 90( در داخل )90با قرار دادن رابطه ) 1v.رسید 

(96) j 1 2 j 1A v B v C 0 
   

 .گردند یمتعریف زیر  صورت به معادله نیز نای ضرایب

(91) 

t 2

j t j j 1
int ext

j j t j 2 j
int ext

A k t
B 2 F k t(1 ) v F

C v 2(1 ) F k t v(1 ) F



  

     

     




   
   

 

2Bمعنی فیزیکی ندارد؛ دلتا، یا سازهموهومی در یک سیستم  یها سرعتبا توجه به اینکه وجود  4AC   معادله درجه ،

 ر حالت کلی به خواص سیستم، بارگذاری وارده و پارامترهای گسسته سازی( باید همواره مثبت باشد. با توجه به اینکه این مقدار د96دوم )

آورد. باید توجه داشت که این یک مزیت این  به دست شده حاصلعددی  یها جوابیک شرط اضافی در مورد پایداری  توان یماست،  وابسته

 مبنای رایج موجود نیست.-نبرو یها روشاست که در دیگر  یبند فرمولنوع 

0به ازایوابستگی دارد. به طور مثال،  به پارامتر ( مشاهده می شود، مقدار91همانطور که از معادلات )   طبق سطر اول

( به یک معادله درجه اول )به 96در نتیجه با تبدیل فرم درجه دوم رابطه )صفر شده و  A( ضریب91از معادلات موجود در رابطه )

jصورت 1B v C 0

  ( امکان ایجاد سرعت های موهومی در طول تحلیل سازه از بین می رود. ولی به ازای دیگر مقادیر این پارامتر )یعنی

0 1  و در صورت منفی شدن مقدار بازه زمانی شده  کنترللیل ( باید علامت دلتا در طول تحt با  یراحت به را کوچک نمود. زیرا

tمشاهده نمود که با به سمت صفر میل کردن گام زمانی ) توان یم( 91استفاده از رابطه ) 0  مقدار دلتای معادله درجه دوم همواره ،)

این است که با توجه به درجه دوم بودن معادله سرعت و در  گردد یمکه در اینجا برای خواننده ایجاد  یسؤال. علاوه بر این، گردد یممثبت 

از میان این دو انتخاب نمود؟ برای این منظور با توجه به  توان یماختیار قرار دادن دو سرعت در هر لحظه، سرعت واقعی سیستم را چگونه 

بر مبنای پیوسته بودن تغییرات سرعت، سرعت واقعی در هر لحظه را از میان سرعتی که به سرعت در گام قبلی  توان یم ،[99]مرجع 

تشخیص سرعت واقعی سیستم در هر زمان، فرض بر این  سرعت ومعادله درجه دوم برای حل در این روش است انتخاب نمود.  تر کینزد

ای ازلحاظ فیزیکی سازگار نیست.  پیوسته است و تغییرات ناپیوسته سرعت با رفتار سیستم سازه صورت به زمان باسرعت تغییرات است که 

گام زمانی قبلی در سرعت  به تر کی، سرعت نزددیآ یمعادلات درجه دوم به دست ماین که در هرلحظه از  یمیان دو سرعت ازبنابراین، 

 ی ناپیوستهها حذف سرعتتکنیک  عنوان ا بدر ادبیات تحقیق روش این نام  ل،. به همین دلیگردد یانتخاب م سازهعنوان سرعت واقعی  به

(Elimination of Discontinuous Velocities) 1در گام جاری را  شده محاسبهی ها سرعتریاضی اگر  ازلحاظشود. شناخته میv  2وv 

 نوشت: توان یمبنامیم، در این حالت 
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(91) 

j j
1 1 2

j j
j 1 1 2 1

j

v if v v v v
v if v v v vv

B
if v 0

A



  

  












 

 ذیل باید طی شوند: یها گامبرای تحلیل یک سیستم غیرخطی  شده ارائهبرای اجرای کامپیوتری روش  یطورکل به

 intFتغییرمکان غیرخطی،-تعریف رابطه نیرو -1

  

 extFتعریف بارگذاری وارد بر سازه، -2

  

 tانتخاب گام زمانی، -9

  

 ی،ریگ انتگرالتعیین روش  -0

  

jپیشروی در زمان تا رسیدن به پایان تحلیل ) -0 j 1 ) 

  

 (96حل معادله درجه دوم سرعت با استفاده از رابطه ) -6

  

 (91تعیین سرعت واقعی سیستم به کمک عبارت ) -1

  

ها در گام جاری،محاسبه تغییرمکان -1 j 1 jD D D
   

  

ی سختی سازه،روزرسان به -3
t k 

  

 ها جواب( برای رسیدن به همگرایی 3( تا )6ی شماره )ها گامتکرار در بین  -11

  

 (ها جواب)برای کنترل  ی دلتای معادله درجه دوم،ساز رهیذخ -11

  

j یی و سرعت،جا جابهی مقادیر مربوط به ساز رهیذخ -12 1 D
و

j 1v
 

  شدهگام موردنیاز برای اجرای کامپیوتری روش انرژی اصلاحبهمراحل گام:  6شکل

  های عددیمثال -4

برنامه  کدنویسی دردر بخش قبل، تعدادی مثال عددی با استفاده از  شده ارائهبررسی کارایی الگوریتم  منظور بهدر این بخش 
بزرگ و اثرات هندسه غیرخطی بررسی  یها رشکلییتغ. در مثال اول، رفتار کمانشی یک سازه خرپایی تحت اند شده واقعمورد تحلیل  01متلب

گرفتن رفتار خمشی و محوری در  در نظرخرابی یک سازه قابی شکل با -. در مثال بعدی نیز بار کمانشی و همچنین پاسخ پسگردد یم
در مثال سوم نیز یک سازه خرپایی شبیه به مثال اول، ولی دارای هندسه نامتقارن و سطح مقطع اعضای . ردیگ یمقرار  یموردبررس ها المان

                                                           
47 MATLAB 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.SId.ir


 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 141 تا 88، صفحه 1044، سال 5 ، شماره8، دوره مهندسی سازه و ساختپژوهشی  –علمی نشریه  18

 

 یها روشدر تمامی مسائل به کمک استفاده از  شده ارائهاز روش انرژی  آمده دست بهاست که نتایج عددی  ذکر قابلاست. برابر بررسی شده نا
 .اند شدهتوسط دیگر محققین و همچنین جواب دقیق تحلیلی )در صورت وجود( مورد صحت سنجی واقع  آمده دست بهعددی دیگر 

 خرپای دوبعدی با هندسه غیرخطی -4-1

نشان داده شده  (1)بزرگ است در شکل  یها رشکلییتغدو عضوی تحت  خرپایدر این مثال که شامل یک  یموردبررسسیستم 
-منحنی بار [90] ی قرار گرفته است و همچنین توسط مرجعموردبررسبرای مطالعه رفتار کمانشی آن  [90]است. این سازه در مرجع 

 تعیین گشته است. 01ومپنر-تغییرشکل غیرخطی سازه با استفاده از روش ریکس

 
  های بزرگ )رفتار غیرخطی هندسی( ییرشکلتغی با دوبعد: خرپای  7شکل

 .اند شده( آورده 1برای این سیستم نیز شامل هندسه و خصوصیات مکانیکی مصالح نیز در جدول ) شده گرفتهخصوصیات در نظر 

 بررسیموردبرای سازه خرپایی  شده گرفته نظر در های ویژگی: 1جدول 

 نوع پارامتر کمیت نشانه مقدار

19.05 cm h  ارتفاع خرپا 

 هندسه سازه

 

33 cm b  نصف دهانه سازه 

38.1 cm  طول اعضا 

300   زاویه اعضا با افق 

99.77 cm2 
A  مقطع اعضا سطح مقطع اعضا 

6889 kN/cm2 
E  ویژگی مصالح مدول ارتجاعی 

 حل تحلیلی )دقیق(: -0-1-1

توان مطابق  یمی تحلیل کل سیستم جا بهمتقارن بوده و بارگذاری وارد بر آن نیز تقارن دارد،  موردنظربا توجه به اینکه سازه 

 (، نیمی از سازه را تحلیل نمود.1شکل )

 
 1-4: استفاده از تقارن سازه در تحلیل مثال  2شکل

                                                           
48 Riks-Wempner 
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و زاویه عضو را در  های بزرگ مواجه هستیم، طبق شکل فوق، اگر زاویه اولیه عضو با افق را ییرشکلتغدر این مسئله که با 

توان  یم، روابط هندسی زیر را فرض کنیم. با فرض تغییر طول محوری عضو، پایین آمده را برابر uاندازه بهگاه غلتکی  یهتکحالتی که 

 بیان نمود. 

(93) ( )Cos Cos    
 و

(01) ( )Sin u Sin     

 محوری عضو رسید. طول ییرتغتوان به عبارت زیر برای بیان  یم(، 01( و )93رابطه ) با ترکیب دو

(01) 2 2 2u u Sin      

اگر نیروی محوری عضو را با
barF   یافت. دستتوان به رابطه زیر  یمنشان دهیم، با نوشتن رابطه تعادل قائم نیروها 

(02) 0
2Y bar

p
F F Sin    

 زیر صورت بهرابطه قبل با در نظر گرفتن قانون هوک برای رفتار محوری میله 

(09) 
bar

EA
F   

 آید. یدرمزیر  صورت به، (01)و  (01)و همچنین در نظر گرفتن روابط 

(00) 2

2 1( 1)( )
1 ( ) 2( )

EA
h u p

u u
Sin

  

  

 

 حل به روش انرژی: -0-1-1

 زیر صورت به موردبحث، برای سیستم  Sfفنر معادل،با تعریف یک نیروی 

(00) 
S

2

2EA 1f (u) ( 1)( u)
2u u1 ( ) ( )

  

 

 

ی سیستم، ا لحظهسختی  k t یی به شکل زیر قابل حصول است.جا جابهیری از این رابطه برحسب گ مشتق، با 

(06) S
1.5

2

f 2EA 3k(t) (1 )
u u u4 1 ( ) ( )


  
  

   
 

 

قبل به تحلیل این سیستم پرداخت.  بخشدر  شده دادهتوان طبق الگوریتم  یمگرفتن رابطه فوق در رابطه تعادل انرژی  ر نظردبا 

( نمایش 3در شکل )رافسون -و همچنین نیوتنومپنر -نتایج حاصل از این تحلیل به همراه حل دقیق مسئله و حل به روش ریکس

 اند شده داده
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  1-4رشکل مثال تغی-: منحنی بار 2شکل

از شکل فوق مشخص است، روش انرژی تطابق بسیار خوبی با حل دقیق مسئله داشته و نسبت به روش  وضوح بهکه  طور همان

رافسون نیز با رسیدن به اولین نقطه انشعابی در -بهتر به جواب دقیق مسئله میل نموده است. همچنین، روش نیوتن شده اصلاح ریکس

بینی کند. در ادامه،  شده و دیگر نتوانسته پاسخ سیستم را پیش ازه )جایی که سختی در حال صفر شدن است( متوقفنقطه خرابی س حوالی

 که اند شدهبا مقدار متناظر با حل دقیق مسئله مقایسه  شده محاسبه ریکسی انرژی و ها روش( که از 11بار بحرانی سازه در شکل )

 .بوده است در محاسبه مقدار بار خرابی روش انرژی بهتر بیانگر دقت گردد طور که مشاهده می همان

 
 1-4ومپنر با مقدار دقیق در تحلیل مثال -و ریکس شده اصلاحی انرژی ها روشبرای سازه خرپایی از  شده محاسبه: مقایسه بار کمانشی  11شکل

 ی بزرگها رشکلییتغتحت  49قاب ویلیامز -4-2

. جواب تحلیلی و آزمایشگاهی این شود می( تحت بار متمرکز میانی در نظر گرفته 11) یک سازه قابی مطابق شکلدر این مثال 

 اند و به همین منظور نام این قاب نیز از روی نویسنده این مقاله گرفته شده است. ارائه شده [96] توسط مرجعاولین بار سیستم 

 
 [36بزرگ] های ییرشکل: قاب ویلیامز تحت تغ 11شکل

                                                           
49 Williams 
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 . اند شدهدر نظر گرفته  (2)مطابق جدول نیز ژگی فرض شده برای این سازه ویدر اینجا، 

 موردبررسیبرای قاب  شده گرفته نظر در های ویژگی: 2جدول 

 نوع پارامتر کمیت نشانه مقدار

33.8575 cm b  هندسه سازه نصف دهانه سازه 

 1.6580  ه اعضا با افقزاوی   

8.251×106 N 
EA  محوری 

 صلبیت مقاطع
2.66×105 N.cm2 

EI  خمشی 

 حل تحلیلی )دقیق(: -0-2-1

( 12شکل ) صورت بهنیمی از سازه را  توان میمشابه آنچه در مثال قبل صورت گرفت، با استفاده از تقارن سازه و بارگذاری وارده 

 گرفت. نظر در

  
 )ب( )الف(

 
 )پ(

 2-4: استفاده از تقارن سازه در تحلیل مثال  12شکل

در شکل  شده دادهفرض کنیم، با استفاده از روابط هندسی نشان   در حالت تغییرشکل یافته با افق را  ABاگر زاویه عضو

 زیر بیان نمود. صورت به توان میرا   Bدر نقطه این عضوتغییر مکان در راستا و عمود بر  (،12)

(01) 
BA uSin   

 و

(01) 
BA uCos   
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سختی محوری عضو در  ضرب حاصلاز  توان میرا طبق رابطه هوک    ABدر عضو ایجادشده،  Nدر این حالت، نیروی محوری،

 زیر محاسبه نمود. صورت بهتغییر طول محوری، 

(03) 
2

0

1[ ]
2BA AB

EA dy
N dx

dx

 
     

 
 

که مقدار 
AB  نمایش داده شده بارت انتگرالی عضو در اثر خمش که با ع طول تغییرو مقدار  هستبا توجه به شرایط مرزی صفر

 .گردد میزیر محاسبه  صورت به موردنظر مسئلهبرای  [96] است نیز طبق مرجع

(01) 
2 2

0

1 0.6
2

dy u
dx

dx

 
 

 
 

 به فرم زیر نوشت: توان مینیروی محوری را  درنتیجه

(01) 
2

[ 0.6 ]EA u
N uSin   

، Bبنامیم، نیروی برشی در نقطه ا ر یافته اگر فاصله دو سر عضو در حالت تغییرشکل
BV به کمک معادله تعادل لنگر بر روی ،

 عبارت است از Aنقطه 

(02) 0
2

AB BA
A B

M M p Cos
M V

 
   

 
 

گاهی تکیهکه لنگرهای 
ABM  و

BAM و چرخش کلی  ها دورانافت و اعمال شرایط مرزی مربوط به -با استفاده از روابط شیب

 .شوند میعضو به شکل زیر نوشته 

(09) 

2
0 0

2
0 0

2 6[2 3 ]

2 6[2 3 ]

BA
AB A B

BA
BA B A

EI EIu
M Cos

EI EIu
M Cos


      




       



 

( را برای 02عبارت ) توان می درنتیجه
BV ده نمود.زیر سا صورت به 

(00) 
2

12
2B

EIu p Cos
V Cos


  

 
 

 که رابطه ذیل برقرار باشد. کند مینیز ایجاب  Bاز طرفی تعادل نیروها در گره

(00) 0
2Y B

p
F V Cos NSin      

 ( داریم.00( در داخل معادله )00( و )01روابط )به ترتیب از  Bبا جایگذاری مقادیر نیروی محوری و برش در نقطه 

(06) 2

2

12[ ] [ ( 0.6 ) ]
2 2
p EIu p Cos EA u

Cos Cos uSin Sin


       
 

 

 .گردد میزیر حاصل  غیرخطیتغییرمکان -و استفاده از روابط هندسی، رابطه تحلیلی نیرو سازی سادهکه با مقدار 
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(01) 

3 2
2

2 2 2 2

1

2

24 2[ ]( ) [0.12 ]( )
(1 ) 1 1

; [ ]
1 ( ) 2( )

EICos EASin u Sin u
p EA

Cos Cos Cos Cos

Cos
Cos

u u
Sin



  
  

      


 

  

 

 حل به روش انرژی: -0-2-2

 زیر به شکل، برای سیستم  Sfتعریف یک نیروی فنر معادل،با همانند مثال قبل، 

(01) 
3 2

2
S 2 2 2 2

Cos Sin u Sin uf (u) [24EI 2EA ]( ) [0.12EA ]( )
Cos (1 Cos ) 1 Cos 1 Cos

  
  

      
 

ای سازه، سختی مماسی یا لحظه k t یی به شکل زیر قابل حصول است.جا جابهبرحسب فوق یری از رابطه گ مشتق، با 

(03) Sfk(t)
u





 

را تحلیل نمود که توان این سیستم  یمقبل  بخشدر  شده دادهالگوریتم و استفاده از رابطه فوق در رابطه تعادل انرژی  جایگذاریبا 

 ( نمایش داده شده است.19رافسون و ریکس در شکل )-های نیوتن نتایج آن به همراه حل دقیق و همچنین تکنیک

  
 2-4مثال تغیرشکل -: منحنی بار 13شکل

رافسون مشابه مثال قبل با صفر شدن سختی -که روش نیوتن شود می( مشاهده 19در شکل ) شده دادهبا مشاهده نتایج نشان 

 حالی درکند. این  بینی پیشرفتار سازه را  تواند نمیاز این نقطه تکین  تر بزرگ های تغییرشکلسازه )در نقطه انشعابی( همگرا نشده و برای 

 اند توانستهتغییرشکل -با گذر از نقاط انشعابی در منحنی بار خوبی بهو روش طول قوس )ریکس(  شده اصلاحدو روش انرژی است که هر 

در تحلیل باید در ابتدا  و  tداشته باشند. با این تفاوت که در روش انرژی تنها دو پارامتر  مسئلهتطابق خوبی را با جواب دقیق 

و  Min،Max،کنترل گردند، ولی در روش طول قوس پارامترهای بیشتری نظیر و سپس از روی تاریخچه علامت  شده انتخاب

که  شده گرفتهمقدار بار کمانشی قاب ویلیامز در نظر  (،10در شکل ) باید توسط تحلیلگر کالیبره و به کار گرفته شوند. در ادامه همچنین 

که برای اولین بار سختی سازه صفر شده است( با مقادیر متناظر  ای لحظه)با محاسبه مقدار نیروی داخلی در  آمده دست بهاز روش تحلیلی 

 و ریکس مقایسه شده که بیانگر تطابق بهتر روش انرژی با مقدار دقیق بوده است.  شده اصلاحانرژی  های روشبا 
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 2-4ومپنر با مقدار دقیق در تحلیل مثال -و ریکس شده اصلاحی انرژی ها روشقاب ویلیامز از  شده محاسبه: مقایسه بار کمانشی  14شکل

 غیرخطی با هندسه نامتقارن ی دوبعدییخرپاسازه  -4-3

ی نامتقارن ها ستمیسارزیابی کارایی روش در  منظور بهاست که  1-0از مثال  نامتقارنیک حالت  درواقعسازه موردنظر در اینجا 

( نمایش 10ی، بارگذاری و درجات آزادی سیستم در شکل )گاه هیتکآورده شده است. ابعاد هندسی این سیستم به همراه شرایط 

 . اند شده داده

 
  : خرپای نامتقارن با رفتار غیرخطی هندسی 15شکل

فرض  ABنیز دو برابر سطح مقطع عضو  BCنظر گرفتن هندسه نامتقارن در سازه، سطح مقطع عضو  غیر از در در این مثال به 

 اند.  شده در مسئله حاضر تعریف شده نظر گرفته های در ( تمامی کمیت9طورکلی در جدول ) شده است. به

 3-4مثال شده برای  نظر گرفته های در ی: ویژگ3جدول 

 نوع پارامتر کمیت نشانه مقدار

19.05 cm h  ارتفاع خرپا 

 هندسه سازه

 

33 cm 1b  ABتصویر افقی عضو  

38.1 cm 1  ABطول عضو  

300 
1  با افق ABزاویه عضو  

11 cm 2b  BCتصویر افقی عضو  

22 cm 2  BCطول عضو  

600 
2  با افق BCزاویه عضو  

99.77 cm2 
1A  ABسطح مقطع عضو  

 مقطع اعضا
2×99.77 cm2 

2A  BCسطح مقطع عضو  

6889 kN/cm2 E  ویژگی مصالح مدول ارتجاعی 
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 متر هستند( های بزرگ )ابعاد برحسب سانتی جایی یافته سازه تحت جابه : هندسه تغییرشکل 16شکل

با روابط زیر  توان میاستفاده از رابطه فیثاغورث  فته را بایادر حالت تغییرشکل BCو  AB(، طول اعضای 16بر مبنای شکل )

 بیان نمود. wو  u برحسب

(61) 2 2 2 219.05 33 19.05 11( ) ( ) ( ) ( ),
AB BC

u w u w        

 شوند. صورت زیر نوشته می طول محوری اعضا به ها، تغییر که از روی آن

(61) 2 2 2 2(19.05 ) (33 ) 38.1 (19.05 ) (11 ) 26.94,
AB BC

u w u w           

ر از غیرخطی مادی(، بر طبق قانون هوک، عبارات ذیل برای نیروی نظ و طبق فرض ثابت بودن سختی الاستیک اعضا )صرف

 شوند. محوری اعضا حاصل می

(62) ,
AB AB BC BC

AB BC

EA EA
F F  

   
   
   

 

این در متعادل گردند.  pیافته، دو نیروی فوق باید با بار متمرکز خارجی در سازه تغییرشکل Bبرای ارضای شرایط تعادل در گره 

 توان نوشت. نمایش داده شوند، می 2و  1با افق به ترتیب با  BCو  ABگر زاویه اعضای (، ا16حالت مطابق شکل )

(69) 1 2

1 2

0
0

AB BC

AB BC

X

Y

F F

F F

F Cos Cos

F Sin Sin p

 

 

  

   








 

 صورت زیر بیان نمود. توان نیروی محوری در اعضا برحسب بار خارجی را به ها، می که از ترکیب آن

(60) 2 1

1 2 1 2

,
( ) ( )AB BC

pCos pCos
F F

Sin Sin

 
 

     
 

 گردند.  صورت زیر حساب می (، به16روابط مثلثاتی فوق در این حالت، طبق شکل )
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(60) 

1
2 2

2
2 2

1 2
2 2 2 2

33

19.05 33

11

19.05

44 19.05

19.05 33 19.05 11

( ) ( )

( ) (11 )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

w

w

Cos

u w

Cos

u w

u
Sin

u w u w







  



  


  

     







 

 یافت. (  دست61( و )66توان به دو عبارت ) ( به ترتیب می60( و استفاده از معادلات )60( در داخل )62با جایگذاری روابط )

(66) 
2 2 2 2

2 2 2 2

793716 (19.05 ) (19.05 ) (11 ) (19.05 ) (33 ) 38.1

(11 ) (19.05 ) (33 ) (19.05 ) (11 )

u u w u w

w u w u w

p
       

      



 
  

 و

(61) 
2 2 2 2

2 2 2 2

2749252 (19.05 ) (19.05 ) (33 ) (19.05 ) (11 ) 26.94

(33 ) (19.05 ) (33 ) (19.05 ) (11 )

u u w u w

w u w u w

p
       

      



 
  

طور مثال، در  توان جواب دقیق این مسئله را ترسیم نمود. به برحسب یک متغیر می p( و بیان 61( و )66با ترکیب دو رابطه )

خواهد بود. همچنین، برای اعمال روش انرژی  (11تغییرشکل سازه مطابق شکل )-از این دو معادله، نمودار بار wاینجا با حذف کردن متغیر 

نتایج های قبلی،  توان سیستم را تحلیل نمود. در ادامه، همانند مثال تغییرمکان و تعریف سختی مماسی می-گیری از رابطه نیرو نیز با مشتق

 اند. شده داده( نمایش 11ه در شکل )مسئل تحلیلیبه همراه حل و روش انرژی ومپنر -ریکس ،رافسون-نیوتن های عددی آمده از روش دست به

 
  3-4تغیرشکل مثال -: منحنی بار 17شکل

علاوه . داردمسئله  تحلیلیحل و همچنین روش انرژی تطابق بسیار خوبی با روش ریکس در این حالت نیز ، (11با توجه به شکل )

طه انشعابی در حوالی نقطه خرابی سازه )جایی که سختی در با رسیدن به اولین نق همانند دو مثال قبلی رافسون نیز-، روش نیوتناین بر

ی ها روشاز  شده محاسبهبار بحرانی سازه  ( نیز11شکل )در  کند. تعیینرا  سازهشده و دیگر نتوانسته پاسخ  حال صفر شدن است( متوقف

محاسبه مقدار بار خرابی  ه مقدار اندکی دربروش انرژی  شود می دیدهطور که  همان گشته وبا مقدار دقیق مسئله مقایسه  انرژی و ریکس

 بوده است.تر از روش ریکس  دقیق

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.SId.ir


 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 148 141 تا 88، صفحه 1044، سال 5 ، شماره8مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه 

 

 
 3-4ومپنر با مقدار دقیق در مثال -و ریکس شده اصلاحی انرژی ها روشبرای سازه خرپایی از  شده محاسبه: مقایسه بار کمانشی  12شکل

 یریگ جهینت -5

مسائل  یبر رو ،شده ها مطرح سازه ینامیکد یدر تئور یراًشده که در اخ اصلاح یحاضر، با گسترش و اعمال روش انرژ یقتحق در

روش در مواجه با  ینا یعدد های یژگیهستند، و ینقاط انشعاب یو دارا یرخطیهندسه غ یجامدات که دارا یکدر مکان یجرا یکاستات-شبه

توان در  یشده را م در نظر گرفته یعدد یها مثال یله از تحلآمد دست اند. درمجموع مشاهدات به گرفتهقرار یابینوع از مسائل مورد ارز ینا

 نمود: یانب یلقالب موارد ذ

 سازه  ییرشکلتغ-بار منحنی در تعادل مسیر صحیح تشخیص با است قادر یخوب به یوتنین یها ارائه شده برخلاف روش یانرژ روش

 گردد. ینم ییچار واگراد ینسازه در نقاط تک یعبور کرده و با صفر شدن سخت یاز نقاط انشعاب

 ،پارامتر دو انتخاب به نیاز تنها قید -ییرمکانتغ-نیرو یها الذکر نسبت به روش فوق یروش عدد همچنینt و که امکان  دارد

 یها است که در روش یدر حال ینبخش سوم وجود دارد. ا شده در معادله درجه دوم ارائه یدلتا یخچهتار یرها با توجه به مقاد کنترل آن

و  یسع یاتبا انجام عمل یدبا یلگردارد که تحل وجود و Min،Max،مانند مختلفی پارامترهای( یکس)ر قوس طول مانند قیدی

 بپردازد. ینقاط انشعاب یها در مسائل مختلف دارا خطا، به انتخاب و کنترل آن

 که دقت  گردد یمسائل مشاهده م یلیبا حل تحل یکسو روش ر یآمده از روش انرژ دست به یها پاسخ یرمقاد یسهاز مقا یت،نها در

شده  اصلاح یآمده از روش انرژ دست ( سازه بهیخراب ای) یبار کمانش یرشده نسبت به روش طول قوس بهتر بوده و مقاد ارائه یروش عدد

 اند.   داشته یکسرا نسبت به روش ر یکمتر یخطا

مخزن( و -یونفونداس-سد یستم)مانند س یمعادلات اندرکنش یدارا یهایستمس یلگسترش روش مطرح شده در تحل یق،تحق ینا یسندگانانتها نو در

 کنند.  یم یشنهادپ یندهآ یقاتتحق یبرا یموضوعات را به عنوان یبآس یدارا یهاسازه ینهمچن

 فهرست علائم

GREEK LATIN 

 کمیت نشانه کمیت نشانه

 A زاویه اولیه اعضا با افق   سطح مقطع اعضا 

 A ضریب مشارکت سرعت در تعیین تغییرمکان  B C, ,  ضرایب معادله درجه دو 

 B زاویه اعضا با افق در حالت تغییرشکل یافته  جایی جابه-ماتریس ارتباط کرنش   

 b نمو   طول افقی اعضا 
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 D دلتای معادله درجه دوم سرعت/ تغییرات پارامترها   بردار تغییرمکان سیستم 

AB BA,  ed  نسبت به هم Bو  Aجایی قائم نقاط  جابه  ای المان های گره جایی بردار جابه   

 E طول کمان  های لاگرانژی کرنش   

   
min

 E حد بالای طول قوس   مدول ارتجاعی مصالح 

   
max

 E    حد پایین طول قوس 
int

 انرژی داخلی سازه 

t extE    گام زمانی   انرژی ناشی از بارگذاری 

eε e     کرنش داخل المان  های اویلری کرنش   

 A A intFدوران نقطه   ای داخلیبردار نیروه   

 B B extFدوران نقطه    بردار نیروهای خارجی 

 RF ضریب بار   بردار نیروهای نامتوازن 

 eσ Sf تنش داخل المان   نیروی مقاوم 

  h  ارتفاع خرپا 

  I  ممان اینرسی اعضا 

  t k  سختی مماسی 

 طول اولیه   

    فاصله دو سر عضو در حالت تغییرشکل یافته 

  N  بردار توابع شکل 

  p  بار متمرکز 

  t زمان-شبه   

  U  بردار تغییرمکان 

  u جایی قائم وسط سازه جابه   

  eV لمانحجم ا   

  v(t)  tسرعت در لحظه  

  w جایی افقی وسط سازه نامتقارن جابه   

  x  موقعیت جاری سیستم 

  X  موقعیت اولیه سیستم 
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