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 های بدون شبکه توابع پایه شعاعیاستوکس به کمک روش -حل معادلات ناویر
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 شکده رياضي، دانشگاه سیستان و بلوچستاندان ياراستاد -5

 ، دانشگاه صنعتي سیرجانیکدانشکده مکان يارستادا -2

 

 چکيده 
های اقیانوسي، جريان جاری در يک لوله، های مختلف علوم مانند مدل سازی جرياناستوکس به طور گسترده در زمینه -معادلات ناوير

بدون شبکه توابع پايه شعاعي برای حل اين  کلي در دينامیک سیالات کاربرد دارند. در اين مقاله روش های اطراف يک بال و به طورجريان

ديل برای تب ايده منظم سازی ابتدا باشند.جبری مي -معادلات ناوير استوکس از نوع معادلات ديفرانسیل .د شدعادلات بکار گرفته خواهم

اه به برای حل دستگتوابع پايه شعاعي روش  سپس، گیردمورد نظر به دستگاه معادلات ديفرانسیل معمولي مورد استفاده قرار مي تمعادلا

 .را نشان دهدروش  عملکرد تا کارايي و است شده ينتايج عددی ارا شود. در انتهاگرفته ميبکار وجود آمده 
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 مقدمه  - 1

ترين معادلات در دينامیک استوکس از اساسي-معادلات ناوير

و ی سازسیالات محاسباتي هستند. اين معادلات برای شبیه

بسیاری از مسايل کاربردی از جمله در حل میدان جريان 

آنها و  ها، جريان حول شناورها و برخورد موج باتوربوماشین

سوز سوز و برونحتي سوخت و احتراق موتورهای درون

با توجه به اهمیت اين معادلات از يکسو و امکان کاربرد دارد. 

 هدر اين مقاله ب ،پذير نبودن حل دقیق آنها از سوی ديگر

دنبال ارايه يک روش عددی مناسب برای حل آنها خواهیم 

 بود. 

معادلات  را برای حلتوابع پايه شعاعي يک ابزار بسیار کا

ها اين روش .[9-5باشند ]ي ميديفرانسیل با مشتقات جزي

به طور گسترده برای حل معادلات بیضوی، سهموی و 

دقت بالا از مرتبه نمايي . [1و  7] شوندميهذلولوی بکار برده 

در ابعاد بالا از مهمترين  و سادگي در پیاده سازی خصوصاً

های توابع پايه همچنین روش. [6]باشندويژگي آنها مي

له به شبکه نیاز ندارد و تنها از شعاعي برای حل مسا

رو روش  از اين .کندای از نقاط در دامنه استفاده ميمجموعه

باشد و اين های بدون شبکه ميتوابع پايه شعاعي جز روش

شود تا بتوان روش را برای مسايل با هندسه خاصیت سبب مي

. در اين مقاله توابع پايه شعاعي را برای بکار بردنیز نامنظم 

استوکس به کار خواهیم برد. برای اين  -ناوير تحل معادلا

 تاستوکس را به عنوان معادلا -ناوير تمنظور معادلا

. در حالت [3-4] جبری در نظر خواهیم گرفت -ديفرانسیل

 کلي تابع برداری 

(5  )                                       , , ' 0,F t x x  

Fجبری است هرگاه -يک معادله ديفرانسیل

x




نفرد باشد. م 

جبری فرم  -ای معروف معادلات ديفرانسیلهيکي از فرم

 هزنبرگ بوده و به صورت زير مي باشد:

   

     

, ,

0 , .

dx
f x t B t y

dt

G t x r t g x t

 

  

                       )2(  

 فرم زير را در نظر بگیريد:به  استوکس -معادلات ناوير

0

1
( . ) ,

Re

0,

, .

t

t

U U grad U U gradp f

divU

U b U a 

    



 

         )9( 

Re(  ديده 9( و )2باشد. با مقايسه معادلات )عدد رينولدز مي

س  div رشود که عملگمي و عملگر  Gمتناظر با ماتري

grad سبا ماتري متناظرB است. بنابراين معادلات ناوير- 

 باشداستوکس از نوع معادلات ديفرانسیل جبری مي

 -کي از راهکارها برای حل معادلات ديفرانسیل. ي[55و54]

و رسیدن به يک  گرفتن از محدوديت جبریجبری مشتق 

 باشد. اما مشتقسیستم از معادلات ديفرانسیل معمولي مي

اين معادلات عددی  حل درگرفتن باعث بروز ناپايداری 

اين مشکل، منظم  خواهد شد. يکي از راهکارها برای غلبه بر

ای سازی است. در روش منظم سازی معادلات به گونه

جبری  -انسیلشوند که دستگاه معادلات ديفرفرمولبندی مي

ل ت ديفرانسیبه دستگاه معادلابدون نیاز به مشتق گیری 

 اين روش را برای معادلات ،د. در ادامهشومعمولي تبديل مي

 ایمنظم سازی به گونه .کار خواهیم برداستوکس ب -ناوير

لات دستگاه معاد .است که شرايط اولیه برای فشار لازم نیست

 کنیم.حل مي بدست آمده را به کمک توابع شعاعي

 

 منظم سازی -2

دهد که بدون مشتق گرفتن ه مييمنظم سازی، روشي را ارا

را به يک دستگاه  جبری آن -ه ديفرانسیلاز يک معادل

ديفرانسیل معمولي تبديل کنیم و با مشکل معادلات 

 [.55و54] ناپايداری مواجه نشويم

 جبری زير را در نظر بگیريد: -نسیلمعادله ديفرا

(7       )                      
( , ) ( , ) ,

0 ( , ).

x f x t B x t y

g x t

  


 

0محدوديت اگر  ( , )g x t را با ( 7) موجود در معادلات

شرط   1 , ,T x y y g x t    و يا به طور معادل ،

اب   
1

, ,y T x y g x t


    ( به 7معادله )جايگزين کنیم

در ود. شديفرانسیل معمولي تبديل مييک دستگاه معادلات 

و  اينجا ,T x y   به ترتیب پارامتر و ماتريس منظم

ر5]باشندسازی مي مقداری بسیار کوچک   [. پارامت

هطوريبباشد مي ک 1 , 0T x t y   ، بنابراين جايگزيني

منظم کند. اما مشکل له را برآورد ميافوق محدوديت مس

مقداری کوچک است و مقادير کوچک  اين است کهسازی 

 ليبرای حل اين مساشوند. له ميباعث سخت شدن مسا 

در روشهای صريح  را های بسیار کوچکل گاملازم است تا طو
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برای رفع اين مشکل از تکنیک پايداری بام  .انتخاب کنیم

  کنیم.استفاده مي 5گارت

 

 تکنيک پایداری بام گارت  -2-1

( را با محدوديت زير 7بام گارت محدوديت ) 5344در سال 

 [.52]جبری جايگزين کرد -ديفرانسیلمعادله برای يک 

(1      )                     1 2, , 0.
d

g x t g x t
dt

   

 ،(1)معادله در  ذکر استلازم به 
2 0   و در نتیجه مقدار

( , )g x t  يابد. به طور نمايي بر حسب زمان کاهش مي

 تکنیک پايداری بام گارت به طور وسیع، برای حل معادلات

تفاده قرار گرفته است اما مشکل جبری مورد اس -ديفرانسیل

است که  هاپارامتر مقادير مناسب انتخاباين تکنیک در 

 انتخاب همچنین .گیردبه راحتي صورت نميهمیشه 

ن است باعث حل نه چندان نامناسب اين پارامترها ممک

 له شود. مناسب مسا

برای روش منظم سازی  اما روش بام گارت ايده مهمي

 بری ج -ديفرانسیل تواند برای معادلاتکه مياست ای دنباله

 ( مورد استفاده قرار گیرد. 2م )و به فر

 

  ایروش منظم سازی دنباله -3

 جایه اين است که بای منظم سازی دنباله روشايده اصلي 

از سختي ای از معادلات را که له سخت، دنبالهحل يک مسا

تواند . روش منظم سازی ميکندکمتری برخوردارند حل مي

ين قسمت صريح انجام شود. در ا به عنوان روشي کاملا

کنیم که به حل معادلات ه مييالگوريتم اين روش را ارا

پردازد. روش منظم سازی بر پايه جبری مي -ديفرانسیل

های عددی برای بهینه هايي از کار بام گارت و روشايده

ل مقید، استوار است. اين روش برای معادلات سازی مساي

  :جبری با صورت زير  است -ديفرانسیل

        
         1 ( )

1 2

, ,

1
, , , ,

s s s

s s s s

x f x t B x t

d
y T x t g x t g x t

dt
 






  

  
   

  

 

(6       )
      

     

1

1 2

1
,

, , .

s s s

s s

y y T x t

d
g x t g x t

dt



 


  

 
 

 
 s

x  

                                                 
1 Baumgarte 

)و )sy 1,2,...s mکه به ای از توابع هستند، دنبالهx و

y  باشند. ماتريسهمگرا ميT  ر ، به ترتیب و پارامت

باشند. مقاديرماتريس و پارامتر منظم سازی مي
1  2و 

 شوند. در صورتي کهپارامترهای بام گارت نامیده مي
1 0 

 با قرار دادن .بود خواهدروش صريح 
1 0    و

2 1  

 :شودمي تبديلزير  معادله( به 6)معادله 

                الف(4)
        
       1

, ,

1
, , ,

s s s

s s s

x f x t B x t

y T x t g x t





  

 
 

 

 

        ب(4)         1 1
, , .

s s s s
y y T x t g x t




   

 :توان نوشتمي (ب4با توجه به )

                   1 ( )( , ) , .
s s ssy y T x t g x t


  

ر و با توجه به اينکه مقادي   1
( )

s s
y y


   کوچک

 :رابطه زير را داريمهستند 

          1 ( )0 ( , ) , ,
s s ssy y T x t g x t


   

است. مقادير  (7محدوديت اعمال شده در معادله )که همان 

همان شرايط اولیه  اين مقادير .شخص باشندبايد م xاولیه 

اختیاری دلخواه  اولیه همچنین يک مقدار .باشندله ميمسا

(0)بايد تعیین شود، که معمولاً y(0)برای 0y    اختیار

 شود. در ادامه الگوريتم روش آمده است. مي

 

 الگوریتم روش منظم سازی -4

s,...,2,3برای  mقرار دهید ، 
0 0

s
x x. 

از -الف 
0

s
x ( را برای بدست آوردن 4استفاده کنید تا )ب

 
0 0

s
y x ،1,2,3,...,s m  .حل نمايد 

با توجه به اينکه  -ب
1 0  الف( مقدار 4) استفاده از، با

 
1

s

nx  .برای حل  منظم سازی خطای روش را محاسبه نمايید

 :عبارتست از (7)معادله 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).m m px t x t O O h   

مرتبه روشي است که معادلات را با آن حل  pدر اينجا 

 .شودمي
 

 -ای برای حل معادلات ناویردنباله سازیمنظم -5

 استوکس 

 استوکس به صورت زير است: -ر ناويرمعادلات تراکم ناپذي
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(4)           

0

1
( . ) ,

Re

0,

, .

t

t

U U grad U U grad f

divU

U b U a



 

    



 

 

بعد  باشد و معادلات بدونعدد رينولدز ميReدر اينجا

اسازی روش منظمباشند. با پیادهمي سازی ب
1 0    برای

بدست   ای از معادلات به صورت زيردنباله معادلات فوق،

 :آيندمي

  
     ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1)

.

1
,

Re

s s s s

t

s s

U grad divU U grad U

U gradP f

 

  

 

   

(3)                             ( ) ( 1) ( )1
,s s sP P divU



   

( )

0 .s

tU a  

پردازيم که در ادامه به معرفي روش توابع پايه شعاعي مي

 ( بکار خواهد رفت. 3برای حل معادلات )

 

 توابع پایه شعاعی  -4

معادلات ديفرانسیل  برای حل انواع مختلفي از توابع شعاعي

يکي از [. 59و  1، 7، 5] اندمعرفي شدهي با مشتقات جزي

ت باشد که به صورمي ربعيتابع چند  ،معروفترين اين توابع

 :ودشزير تعريف مي 
2(r)= 1 ( ) ,cr  

c [57] نام دارد و بر دقت جواب اثرگذار است پارامتر شکل .

تر خواهد له دقیقکوچکتر انتخاب شود جواب مسا cهر چه

 بود.

}1فرض کنید که }j N

j jx 

   در ناحیه    .داده شده باشد

جواب در گام زماني  ،برای حل معادله به کمک توابع شعاعي
nt شود:به صورت زير تقريب زده مي 

1 2

( ) ( ).
N

n n

j j

j

u x x x 


  

 برای حل معادلات به کار گرفته با توجه به اينکه روشي صريح

)جواب  ،شده است )nu x  را در زمانnt درنتیجه  داريم

nبرای بدست آوردن ضرايب 

j کنیم:شرايط زير را اعمال مي 

( ) ( ), 1... .n n

i e iu x u x i n  

)که  )n

eu x مقدار جواب در زمانnt با اعمال شرط  .ستا

nفوق ضرايب 

j  توان ساير مشتقات آيند و ميبدست مي

( , )nu x t مثال را تقريب زد. به عنوان 

2
1

( ) ( ).
x j

N
n n

x j

j

u x x x 


  

و مشتقات آنها   v ،pو همچنین مقادير  uساير مشتقات

مقادير در  آيند. با قرار دادن اينبطور مشابه بدست مي

در پردازيم.  مي SRMسازی الگوريتم ( به پیاده3معادلات )

ای را همراه با روش توابع شعاعي سازی دنبالهادامه ايده منظم

 استوکس بکار خواهیم برد.  -برای حل معادلات ناوير

 

 نتایج عددی  -6

استوکس بکار  -ناوير را برای معادلاتسمت روش در اين ق

( که سیال 5خواهیم برد. به عنوان مثال ناحیه مربعي شکل )

با سرعت ثابت در قسمت پايین آن حرکت مي کند، را در 

  نظر بگیريد.

 
 .( مسير حرکت سيال1شکل )

 

حفره حرکت سیال در قسمت پايین، باعث ايجاد چرخش در 

شود. سرعت و فشار در اين ناحیه با معادلات مربعي شکل مي

مساله را در دو حالت مختلف شوند. ميبیان  ناوير استوکس

مساله مشخص  دقیق حل خواهیم کرد. در حالت اول جواب

است. با داشتن جواب دقیق در اين حالت مقدار خطای مطلق 

تا  کنیميآوريم و نمودار خطاها را نیز رسم مرا بدست مي

حل کارايي روش مشخص شود. در ادامه روش را برای 

بريم که جواب دقیق آن مشخص نیست و بکار مي يمعادلات

 با آن مواجه هستیم.بیشتر در مسايل کاربردی 

 : 1مثال 

که جواب دقیق آن هیم کرد را برای حالتي حل خوا معادلات

 :به صورت زير است
2 2

2 2

2

50 (1 ) (1 )(1 2 )(1 ),

50 (1 ) (1 )(1 2 )(1 ),

1
[ ( 2) ( 2) ](1 ) .

2 2 3

t

t

t

u x x y y y e

v y y x x x e

x y
p x y e







    

     

      

 

 نقطه يکنواخت در دامنه  544برای اين منظور از 

ين امجموعه نقاط استفاده شده در استفاده خواهیم کرد. 

 ( رسم شده است. 2در شکل ) مثال
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نقطه یکنواخت استفاده شده که برای  111مجموعه ( 2شکل )

 حل معادلات استفاده شده است. 

 

e5t-1انتخاب با   ،1/   544وRe   به حل

واقعي و تقريبي جريان  معادلات فوق مي پردازيم. مسیرهای

( رسم 7( و )9در شکلهای ) =5tله فوق در زمان ابرای مس

 vو uبرای حاصل های تقريبيشده است. همچنین جواب

مطلق مقدار خطای ( رسم شده است. 6( و )1های )در شکل

 . ( رسم شده است4( و )4)های شکلدر  t=1روش در زمان 

 

 
به ازای  1جریان  برای مثال مسير دقيق خطوط  (3شکل )

111Re=  1در زمان=t. 

 

 
در  =111Reبه ازای  1مثال یبی جریان برای رتق مسير( 4شکل )

 مده است.با استفاده از توابع شعاعی بدست آکه  t=1زمان 

 
در زمان  =111Reبه ازای  1مثال  برای u( جواب تقریبی 5شکل )

1=t . 

 
در زمان  =111Reبه ازای  1مثال  برای vجواب تقریبی  (6شکل )

1=t. 

 
در زمان  =111Reبه ازای  1مثال  برای u خطای مطلق (7شکل )

1=t. 
 

های روش توابع پايه شعاعي برای حل معادلات از مزيتيکي 

های تفاضببلات متناهي و اجزا متناهي اين نسبببت به روش

توان جواب با دقت قابل اسبببت که با تعداد نقاط کمتری مي

تفاضلات متناهي اگر از  قبول را بدسبت آورد. مثلا در روش

اسببتفاده کنیم نتايج و دقت  100×100يک شبببکه به ابعاد 

اب مشابه دقت جواب بدست آمده در اين مثال است که جو

 [.55ای استفاده شده است ]نقطه گره N=100تنها از 
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در زمان  =111Reبه ازای  1مثال  برای v طلق( خطای م8شکل )

1=.t  
 

 : 2مثال 

را که بیشتر جنبه  استوکس -در اين قسمت معادلات ناوير

 کاربردی دارد حل خواهیم کرد.

0

1
( . ) ,

Re

0,

, .

t

t

U U grad U U grad

divU

U b U a



 

   



 

 

 نقطه يکنواخت در دامنه  544همانند مثال قبل از 

e5t-1استفاده خواهیم کرد. همچنین     ،1/   و

544Re ( میدان جريان در 3) در شکلاند. انتخاب شده

5tزمان   .با توجه به اينکه در اين مثال  رسم شده است

( نشان 3جواب دقیق مشخص نیست اما همانطور که شکل )

ای توانسته است به درستي دهد، روش منظم سازی دنبالهمي

 مسیر حرکت جريان سیال را مشخص کند.
 

 
در  =111Reبه ازای  2مثال  برایمسير تقریبی جریان ( 9شکل )

 که با استفاده از توابع شعاعی بدست آمده است. t=1زمان 

 

 نتيجه گيری -7

ی جبر -معادلات ديفرانسیلاستوکس از نوع -معادلات ناوير

 -ديفرانسبببیلباشبببند. يکي از راهها برای حل معادلات مي

مشبببتق گرفتن و تببديبل آنها به يک دسبببتگاه از جبری، 

ن گرفت است.  از طرفي مشتق ديفرانسبیل معموليمعادلات 

خواهد  آنهاتقريبي موجب بروز ناپايداری در حل  از معادلات

برای تبديل اين معادلات به يک دسببتگاه از ايده  شببد. يک

ازی منظم س معمولي استفاده از تکنیکمعادلات ديفرانسیل 

 شعاعي همراه با ايدهپايه های توابع در اين مقاله روشاست. 

اسببتوکس  -ای برای حل معادلات ناويرمنظم سببازی دنباله

دهد که روش . نتايج عددی نشان ميه استبکار گرفته شبد

های تفاضلات متناهي توابع پايه شبعاعي در مقايسه با روش

تواند جواب  قابل قبول مي ببا تعبداد نقباط کمتر در دامنبه

 مساله را بدست آورد. 

های بع پايه شببعاعي جز روشهای توابا توجه به اينکه روش

وان تباشند، روش بکار رفته در اين کار را ميبدون شبکه مي

 برای حل معادلات با هندسه نامنظم نیز بکار برد. 
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