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شده از پلیمر تقویت شده پیزوالکتریک با در نظر گرفتن تاثیر درصد حجمی نانولوله 
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 دانشیار دانشکده مهندسي مکانیک، دانشگاه کاشان -5
 دانشجو دکتری دانشکده مهندسي مکانیک دانشگاه کاشان -2

 
 چکیده 

ويت شده پیزوالکتريک تقالاستیک کره هوشمند ساخته شده از ماده پلیمری -ترمو-مگنتو-در اين مقاله يک حل غیرخطي برای پاسخ الکترو

های چند جداره کربني در سه درصد حجمي مختلف بررسي شده است. کره تحت فشار داخلي و خارجي، يک گراديان دما، يک با نانولوله

، ک ماکسولیری، معادله الکتروديناممیدان مغناطیسي و يک اختلاف پتانسیل الکتريکي قرار داده شده است. با استفاده از معادله تعادل، سازگا

کوپلینگ الکترومکانیکي و معادلات پتانسیل الکتريکي برای شارژ الکتريکي و روابط تنش کرنش يک معادله ديفرانسیل غیرخطي شامل 

ي های چند جداره کربنگیری کرد که با درصد حجمي مناسب از نانولولهتوان نتیجهجابجايي شعاعي برای مخزن کروی بدست آمده است. مي

مخزن تحت فشار نانو کامپوزيتي افزايش يافته است. همچنین با اعمال يک اختلاف پتانسیل الکتريکي و میدان مغناطیسي مناسب مقاومت 

توان کنترل نمود و با توجه به خصوصیات فیزيکي و مکانیکي مناسب از قبیل وزن کم و استحکام قابل قبول تغییر شکل مخزن کروی را مي

 شود.فاده در مخازن دريايي پیشنهاد ميو کنترل پذيری برای است
 

 .وشمنده یتنانوکامپوز یم،، کره جدار ضخ یخط یرغ یکالاست-ترمو-مگنتو-الکترو یزوالکتریک،پ یمرپلکلیدي :  واژگان
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 مقدمه -1

های امروزه استفاده از مواد پلیمری پیزوالکتريک در سازه

ي هايهوشمند قابل توجه است و تجزيه وتحلیل چنین سازه

 .های اخیر قرار گرفته استدر سالمورد توجه محققین 

محققین همواره به دنبال موادی هستند که بتوانند خواص 

ها را وابسته به شرايط موجود بهینه نمايند، در دو دهه آن

گذشته مواد پیزوالکتريک ساختار يافته منظم موضوع 

-است. پلیمرهای پیزوالکتريک را مي تحقیقات بسیاری بوده

اخل قالب تولید نمود و امکان جوشکاری توان با تزريق در د

ها به سادگي وجود دارد و اغلب در صنايع پزشکي، بر روی آن

 گردند. بخصوصخودرو، دريايي، فضايي و نظامي استفاده مي

توان به عنوان مخزن ذخیره سازی در صنايع از اين مواد مي

دريايي در بنادر و کشتیراني استفاده نمود. مواد پیزوالکتريک 

زماني که تحت يک میدان الکتريکي قرار گیرند تغییر شکل 

توان برای ساخت عملگر ها ميدهند. از اين خاصیت آنمي

استفاده نمود. بنابراين اين امکان وجود دارد تا برای کنترل 

مقدار تغییر شکل و افزايش طول عمر سازه از اين خاصیت 

در اثر اعمال ها استفاده نمود. همچنین مواد پیزوالکتريک آن

نند که از کتغییر شکل اختلاف پتانسیل الکتريکي تولید مي

توان به عنوان حسگر استفاده نمود. در اين خاصیت مي

بسیاری از کاربردها اين مواد در معرض تغییرات دمايي 

ها در گیرند. همین طور امکان استفاده از آنمختلف قرار مي

تلف وجود دارد و های مغناطیسي مخهايي با میدانمحیط

بسته به اينکه به عنوان عمگر يا حسگر مورد استفاده قرار 

ا اعمال هگیرند ممکن است اختلاف پتانسیل الکتريکي به آن

ها به عنوان خروجي گرفته شود. چنین ترکیبي از يا از آن

های الکتريکي حرارتي مغناطیسي را ايجاد بارگذاری تنش

ما یمر پیزوالکتريک نیز با دکند. تمام خواص مکانیکي پلمي

 کنند.و تنش به صورت غیر خطي تغییر مي

ز های کربني استفاده ابا توجه به خصوصیات مناسب نانولوله

ها به عنوان تقويت کننده مواد پلیمری مورد توجه محققان آن

بوده است. همچنین در خصوص تحلیل تنش تحت بارگذاری 

های ک و کامپوزيتهای متفاوت بر روی مواد پیزوالکتري

 ساخته شده از فازهای متفاوت مطالعاتي انجام گرفته است. 

ای از جنس ی استوانه( يک پوسته2669ونگ و زونگ )

کامپوزيت پیزوالکتريک تحت بارگذاری فشاری و حرارتي را 

بررسي کرده و از قانون تواني و سری فوريه در تحلیل خود 

های ( تنش2661. اسلامي و همکارانش )[5]استفاده کردند 

مکانیکي و حرارتي را در يک کره جدار ضخیم از جنس ماده 

( 2660. مويسالا و همکارانش )[2]تابعي بررسي نمودند مدرج 

تاثیر رسانايي حرارتي و الکتريکي نانولوله کربني تک جداره 

ی کامپوزيت اپوکسي را بررسي کرده و چند جداره در زمینه

و نشان دادند که رسانايي حرارتي و الکتريکي کامپوزيت 

کربني چند جداره بیشتر از تک جداره تقويت شده با نانولوله

( تحلیل میکرومکانیکي 2660. شیدل و لاگوداس )[9] است

را  ه کربني در زمینه کامپوزيتتاثیر خواص الاستیکي نانولول

مورد بررسي قرار داده و از روش موری تاناکا برای بدست 

خوجین لحي. صا[9]آوردن ضرايب الاستیک استفاده کردند 

( تحلیل تنش کامپوزيت پلیمری از جنس 2662و جلیلي )

حت کربني تک جداره تپیزوالکتريک تقويت شده با نانولوله

وردن دست آاند و هدفشان بهبار الکترومکانیک را بررسي کرده

جابجايي بین نانولوله و ماتريس و تنش برشي تحت بارگذاری 

یل استفاده از تابع پتانسالکترومکانیک بود که اين کار را با 

لنارد جونز انجام دادند و به اين نتیجه رسیدند که با افزايش 

. [1]يابد ی بین نانولوله و پلیمر افزايش ميبارالکتريکي فاصله

مغناطیس و -های ترمو( تنش2663کنگ و همکارانش )

توزيع میدان مغناطیسي بر روی يک سیلندر غیر همگن را 

( تاثیر 2663. ونگ و همکارانش )[0]مورد بررسي قرار دادند 

های میدان مغناطیسي طولي روی انتشار موج در نانو لوله

کربني جاسازی شده در ماتريس الاستیک را بررسي کردند. 

معادلات به صورت دينامیک حل شده و اثر میدان مغناطیسي 

اعمال کردند.  را به صورت نیروی لورنتز در معادلات تعادل

ها نشان دادند که سرعت انتشار موج در نانو لوله با افزايش آن

. اکبری آلاشتي [2]يابد میدان مغناطیسي طولي افزايش مي

( تحلیل ترموالاستیک پوسته کروی را 2652و همکارانش )

هايي که اند با لايهدر حالتي که مدرج تابعي چیده شده

قربانپور آراني . [8]خاصیت پیزوالکتريک دارند بررسي کردند 

( تحلیل الکتروترمومکانیکي کره تابعي 2652و همکارانش )

ر مدرج پیزوالکتريک را به روش عددی و به کمک نرم افزا

در اين تحقیق يک کره جدار ضخیم . [3]انسیس انجام دادند 

کامپوزيتي پايه پلیمری تقويت شده با نانولوله کربني چند 

های جداره با سه نوع درصد حجمي مختلف، تحت میدان

حرارتي، مغناطیسي، الکتريکي و مکانیکي مورد تحلیل و 

کنش کوپل گیرد. اگر چه بررسي بر همبررسي قرار مي

سازه های پیزوالکتريک  مکانیک در-الکترو-ترمو-مگنتو

های کنش استاتیک بین میدانهمگن تحت بر هم
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ش ناپايا کنمغناطیسي، حرارتي، الکتريکي و مکانیکي و بر هم

های مختلف در گذشته مورد مطالعه قرار گرفته بین میدان

ها به بررسي رفتار کره پلیمری تقويت است. اما هیچ يک از آن

ی فوق های ذکر شدهیدانشده با نانو لوله کربني تحت م

 اند. نپرداخته
 

 هندسه، نوع بارگزاري و خصوصیات ماده  -2

، شعاع hيک مخزن کروی جدار ضخیم با ضخامت ثابت 

2b و نسبت شعاع b، شعاع خارجي aداخلي  a  در نظر

( آورده 5گرفته شده است که مشخصات هندسي در جدول )

و فشار خارجي aPشار داخلي شده است. کره تحت ف
bP 

قرار دارد، همچنین يک اختلاف پتانسیل الکتريکي بین سطح 

داخلي و خارجي اعمال شده است. پتانسیل الکتريکي داخل 

a  و پتانسیل الکتريکي خارجيb توزيع دما  باشد.مي

و  aTسطح داخلي یدما با به صورت انتقال حرارت پايدار

Hاست. میدان مغناطیسي يکنواخت  bTسطح خارجي  
 

نیز در حال اعمال به تمام کره به صورت متقارن و همگن 

-( مخزن کروی تحت بارگذاری الکترو5باشد. در شکل )مي

الاستیک با شرايط مرزی ذکر شده نشان داده -ترمو-مگنتو

نس مخزن کروی مطالعه شده در اين تحقیق  شده است.

ک باشد. يکي از مشکلاتي که در مي  5پلیمر پیزوالکتري

استفاده از اين مواد در بسیاری از کاربردها وجود دارد ضعف 

 باشد.ها در بارگذاری همزمان حرارتي و مکانیکي ميآن

 
( نمایی از کره تحت بارگذاري الکتریکی، مغناطیسی، 1شکل )

 .حرارتی و فشار داخلی و خارجی

 

 .( مشخصات هندسی کره1جدول )

 h (m)ضخامت کره  b  (m)شعاع خارجي  a (m)شعاع داخلي 

6.1 5 6.1 

                                                           
1 Piezoelectric  

بتا های نسجمواد پلیمری حتي در دمای اتاق نیز تغییر شکل

بزرگي در اثر بار مکانیکي دارند که با بالا رفتن دما اين تغییر 

. [55] و [56]يابند ها به صورت غیرخطي افزايش ميشکل

برای خصوصیات الکتريکي و حرارتي پلیمر پیزوالکتريک 

منظور استفاده در محاسبات عددی از تحقیق انجام شده به

استفاده شده است و  [52]ن توسط قربانپور آراني و همکارا

در نهايت برای محاسبه ضرايب مورد نظر در نانوکامپوزيت از 

 شودروش ترکیب استفاده شده است. در اين روش فرض مي

های کوتاه و منظم در ماتريس صورت الیافکه نانولوله ها به

اند و به همین اساس خواص نانوکامپوزيت از پراکنده شده

فرمولهای زير نحوه محاسبه آيد. دست ميروش ترکیب به

ضرايب الکتريکي، مغناطیسي و حرارتي نانو کامپوزيت را  به 

 .[59]و  [59]دهند روش ترکیب نشان مي
(5) cn m

ij cn ij m ije V e V e  

(2) cn m

ij cn ij m ijV V     

(9) cn m

cn mV V   
 (9) cn m

r cn r m rV V   
 (1) cn m

ij cn ij m ijV V   
 

(0) cn m

cn mV V     
 

,در روابط بالا  , , , ,cn cn cn cn cn cn

r ij ij ije       به ترتیب ثابت

الکتريک، ضرايب پیزوالکتريک، ضريب نفوذ پذيری دی

و ضرايب انبساط حرارتي شعاعي  2مغناطیسي، نسبت پواسون

 باشند.و مماسي نانو لوله مي

,همچنین   , , , ,m m m m m m

r ij ij ije      ضرايب مربوط به

,ماتريس هستند. , , , , ,r ij ij ije      ضرايب مربوط

درصدهای حجمي نانو  mVو   cnVباشند.زيت ميبه نانو کامپو

 .هستندلوله و ماتريس در کامپوزيت 

 –مکانیکي، حرارتي -در اين پژوهش اثر بارهای الکتريکي

کي و کوپل مکانی-الکتريکي-مکانیکي، مغناطیسي-الکتريکي

-مغناطیسي -ها يعني بارگذاری حرارتيهم زمان اين میدان

مکانیکي در کره کامپوزيتي که توسط نانو لوله -الکتريکي

شود. اثرات نانو لوله در زمینه تقويت شده است، بررسي مي

 ماده به صورت درصد های حجمي متفاوت تزريق نانولوله در

گیرد. خواص نانو کامپوزيت با پلیمر مورد بررسي قرار مي

ه آيد کترکیب که شرح داده شده بدست مياستفاده از روش

و ضرايب پلیمر  [52]ضرايب مربوط به نانو لوله از مرجع 

PVDF  برای  شوند.استخراج مي [51]و  [1]از مراجع

2 Poisson's Ratio 
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محاسبه مدول الاستیسیته غیر خطي از پارامتر مدول 

طه شود. رابالاستیسته ماکسول در رابطه برگر استفاده مي

 :[50]از  برگر عبارت است

(2) (1 ) ,
t

K

B

M k M K

e t
E E E


  

 




     

مدول فنر و ويسکوزيته میراگر  Mو  ME( 2در رابطه )

ل مدول فنر و ويسکوزيته میراگر   Kو KE، 5ماکسو

 باشند.مي 2کلوين

بخش اول رابطه مقدار ثابتي است که تغییر شکل الاستیک 

از طريق انجام  9شود. ضرايب رابطه برگرای نامیده ميلحظه

شوند. ضرايب رابطه برگر های متعدد محاسبه ميآزمايش

ند های چشده با نانولولهبرای پلیمر پیزوالکتريک تقويت

جداره کربني در دماها و تنشهای مختلف توسط تانگ و 

 .[50]همکاران ارائه شده است 

در اين تحقیق از بخش اول رابطه برگر برای محاسبه مدول 

 ضرايب با استفاده ازشود که اين الاستیسیته استفاده مي

ها و دماهای مختلف محاسبه رگرسیون غیرخطي برای تنش

شوند. در اين روش ابتدا با توجه به مقدار مي
ME  در دمای

های مختلف، يک تابع اولیه برای سانتیگراد و تنشدرجه  29

 سانتیگراد حدس زدهدرجه 86و  16در دمای  تغییرات آن

ه است و با انطباق مقادير اين ضريب در تنش شد

سانتیگراد توابع درجه 86و  16مگاپاسکال و دماهای 51

-درجه 86و  16توزيع اين ضرايب برحسب تنش در دماهای 

شوند. سپس با توجه به توزيع اين مي سانتیگراد محاسبه

مگاپاسکال و دماهای مختلف توابع تغییر  51ضرايب در تنش 

شوند. با توجه به روش توضیح ا دما تعیین مياين ضرايب ب

-داده شده تابع تغییرات مدول الاستیسیته ماکسول عبارت

 است از: 

(8) 
1

2

1

2

( ) 50
( , )

( ) 50
m

T e T C
E T

T e T C

  

  










 
 


 

با استفاده از رگرسیون غیرخطي انجام شده اگر مقدار 
mE 

در تنش 
0S  2و دماهای 3, ,ambientT T T T  به ترتیب برابر

3 2 1, ,m m mE E E  و مدول الاستیسیته ماده در دمای محیط

1باشد ضرايب  Eبرابر  1 2 2, , , ,     اند از:عبارت 

                                                           
1 Maxwell 
2 Kelvin  
3 Berger 

(3) 1

01

02

0 1

1
1

22

1 1

3 1 2
2

3 2

3
2

3

1
ln

ln( ) ln( )

ln( )
ln( )

m

m ambient

m

m ambient

S

m

S

E

S E

E T
TE

E T

E T e
T T

E

T e


















 









 

 

 مدل ریاضی و معادلات حاکم -3

های ساخته شده از مواد پیزوالکتريک در که سازه هنگامي

بارگذاری الکترومکانیکي قرار میگیرند معادله ساختاری 

کوپلینگ الکترومکانیکي در يک ماده همگن پیزوالکتريک بر 

 :[52]گردد به اين صورت بیان مي 9اساس پیزوالاستیسیته

(56) : :C e E   

(55) : :D e E 

به ترتیب تانسورهای کرنش،  Dو  ε ،σ ،Eدر اين معادلات  

ند. باشتنش، میدان الکتريکي و جابجايي الکتريکي مي

به ترتیب تانسور مرتبه چهارم   و C ،eهمچنین 

الاستیسیته، تانسور مرتبه سوم ضرايب پیزوالکتريک و تانسور 

 باشند.الکتريک ميگذردهي دی

و معادله ماکسول  [58]معادله تعادل برای کره پیزوالکتريک 

برای شارژ الکترواستاتیک آزاد در سیستم مختصات کروی 

 :[53]اند از عبارت

(52) 
2( )

0rrrrd
f

dr r




  
   

(59) 0
2





rr

rr D
rr

D

ها و جابجايي شعاعي و رابطه بین میدان روابط بین کرنش 

الکتريکي و پتانسیل الکتريکي برای مسئله تعريف شده به 

 :[26]گردند اين صورت بیان مي

(59) , , ,rr rr

du u u d
E

dr r r dr



       

 و )m(شعاع  rدر اين معادلات 
rr تنش شعاعي و 

تنش مماسي و
rrD  جابجايي الکتريکي شعاعي وrr  کرنش

,شعاعي و   و )کرنشهای مماسي  )u r   جابجايي

fشعاعي هستند. همچنین    باشد که مي 1لورنتسنیروی

4 Piezo Elasticity 
5 Lorentz Force 
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 است و نیروی مغناطیسي به عنوان يک نیروی خارجيهمان 

 :[25]شود به اين صورت محاسبه مي

(51) 

( ,0,0) , (0,0, )

(0, ,0)

(0, ,0)

( )

r

r r

U u h h

u
e H

t

h
J

r

u u
h H

r r







 



 


 




 




  



 

Jدر معادلات بالا 


eچگالي جريان،  


بردار اختلاف میدان  

hالکتريسیته، 


Uبردار اغتشاش میدان مغناطیسي،  


بردار  

و ,0,0)جابجايي  )H H   میدان مغناطیسي اولیه در

ی )مختصات کرو , , )r    باشند. تاثیر میدان مي

در معادلات حرکت  لورنتسمغناطیسي به صورت نیروی 

 .[25]شود ظاهر مي

(50) 2( ) . ( )r ru u
f J H H

r r r
  


   

 
 

میدان مغناطیسي در راستای طول سیلندر و با فرض ضريب 

، و بردار اغتشاش میدان نفوذ پذيری مغناطیسي 

 .شودبیان مي 5مغناطیسي بر اساس معادلات ماکسول

تنش حرارتي، میدان معادله ساختاری تنش، کرنش، 

الکتريکي و اجزائ بردار جابجايي الکتريکي شعاعي برای کره 

توان با نانوکامپوزيتي قطبي شده در جهت شعاعي را مي

 ( به اين صورت نوشت: 55( و )56استفاده از معادلات )

 

(52) 

 
11

12

13

2

2

2

( )

rr

rr r

rr

e

eT r E

e



 

    

    

    

 

 

 



 

   
   

    
     

      
      

       
            

 

(58) 
 

  

11 12 13

11

( )

rr r

rr

rr

D e e e T r

E

 

 

 

  

    
    

        
     
    

 

 

(53) 12 13e e

 
33که 13 11 12, , ,e e e e  ضرايب پیزوالکتريک و,r  

 
باشند. با توجه به رفتار ضرايب انبساط حرارتي مي

ماده پیزوالکتريک ضرايب الاستیسیته به اين   2ايزوتروپیک

 .[25]شوند صورت محاسبه مي
                                                           

1 Maxwell Equations 

 

(26)    11 22 33

Eν
,

1 ν 1 2ν
C C C    

 
 

(25)  

12 21 31 13 23 32

E
,

2 1 ν

C C C C C C








     

 

)E2که / )N m مدول الاستیسیته و  استنسبت پواسون. 

 

 سازي معادلاتبدون بعد -4

 اينمعمولا فرم مرسوووم برای بي بعد سووازی مقادير فوق به 

 :[26]باشد شرح مي

(22) 

11 11

11 1
0

11 11

, , , ,

, , , ,

( )
, ( )

, , ( , 1, 2,3)

rr
r

y y y

ij a b
i iji i o

y y y y

ij rr
ij r

y y

y i
i

y y

r u E
u E

b b

Cf P P
T f b C P P

e D T T
e

T

e
b E i j

b









  

  

 
   

 

 


 









      

    

 
    

 


   

 

 

)و   r ،، در اين معادلات  )r   به ترتیب پتانسیل

الکتريکي بدون بعد، جابجايي الکتريکي بدون بعد، دمای 

 .هستند (W/A)بدون بعد و پتانسیل الکتريکي

ر ها دهای بي بعد شده فوق و استفاده از آناستفاده از صورت

( معادلات بدون بعد به اين 58( و )52(، )59(، )52)معادلات 

 آيند:شرح بدست مي

(29)  2
0

rr
f





  
  

 
 

(29) 2
0r r

 
  

(21) 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

2

3

( )

rr rrC C C

C C C

C C C

E

E

E

 

 

 

 


       
                     
       
           

 
  

       

 

(22)   1 2 3 ( )

rrr

r E E E 

 

 




    
                      
      
       

 

 

 معادله انتقال حرارت و حل آن -5

 برایشرايط پايدار در مختصات کروی معادله انتقال حرارت 

بعدی در جهت شعاع با شرايط مرزی حرارتي برای مسئله يک

 :شوديم بیانصورت  پلیمر پیزوالکتريک کروی توخالي بدين

2 Isotropic 
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(28)  
 2

2

1
0,

dT rd
r k r a r b

dr drr

 
   

  

 

شرايط مرزی دمايي برای کره توخالي در حالت بدون بعد به 

  :[2] گردداين صورت بیان مي
(23)        |    ,          |

a ba b             

( 23( با شرايط مرزی داده شده در معادله )28با حل معادله )

 آيد. ( بدست مي96توزيع دمای بدون بعد به صورت معادله )

(96)  
   

 

 
 1

 
2

1

2

     b a

a

a

b

d
k

d
k

a
  




 


  

 
 

  


 

 

 کمکانی-ترمو-مگنتو-معادله دیفرانسیل الکترو -6

 شود:( نتیجه مي29از حل معادله ديفرانسیل )

(95) 3

2r





 

يک ضوريب ثابت است. با جايگزاری  3که در اين معادله 

( نتیجه 21( و ترکیب با معادله )20( در معادله )95معادله )

 شود:مي

(92) 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

2 1 2 3

3

( )

( )

rrrr

rrr

C C C

C C C

C C C

E

E E E E

E

 



 

 



 

 

 

 



       
                      
 

      
            

                          
    

       

3
2



 
 
  
  
   

 

 

های الاستیک شعاعي کرنش و  rr ،در اين معادله

و محیطي هستند و در غالب بدون بعد به اين صورت نوشته 

 شوند:مي

(99) , ,rr r

u u d
E a

d
  

 
    
  

 

)همچنین  )    توزيع دمای بدون بعد شده است که با

)آيد و ( بدست مي96استفاده از معادله ) )    پتانسیل

 الکتريکي بدون بعد است.

( در معادله تعادل 92( و )95در نهايت با جايگذاری رابطه )

( با 92( در رابطه )99( و جايگذاری رابطه )29بدون بعد )

بعد سازی رابطه پیوستگي و معادله ی بيهاتوجه به پارامتر

 شود.( زير ساده مي99تعادل به صورت معادله ديفرانسیل )

(99) 

2

12

2 32

4

( , ) ( , )
( , , , )

( , )
( , , , ) ( , , , )

( , , , )

e

e e

e

u t u t
Z t

u t
Z t Z t

Z t

 
 




   



 

 
  



  

 

 

(99a) 

11

1

12
12

2

22

2
12 2 2 1

2 2

13
11 213

12 22 14 24

2
13 1

1 2
( , , , )

1
(1 2

( , , , ) (

)

4 ( ) 2 H2
)

1 2
( , , , ) ( ( )

2 2
( ) ( ) ( )

(q ) )

e

e

e r

r

dC
Z t EM

EM d

dC
C

dZ t
EM

C

E E EC

dq
Z t C C

EM d

C C q q

d
E

d



 
 

  




 

  
 

 
 




 
    

 

 
 

   
  

 
 

   

    


 

 

2
4 3

21
( , , , )e

E
Z t

EM
 



 
    

  
 

 حل معادله دیفرانسیل -7

( يک معادله ديفرانسیل غیر خطي است که به 99معادله )

دما و تنش امکان حل دلیل وابستگي ضرايب آن به شعاع، 

دقیق آن وجود ندارد. بنابراين يک روش نیمه تحلیلي برای 

حل معادله ديفرانسیل مورد استفاده قرار گرفته است. در اين 

روش دامنه شعاع کره به اجزائ کوچک زير دامنه مانند شکل 

ا هشود. واضح است که افزايش تعداد زير دامنه( تقسیم مي2)

در معادله  Z3, Z2, Z1Z ,4پارامترهای برد. يدقت نتايج را بالا م

محاسبه شده و به اين روش معادله  k( برای زير دامنه 99)

( به يک معادله ديفرانسیل معمولي 99ديفرانسیل غیرخطي )

 . [22]گردد با ضرايب ثابت برای آن زير دامنه تبديل مي
 

بندي دامنه شعاعی به تعدادي زیردامنه تقسیم( 2) شکل 

 .مجازي
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توان ام شعاع بدون بعد را مي kمعادله ديفرانسیل برای جزئ 

 به اين صورت نوشت:

(91           )

2

12

2 32

4

( , ) ( , )
( , , , )

( , )
( , , , ) ( , , , )

( , , , )

k k

k
e

k

k k
e e

k
e

u t u t
Z t

u t
Z t Z t

Z t

 
 




   



 

 
  



  

 

 

11

1

12 2
12 2 2 1

2 2 2

12 22

13
11 21 12 223

2
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(91a)
توان به صورت جمع ( را مي91حل دقیق معادله ديفرانسیل ) 

 حل عمومي و حل خصوصي به اين صورت نوشت:

(90) ( t ) ( ) ( )
k k i k i k
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 توان به اين صورت نوشت:های معادله مشخصه را ميو ريشه

(98) 
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( بدست 90با جايگذاری جابجايي بي بعد شده که از معادله )

( تنشهای شعاعي و محیطي برای زير 92آيد در معادله )مي

 شوند.ام به اين صورت نوشته مي kدامنه 
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(93) 

-وابسته به خصوصیات ماده مي iiq( ضرايب 93در معادله )

 اند.باشند که در پیوست نشان داده شده

معادله ديفرانسیل اختلاف پتانسیل الکتريکي که در زير دامنه 

k توان به صورت اين صورت نوشت:کند را ميام صدق مي 

(96) 
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ام  kبنابراين اختلاف پتانسیل الکتريکي را برای زير دامنه 

 ( به اين صورت نوشت:96توان با انتگرال گرفتن از معادله )مي
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)ثابت مجهول )k
j  (j = 1,2,3,4  وk = 1,2,...n (n  تعداد

ام  kتقسیمات شعاع کره(( ضرايب انتگرال برای زير دامنه 

باشند که با اعمال شرايط پیوستگي در دو مرز زير دامنه مي

 شوند.و شرايط مرزی کلي مشخص مي

 

 مرزي کلیشرایط  -8

شورايط مرزی کلي مکانیکي و الکتريکي به اين صورت بیان 

 شوند:مي

(92) 
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شروط پیوستگي جابجايي شعاعي، تنش شعاعي، پتانسیل 

الکتريکي و مشتق پتانسیل اکتريکي برای هر کدام از 

 باشند وتقسیمات شعاع جزئ الزامات شرط پیوستگي مي

 به اين صورت بنويسیم:توانیم مي
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شرايط مرزی کلي را در حالت بدون بعد که سه شرط دارد را 

 شود:به اين صورت بیان مي

 شرط مرزی مکانیکي برای يک کره توخالي:

(99) 
( )

(1)

ar a

br

P

P
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به ترتیب فشارهای مکانیکي بدون بعد در   bPو   aPکه 

 باشند. شعاع داخلي و خارجي مخزن کروی مي

 :شرط مرزی الکتريکي و مغناطیسي برای يک کره توخالي 

(91) 

( )

(1)

(0,0, )

a a

b

H H

  

  



 

a,که  b   به ترتیب پتانسیل الکتريکي بدون بعد در شعاع

میدان مغناطیسي Hداخلي و خارجي مخزن کروی و 

 باشند. اعمالي مي

 شرط مرزی حرارتي برای يک کره توخالي: -

(90) 
( )

( )

a a

b

   

   
 

a,که  b   به ترتیب دمای بدون بعد در شعاع داخلي و

 باشند. خارجي مخزن کروی مي

)مجموعه ای از معادلات جبری بر اساس مجهولات )k
j  که

j = 1,2,3,4  وk = 1,2,...n (n  )تعداد تقسیمات شعاع کره

( 99آيد که با استفاده از شرايط مرزی معادلات )بدست مي

( بدست 90( و )91دامنه و شرايط مرزی کلي )در هر زير 

 اند.آمده

-وترم-مگنتو-سه نوع بارگذاری ترکیبي مختلف الکترو

 مکانیکي به شرح زير بررسي شده است:

مکانیکي بدون اعمال اختلاف -: شرايط مرزی ترمو5حالت 

پتانسیل الکتريکي و میدان مغناطیسي که در اين حالت کره 

و خارجي و اختلاف دمای داخلي توخالي تحت فشار داخلي 

گیرد که با توجه به جنس پیزوالکتريک و خارجي قرار مي

مخزن کروی اختلاف پتانسیل الکتريکي بین سطح داخل و 

شود. در اين حالت از خارج با توجه به تغییر شکل ايجاد مي

 توان به عنوان حسگر استفاده نمود.اين خاصیت کره مي

(92) 
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مکانیکي با اعمال -ترمو-: شرايط مرزی الکترو2حالت 

اختلاف پتانسیل الکتريکي و بدون میدان مغناطیسي که در 

اين حالت کره توخالي تحت فشار داخلي و خارجي و اختلاف 

گیرد و يک اختلاف پتانسیل دمای داخلي و خارجي قرار مي

. در اين گرددالکتريکي بین سطح داخل و خارج ايجاد مي

 باشد.حالت کره پیزوالکتريک به صورت يک عملگر مي

                                                           
1 Division 
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ل مکانیکي با اعما-ترمو-مگنتو-: شرايط مرزی الکترو9حالت 

اختلاف پتانسیل الکتريکي و اعمال میدان مغناطیسي که در 

اين حالت کره توخالي تحت فشار داخلي و خارجي و اختلاف 

گیرد و يک اختلاف پتانسیل داخلي و خارجي قرار ميدمای 

گردد همچنین الکتريکي بین سطح داخل و خارج ايجاد مي

Hمیدان مغناطیسي 
گردد. در به طور يکنواخت اعمال مي 

اين حالت کره پیزوالکتريک به صورت يک عملگر با دو عامل 

 باشد.تحريک مي

(93) 8

( ) 0.8, (1) 0

0, 2.5, 4 10
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برای هر سه نوع بارگذاری معادلات ديفرانسیل با روش اعمال 

و در نظر گرفتن تغییرات خصوصیات با توجه به   5ديويژن

اند و سپس مقدار تنش و دما در آن زير دامنه حل شده

ها و اختلاف پتانسیل الکتريکي مشخص جابجايي، تنش

 اند.شده

 

 بندينتایج و جمع -9

نتايج ارائه شده در اين مقاله برای سه حالت مختلف بارگذاری 

-رومکانیکي و الکت-ترمو-مکانیکي، الکترو -ترکیبي ترمو

 مکانیکي آورده شده است.-ترمو-مگنتو

شود بدون : فشار داخلي و خارجي به کره اعمال مي5حالت 

اعمال اختلاف پتانسیل الکتريکي و عدم وجود میدان 

 مغناطیسي.

در اين نوع بارگذاری کره به بار مکانیکي و جابجايي ايجاد 

شده در اثر آن واکنش نشان داده و با توجه به خاصیت 

ردد که با گپیزوالکتريک اختلاف پتانسیل الکتريکي ايجاد مي

توان وضعیت مخزن را اندازه گیری و مشخص کردن آن مي

ر مشخص نمود. در اين حالت تمام کره به عنوان يک حسگ

 کند.عمل مي

ای هر سه نوع بارگذاری يکسان است. شرايط مرزی دمايي بر

دمای داخل و خارج با انتقال حرارت پايدار در اثر رسانايي 

30کره به ترتیب  , 50C C  باشد. توزيع دمايي که از مي

 ( نشان داده شده است. 9) آيد در شکل( بدست مي96معادله )
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توزیع دما در جهت شعاعی براي تمام حالتهاي ( 3شکل )

 .بارگذاري

 

از شکل مشخص است که دما در سطح داخل و خارج شرايط 

 5کند. تنش شعاعي بدون بعد برای حالت مرزی را ارضا مي

( نمايش داده شده است. از شکل 9بارگذاری در شکل )

مشخص است که در شعاع داخل و خارج همان مقادير فشار 

. باشندخارجي به عنوان تنش شعاعي بدون بعد ميداخلي و 

نمودار برای سه درصد حجمي مختلف نانو کامپوزيت رسم 

شده است و آنگونه که نمودار نشان میدهد تغییرات در صد 

 های شعاعي ندارد.حجمي تاثیر چنداني بر روی تنش

بارگذاری بر اساس سه درصد  5تنش محیطي برای حالت 

( نشان داده شده است. از شکل 1)حجمي مختلف در شکل 

مشخص است که درصد مختلف نانولوله بر روی تنش مماسي 

توزيع يکنواخت تری  PCN5تاثیر گذار است بطوری که در 

توزيع در ضخامت با تغییرات  PCNB5دارد اما در PVDFاز 

زياد همراه است. همچنین تقريبا در شعاع میانه ضخامت کره 

با  صدهای حجمي  يکسان است.تنش مماسي برای همه در 

توجه به اينکه کره از ماده پیزوالکتريک ساخته شده است 

مکانیکي ايجاد -جابجايي شعاعي که در اثر اعمال بار ترمو

شود باعث القائ اختلاف پتانسیل الکتريکي در طول شعاع مي

 گردد.مي

بارگذاری  5اختلاف پتانسیل الکتريکي بدون بعد برای حالت 

در  PVDFها در پلیمر د حجمي مختلف نانولولهو سه درص

( نشان داده شده است. مشخص است که با افزايش 0شکل )

های کربني مقدار اختلاف پتانسیل القا درصد حجمي نانولوله

يابد که کاملا منطقي است و دلیل آن نداشتن شده کاهش مي

نه های کربني است که در زمیخاصیت پیزوالکتريکي نانولوله

 شود.مری که خاصیت پیزوالکتريک دارد افزوده ميپلی

 
بارگذاري براي سه  1( تنش شعاعی بدون بعد در حالت 4شکل )

.درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
 

 

 
بارگذاري براي سه  1( تنش شعاعی بدون بعد در حالت 5شکل )

 .درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت

 

 
 1بدون بعد در حالت ( اختلاف پتانسیل الکتریکی 6شکل )

.بارگذاري براي سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
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مقدار پتانسیل الکتريکي در سطح داخل و خارج بر اساس 

-توان با اندازهباشد. در اين حالت ميشرايط مرزی صفر مي

های مختلف مخزن گیری پتانسیل الکتريکي در شعاع

جابجايي های آن را مشخص نمود. وضعیت تنش و کرنش

بارگذاری بر اساس سه درصد  5شعاعي بدون بعد برای حالت 

 ( نشان داده شده است.2حجمي مختلف در شکل )

درصد  1ها تا مشخص است که با اضافه شدن درصد نانولوله

شود به طوری که باعث کم شدن جابجايي شعاعي مخزن مي

دهد از حداکثر مقدار جابجايي که در شعاع داخلي روی مي

يابد اما با بیشتر شدن کاهش مي 6.629به  6.691مقدار 

رسد. لذا مي 6.692درصد حجمي جابجايي بیشتر شده و به 

  دارد.وضعیت بهتری  PCN5در اين حالت بارگذاری 

شود با : فشار داخلي و خارجي به کره اعمال مي2حالت 

اعمال اختلاف پتانسیل الکتريکي و عدم وجود میدان 

 مغناطیسي.

اين نوع بارگذاری بر اثر اعمال فشار داخلي جابجايي  در

دهد که جابجايي در جهت شعاعي و کرنش شعاعي روی مي

باشد و با اعمال اختلاف پتانسیل الکتريکي با توجه مثبت مي

به خاصیت پیزوالکتريک مخزن جابجايي در جهت منفي روی 

دهد که برايند آن باعث کمتر شدن جابجايي شعاعي کره مي

شود. در اين حالت تمام کره به عنوان و کرنش شعاعي مي

 باشد.يک عملگر مي

( 8بارگذاری در شکل ) 2تنش شعاعي بدون بعد برای حالت 

نمايش داده شده است. از شکل مشخص است که در شعاع 

داخل و خارج همان مقادير فشار داخلي و خارجي به عنوان 

رای سه درصد باشند. نمودار بتنش شعاعي بدون بعد مي

 حجمي مختلف نانو کامپوزيت رسم شده است.

 

 
بارگذاري براي  1( جابجایی شعاعی بدون بعد در حالت 7شکل )

 .سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت

 
بارگذاري براي سه  2(  تنش شعاعی بدون بعد در حالت 8شکل )

.درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
 

 

بارگذاری بر اساس سه درصد  2تنش محیطي برای حالت 

( نشان داده شده است. از شکل 3حجمي مختلف در شکل )

مشخص است که به دلیل بیشتر بودن خاصیت پیزوالکتريکي 

PVDF  مقدار تنش محیطي در شعاع داخلي برای آن بیشتر

از هر دو توزيع  PCNB5است و به همین ترتیب    PCN5از

 دارد.تری يکنواخت

با توجه به اينکه اختلاف پتانسیل الکتريکي اعمال شده است 

( نشان داده 56توزيع پتانسیل الکتريکي بدون بعد در شکل )

شده است و در سطح داخلي و خارجي شرايط مرزی اعمال 

باشد. با توجه به اينکه اين توزيع اجباری شده مشخص مي

ت يکسان باشد برای هر سه درصد توزيع حجمي به صورمي

بارگذاری  2جابجايي شعاعي بدون بعد برای حالت  باشد.مي

( نشان داده 55بر اساس سه درصد حجمي مختلف در شکل )

ا هشده است. مشخص است که با اضافه شدن درصد نانولوله

 .شوددرصد باعث کم شدن جابجايي شعاعي مخزن مي 1تا 

 

 
بارگذاري براي سه  2( تنش شعاعی بدون بعد در حالت 9شکل )

.درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
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 2( اختلاف پتانسیل الکتریکی بدون بعد در حالت 11شکل )

 .بارگذاري براي سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت

 

 
بارگذاري براي  2( جابجایی شعاعی بدون بعد در حالت 11شکل )

 .سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت

 

اما با توجه به اعمال پتانسیل الکتريکي و بیشتر بودن خاصیت 

در اين حالت وضعیت بهتری نسبت به  PVDFپیزوالکتريکي 

PCNB5  دارد اماPCN5  در کل وضعیت بهتری دارد با توجه

به بالاتر بودن استحکام آن گرچه جابجايي الکتريکي آن کمتر 

مشاهده نمود توان ( مي2( با شکل)55است. با مقايسه شکل )

که اعمال پتانسیل الکتريکي جابجايي شعاعي را کنترل 

است و مقدار قابل توجهیکاهش يافته است. به طوری نموده

دهد که حداکثر مقدار جابجايي که در شعاع داخلي روی مي

به  6.629و از  PVDFبرای  6.6551به  6.691از مقدار 

شدن درصد يابد اما با بیشتر کاهش مي PCN5برای  6.663

-مي 6.659جابجايي بیشتر شده و به  PCNB5حجمي در 

 2رسد. گرچه برای هر سه درصد حجمي نسبت به حالت 

 PCN5بارگذاری جابجايي کمتر شده است اما در اين حالت 

 از وضعیت بهتری برخوردار است.

شود به : فشار داخلي و خارجي به کره اعمال مي9حالت 

پتانسیل الکتريکي و قرار گرفتن در همراه اعمال اختلاف 

 میدان مغناطیسي.

-وترم-مگنتو-در اين نوع بارگذاری کره با اعمال بار الکترو

گیرد و اثر قرار گرفتن در مکانیکي مورد بررسي قرار مي

میدان مغناطیسي و تاثیر آن بر تنشها و جابجايي کره علاوه 

 شود.بررسي مي 2بر بارگذاری های حالت 

( 52بارگذاری در شکل ) 9ي بدون بعد برای حالت تنش شعاع

نمايش داده شده است. از شکل مشخص است که در شعاع 

داخل و خارج همان مقادير فشار داخلي و خارجي به عنوان 

باشند. نمودار برای سه درصد تنش شعاعي بدون بعد مي

حجمي مختلف نانو کامپوزيت رسم شده است که شرايط 

ند و تاثیر قابل مشاهده ای نسبت به کمرزی را ارضاء مي

 های ديگر دارد.بارگذاری

بارگذاری بر اساس سه درصد  9تنش محیطي برای حالت 

( نشان داده شده است. با توجه 59حجمي مختلف در شکل )

به اينکه میدان مغناطیسي تاثیری روی زمینه پلیمری ندارد 

حالت  اسيباشد لذا تنش ممو تاثیر آن منحصر به نانولوله مي

پلیمر خالص در حداقل و کامپوزيت پلیمری با در صد بیشتر 

اختلاف  باشد.در حداکثر مقدار در سرتاسر ضخامت مي

بارگذاری و سه  9پتانسیل الکتريکي بدون بعد برای حالت 

دقیقا  PVDFها در پلیمر درصد حجمي مختلف نانولوله

شان ( ن56باشد که در شکل )بارگذاری مي 2مشابه حالت 

داده شده است. مشخص است که با توجه به اعمال اختلاف 

توزيع اختلاف پتانسیل  2پتانسیل خارجي مانند حالت 

الکتريکي مانند حالت قبل باشد و مقادير شرايط مرزی نیز به 

  همان صورت باشد.
 

 
بارگذاري براي سه  3( تنش شعاعی بدون بعد در حالت 12شکل )

.کامپوزیتدرصد حجمی مختلف نانو 
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بارگذاري براي  3( تنش شعاعی بدون بعد در حالت 13شکل )

.سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
 

 

 
بارگذاري براي  3( جابجایی شعاعی بدون بعد در حالت 14شکل )

 .سه درصد حجمی مختلف نانو کامپوزیت
 

بارگذاری بر اساس  9جابجايي شعاعي بدون بعد برای حالت 

( نشان داده شده 59مختلف در شکل ) سه درصد حجمي

 1ها تا مشخص است که با اضافه شدن درصد نانولوله است.

شود و با درصد باعث کم شدن جابجايي شعاعي مخزن نمي

بیشتر شدن درصد حجمي جابجايي شعاعي افزايش نسبتا 

توان نتیجه گرفت که اعمال میدان بیشتری خواهد داشت. مي

ابجايي بدون بعد شعاعي مخزن مغناطیسي باعث افزايش ج

گردد و در حالتي که مخزن در میدان مغناطیسي قرار مي

تری نسبت به حالت دارد حالت پلیمر خالص وضعیت مطلوب

 نانوکامپوزيت دارد.

توان نتیجه گرفت به دلیل اثری که میدان مغناطیسي بر مي 

های کربني دارد و عدم اثر روی پلیمر خالص در روی نانولوله

 باشد.اين حالت افزودن الیاف کربني مناسب نمي
 

 صحت سنجی -11

که به تازگي  [29]نتوايج اين تحقیق با نتايج تحقیق مرجع 

 انتشووار يافته مقايسووه گرديد. با توجه به اينکه تحقیق مورد
نظر بررسوي رفتار خزشوي کره ساخته شده از ماده پلیمری 

ين اباشووود و نانوکامپوزيت پیزوالکتريک با پیزوالکتريک مي

 .هندسه در هیچ تحقیقي بررسي نشده است

در نتیجه صوحت سنجي برای حالتي که پلیمر خالص است 

شووود. جهت بررسووي صووحت نتايج اين تحقیق در انجام مي

مکانیکي، تنش شووعاعي بدون بعد در شووکل -حالت بار ترمو

( و اختلاف 50(، جابجايي شوعاعي بدون بعد در شووکل )51)

( برای هر دو 52پتانسووویل الکتريکي بدون بعد در شوووکل )

تحقیق نشوان داده شوده است. شرايط مرزی در نظر گرفته 

اعمال شووده اسووت تا امکان  [29] شووده همانند مقاله مرجع

ردد گمقايسه نتايج فراهم گردد. با مقايسه نتايج مشاهده مي

کوه اختلاف جزئي با نتايج مقاله مرجع وجود دارد که دلیل 

 باشد.اصلي آن حل غیر خطي مسئله در اين تحقیق مي

 

 
-( مقایسه تنش شعاعی بدون بعد در بارگذاري ترمو15شکل )

 خالص PVDFبراي حالت مکانیکی با مرجع 

 

 
اختلاف پتانسیل الکتریکی بدون بعد در  ( مقایسه16شکل )

 .خالص PVDFمکانیکی با مرجع براي حالت -بارگذاري ترمو
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جابجایی شعاعی بدون بعد در بارگذاري  ( مقایسه17شکل )

 .خالص PVDFمکانیکی با مرجع براي حالت -ترمو
 

 نتیجه گیري -11

زن مکانیکي مخ-ترمو-مگنتو-الکترودر اين تحقیق تحلیل 

کروی ساخته شده از مواد پلیمری پیزوالکتريک تقويت شده 

های کربني چند جداره با رفتار غیر خطي بررسي با نانولوله

گرديد.مدول الاستیسیته از رابطه ويسکوالاستیک برگر با 

استفاده از رگرسیون غیر خطي محاسبه گرديد. بنابراين 

اشد بتابعي از دما و تنش در هر شعاعي ميمدول الاستیسیته 

باشد. روش حل به همین دلیل ماده دارای رفتار غیرخطي مي

ذکرشده ترکیبي از يک روش نیمه تحلیلي و يک روش عددی 

ه باشد.مشاهددر محاسبه تابع توزيع مدول الاستیسیته مي

کربني تا پنج درصد در حالت گرديد که با افزايش نانولوله

ر ها بهتمکانیکي وضعیت جابجايي و تنش-ی ترموبارگذار

وضعیت بهتری نسبت به ساير  PCN5شود و در اين حالت مي

 دارد. 

مکانیکي وضعیت -ترمو-همچنین در حالت بارگذاری الکترو

ها از حالت قبل مطلوبتر است و در اين حالت جابجايي و تنش

PVDF  وPCN5 ارفتار بسیار نزديکي به يکديگر دارند و ب 

با خواص بهتر  PCN5توجه به مدول الاستیک بیشتر 

هر دو عملکرد تقريبا يکساني دارند و  PVDFپیزوالکتريکي 

PCNB5 .در اين  در مقايسه وضعیت مناسب عملکردی ندارد

حالت مشاهده شد با انتخاب مقدار مناسبي از اختلاف 

توان جابجايي شعاعي را در پتانسیل الکتريکي اعمالي مي

 مورد قبولي کنترل نمود. محدوده

 مکانیکي پلیمر پیزو-ترمو-مگنتو-در بارگذاری الکترو

تری دارد و مشخص شد که الکتريک خالص وضعیت مطلوب

زايش های کربني باعث افمیدان مغناطیسي با تاثیر بر نانولوله

جابجايي شعاعي و وضعیت نامناسب عملکردی مخزن 

در  PCNB5و  PCN5گردد و استفاده از نانوکامپوزيتي مي

 شود.حضور میدان مغناطیسي توصیه نمي

 

 تشکر و قدردانی -12

از دانشوگاه کاشان و همچنین ستاد ويژه توسعه فناوری نانو 

به دلیل حمايت مالي از اين تحقیق تقدير و تشووکر به عمل 

 آيد. مي
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