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  سیمعملگر بیو  های حسگردر شبکه هاگرحرکت عملرویکرد دو  یتحلیل طالعهم
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گرهـا در محـیط هسـتند. نحـوه اسـتقرار و حرکـت عمل کاربردهای فراوان موردتوجه محققـینداشتن به دلیل  گرهای متحرک خودمختارعمل چکیده:
 قرارگیـریهای استقرار در مرکز و استقرار در محل بـرای تعیـین محـل دهی به رخدادها دارد. در این مقاله دو رویکرد به نامسرویس دراهمیت بسیاری 

دهی به رخدادهای محیط برای سرویستوسط یک عملگر شده رفی شده است. تابع چگالی احتمالی فاصله طیگر و نحوه حرکت آن در محیط مععمل
 طور توأمبه آمدهدستتوابع به وها سازیاصل از شبیهـای حـت. نمودارهـده اسـاضی شـاستخراج و اثبات ری قدمبهورت قدمـصبه ذکورـمدر دو رویکرد 

گـر در دهدکـه متوسـط جابجـایی عملنشان میها سازینتایج شبیه د.نهم همخوانی دار با طور کاملهبتایج دو روش ن دهد کهو نشان می شده ترسیم
تـر از متوسـط فاصـله کـم تر است؛ در عـوض متوسـط فاصـله رخـدادها از مرکـز ناحیـهرویکرد استقرار در مرکز نسبت به رویکرد استقرار در محل بیش

برای تعیین متوسـط  صورت مسئله تئوری صف بیان شده و روابط مورد نیازدهی به رخدادها بهسرویس است. در ادامه،رخدادها تا محل رخداد قبلی 
گر و بیشینه ابعاد ناحیه تحـت نظـارت اسـتخراج شـده اسـت. در نیاز برای حرکت عملنه سرعت موردکمی ،متوسط زمان گردش کار طول صف انتظار،

رویکرد اسـتقرار در سازی ده است. نتایج شبیهـه داده شـتوسعبرای هر منطقه  گریک عملانتساب  ناحیه وبندی نطقهم ابانتها، رویکردهای پیشنهادی 
رخـداد  همنطقانتسابی به گر عملفقط دهی به هر رخداد گسیل شود، نسبت به حالتی که گر برای سرویسترین عملاگر نزدیک که دهدنشان میمحل 

  تر خواهد بود. شده کمفاصله طی، متوسط حق گسیل شدن دارد
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Abstract: Autonomous mobile actors are under attention of researchers for having numeral applications. The way of placement and 
movement of actors in environment is very important for appropriate service of events. Two approaches, named settlement in center 
and settlement in place are introduced in this paper for evaluating placement location and movement method of actors in 
environment. Probability mass function of traversed distance for servicing events of environment by an actor for two approaches are 
mathematically proved step by step. Diagrams of simulations’ results and functions are drawn simultaneously and show that results 
of both methods completely confirms. Simulations’ results show that average displacement of actor in settlement in center approach 
in comparison with settlement in place approach is more; instead, average distance of events from center of area is less than average 
distance from location of previous event. In remaining, service of the events by a mobile actor is presented as a queuing theory 
problem and required relations for determining average length of waiting queue, average turnaround time, required minimum 
movement speed of actor and maximum dimension of surveillance area are extracted. At last, proposed approaches are extended by 
defining regions and assigning an actor for each region. Simulations results show that in place settlement approach, if nearest actor to 
each event is sent for servicing it, average displacement distance is less than the state that only assigned actor of each region has 
permission to be sent for servicing. 
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  مقدمه - ۱
) ۱ شـوند؛تشکیل مـی گره نوعاز دو  سیمگر بیعملو  گرهای حسشبکه

آوری اطلاعات از محیط گر که ثابت هستند و عملیات جمعهای حسگره
بسته به گر که توانایی حرکت دارند و های عملگره) ۲و  دهندرا انجام می

درصورت قادر به ایجاد تغییرات در محیط هستند.  ،شدهتجهیزات نصب
آوری اطلاعـات از محـیط به جمع قادرنیز گر های عملگره ،گرنصب حس

هـم ارتبـاط برقـرار سـیم بـاها از طریق فرستنده/گیرنده بـیگره هستند.
هـایی یکی از چـالش. ]۱[ کنندکرده و از منبع تغذیه باتری استفاده می

 هسـتند ایجــادســیم بـا آن مواجــه گــر بـیعملو  هــای حسـگرکـه شـبکه
گـر یت شـبکه بـا انتخـاب یـک یـا چنـد عملمدیر برایهماهنگی توزیعی 

در  هـای مختلفـیرویکرد. ]۲[رسیدگی به رخدادها است  جهتمناسب 
محـیط  هـا درگرهـا و محـل اسـتقرار آنرابطه با شـیوه حرکـت دادن عمل

 در این مقاله به این موضوع پرداخته خواهد شد. و مطرح است
هـای ایـن اسـت کـه گـره بر شده فرضدر بسیاری از مطالعات انجام

اجازه  ر. این امکردن دارندحس تواناییگر های حسنیز مانند گره گرعمل
نقصـان پوشـش بتـوان  ،گردهدکه در صـورت اتمـام بـاتری یـک حسـمی

رد. همچنین با گر به آن قسمت جبران کدن یک عملبا حرکت داحسی را 
 یـکگر ممکن است که ارتباط شـبکه قطـع شـود و اتمام باتری یک حس

ارتبـاط شـبکه را برقـرار  توانـدمـی با قرار گرفتن در محل مناسـب عملگر
گر برای پشتیبانی از کیفیت پوشش حسـی و عمل ترتیب گرهبدیننماید. 

اهنگی در ـهمــ. ]۳[رار گیــرد ـده قــتوانــد مورداســتفااتصــال شــبکه مــی
هـای سیم اهمیت بسیاری دارد و از جنبـهگر بیعملو  های حسگرشبکه

 بـه دو گـروه 
ً
همـاهنگی ) ۱مختلف قابل بررسی است. هماهنگی معمولا

گـر تقسـیم بنـدی ملگر با عهماهنگی بین عمل) ۲گر و بین حسگر و عمل
ــ. ]۵ ،۴[ود ـشــمــی ــگر لـاهنگی عمـــدر هم ـــب ــاب  گرلـا عم بحــث انتخ

با توجه به عوامل مختلف  رخدادهاگر برای رسیدگی به ترین عملمناسب
دهـی بـه سـرعت عمـل در سـرویس ،جویی در مصرف انرژیمانند صرفه

 گرهـارابـی و تخصـیص پویـای کارهـا بـه عملذیری خ، تحمـل پـرویدادها
 . ]۶[ مطرح است

 مطرح شده گر به این صورتیابی عملمسئله موقعیت ]۷[در مرجع 
تـرین محـل بـرای مناسـب ،هـااست که بـر اسـاس شـعاع ارتبـاطی گـره

گـر مناسـب انتخـاب شود و سـپس عملسرخوشه محاسبه می قرارگرفتن
گیرد تا نقـش سرخوشـه را بـه عهـده بگیـرد. شده و در این محل قرار می

بحث هماهنگی است. یـک روش گرها یک نیاز پایه در یابی عملموقعیت
یـاب عیـتگر مجهز به دستگاه موقرای تعیین موقعیت این است که عملب

بـرد. روش دیگـر ایـن اسـت کـه مـیگر را بالا جهانی باشد که هزینه عمل
گر با توجه به شـدت ایـن های حسواج خاصی ارسال کند و گرهگر امعمل

کـالمن موقعیـت فیلتـر  هـای مناسـب ماننـدامواج با استفاده از تکنیک
در برخی کاربردها، محـیط ناشـناخته فـرض . ]۸[گر را تعیین کنند عمل

ریزی برای مسـیر در این برنامهشده و موانعی در محیط وجود دارند. بنابر
توانند ثابت یا های مهم است. موانع میچنین کاربردهای یکی از چالش

 ریـزییـک روش بـرای برنامـه ]۹[متحرک در نظر گرفته شوند. در مرجع 

 بندی محیط ارائه شده است.با فرض موانع ثابت و کاشی حرکت مسیر
گرهای متحرک برای ایجاد پوشش حسـی مناسـب حرکت دادن حس

پتانسـیلی در  -در یک فضای بسته با استفاده از رویکرد مبتنی بـر حـوزه
 است مطالعه قرار گرفته است. در این مقاله فرض شدهمورد ]۱۰[مرجع 
اند. گرفتهقرار گرهای متحرک همگی در ابتدا در یک محل خاص که حس

کـه درنهایـت هـر گـره توسـط  شوندمیها طوری حرکت داده سپس گره
برخی محققین بر این باور هسـتند  های دیگر محدود شود.دیوارها و گره

تـر بـیشهایی از حوزه تحت نظارت ادها در بخشوقوع رخدتواتر که اگر 
هـا قرارگیـرد تـا تری در ایـن بخـشگرهای بیشاست، بهتر است که حس

وزیعی بـرای دو رویکـرد تـ امـردقت نظارت افزایش پیدا کنـد. بـرای ایـن 
 بـا در. ]۱۱[گر متحرک پیشـنهاد شـده اسـت های حسحرکت دادن گره

متحـرک و اطلاعـاتی کـه  گرهـاینظر گـرفتن معـادلات سـینماتیک عمل
گرها از محیط به دست آورند توانند در رابطه با موقعیت عملیگرها محس
یـابی و ای دقـت موقعیـتهمن یـا ذر توان با استفاده از فیلترهای کـالمی

بررسی همزمـان ارتبـاط . ]۱۲[گرها را در محیط افزایش داد حرکت عمل
 ]۱۳[مرجع  درها با توجه به محدودیت انرژی ها و هماهنگی آنبین گره

توسـط  گرهـابینی محـل حرکـت عملو برای پیشوردبررسی قرار گرفته م
  .استفاده شده استاز فیلتر کالمن گر های حسگره

ا مبتنـی بـر ـهـگـرده روی همـاهنگی عملـشـالعـات انجـامثر مطـاک
ازی احتمــالی و اســتخراج ـســاســتفاده از مــدل و ســازی هســتندشــبیه
تـر موردتوجـه کـم اسـت کـهی رویکردی صورت تحلیلهها و روابط بفرمول

واقع شده است. مشکل بـودن تحلیـل ریاضـی و پیچیـدگی کاربردهـا از 
هـا اسـت. اسـتفاده از تحلیـل ترین دلایل عدم گرایش بـه ایـن روشمهم

سـازی ریاضی و استخراج فرمول در تعیـین کـران بـالای خطـای همگـام
ز کـاربرد آمیـزی انمونه موفقیت ،زمان در کاربرد ردیابی دو بعدی اهداف

  .]۱۴[ها است این روش
در دیریت متمرکـز توسـط گـره چاهـک ـالای مــرباز بــت ســه علــب

هـای شـود تـا از الگـوریتمسیم سـعی مـیگر بیعملو  های حسگرشبکه
 ها استفاده شود. کارهای مختلفی در رابطهمدیریت گره برایشده توزیع

گر انجام شـده اسـت کـه از آن جملـه های حسگره شدهبا مدیریت توزیع
] یـک ۱۵تـوان بـه مـدیریت پوشـش بصـری اشـاره کـرد. در مرجـع [می

هـای جانبه از یک هدف توسط گرهشده برای پوشش چندالگوریتم توزیع
  گر بصری ارائه شده است. حس

 و  گرهـای حسـبسیاری از کاربردهـای شـبکهها در یابی گرهوقعیتم
جدیـد تقریبـی ] یـک روش ۱۶سیم ضروری است. در مرجع [گر بیعمل

حسب متوسط تعـداد گـام ارتبـاطی بـا برها یابی مکان گرهبرای موقعیت
   ارائه شده است. هابرای گره دو شعاع ارتباطی با فرضهای مرجع گره

ــا و همکــ ــام] ۱۷در مرجــع [ارانش آقــای اوت  ORACLE رویکــردی بن

ــت عمل ــدیریت حرک ــت م ــه دادهجه ــیط ارائ ــا در مح ــد. رویکــرد گره ان
تواننـد بـا گرهـا مـیا بر ایـن مبنـا اسـتوار اسـت کـه عملهپیشنهادی آن

 داد بعـدی راـمحـل رخـ ١تـرین شـباهتاسـتفاده از روش تخمـین بـیش

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  ... مطالعه تحلیلی دو رویکرد حرکت عملگرها                   ۹۵زمستان  ،۴، شماره۴۶برق دانشگاه تبریز، جلد  یمجله مهندس/ 51

Tabriz Journal of Electrical Eng., Vol. 46, No. 4, winter 2016 Serial No. 78 

رف انـرژی بـه دهی سریع و کاهش مصـبینی کرده و جهت سرویسپیش
  محلی که احتمال رخداد آتی در آن وجود دارد حرکت کنند.

عـی و برای ناحیه مرب k موضوع پوشش حسی درجه] ۱۸مرجع [در 
گر در آن بـا توزیـع پواسـون یـا یکنواخـت های حسای شکل که گرهدایره

ــتوزیــع شــده ــرزی ب ــا در نظــر گــرفتن شــرایط م ــد ب ــی  صــورتهان تحلیل
هـا های حسگر و تعداد آنشعاع حسی گرهاست.  بررسی قرار گرفتهمورد

ورت صــهاســت. تعـداد مقــالاتی کــه بــن تحلیــل پارامترهـای مســتقل ایــ
اند بسـیار محـدود گر پرداختهعملو  های حسگرتحلیلی به بررسی شبکه

  است. 

 بیان مسئله - ۲
و حرکـت گیـری نحـوه قـرارمدیریت برای در این مقاله دو رویکرد مختلف 

و اثبـات  سازی احتمالیمحیط تحت نظارت از طریق مدلدر  گرعملیک 
فـرض . قرار گرفته استبررسی ای موردرایانه سازیشبیه ریاضی در کنار

 مسـتطیلیکنیم که حوزه تحت نظارت و کنترل یک ناحیـه دوبعـدی می
 A≥B که [A, B] آن در محدوده Y و X است که مختصات ۱شکل طبق 

در ناحیـه  دوبعـدی کنیم که رخدادها با توزیع یکنواختفرض می است.
 زیاد است.دهند و فاصله زمانی بین رخدادتحت نظارت رخ می

ً
  ها نسبتا

  
  : محیط تحت نظارت و کنترل و دو رخداد نمونه در آن۱شکل 

ره که تعداد زیادی گتوان فرض کرد عنوان یک مثال کاربردی میبه 
 یکنواخت هواپیما  گر توسطحس

ً
در محـیط تحـت نظـارت با توزیع تقریبا

 گـر قـرار دارد. عوامـل محیطـیو در ایـن حـوزه یـک عمل اندشدهپخش 
 گر شـوند.هـای حسـرابی در گرهـروز خـث بـاعـت بـممکن اس ددیـمتع

ر اثـر برخـورد یـک گر تصـویری دحس مثال ممکن است یک گرهعنوانهب
 . وظیفـه گـره عملگـرشـودحیوان از وضعیت استقرار بر روی پایه خـارج 

گر و رســیدگی بــه آن اســت. بــا فــرض توزیــع حســ حضــور در کنــار گــره
اینکـه هـر  گر و با توجـه بـههای حسدوبعدی برای استقرار گرهیکنواخت 

تــوان فـرض کــرد کــه توزیــع گر اســت، مــیرخـداد مربــوط بــه یــک حسـ
ها توزیع یکنواخت دوبعدی اسـت. در بسـیاری یی محل رخدادهجغرافیا
سیم ارائه شده فـرض گر بیهای حست که در زمینه مدیریت گرهاز مقالا 

بعـدی در محـیط پخـش وزیع یکنواخـت دوـا تــهـا بـت کـه گـرهشده اس
  .]۱۸-۲۳[ اندشده

قرار  گر در ناحیه تحت کنترلض بر این است که یک روبات یا عملفر
طور خودکار به سمت محل حادثه حرکـت به دارد و در صورت بروز رخداد

 کنـد.مـی دهـی بـه رخـدادانجام عملیات برای سـرویسکرده و اقدام به 
گر در مرکز ناحیه تحت کنتـرل قـرار ویکرد اول این است که همواره عملر 

، در زمانی کوتاه خود را به د تا با طی کردن متوسط فاصله کمشداشته با
محل رخداد برساند و مأموریت خود را انجـام دهـد. ایـده ایـن رویکـرد از 

هـا شـود کـه میـانگین توزیـع جغرافیـایی محـل رخـداداینجا ناشـی مـی
نمایش  ۱شکل در  c منطبق بر مرکز ناحیه تحت کنترل است که با نقطه

 ،گر در مرکز ناحیـه قـرار داشـته باشـدداده شده است. بنابر این اگر عمل
تـری بـرای رسـیدن بـه محـل های دیگـر فاصـله کوتـاهنسبت به موقعیت

رخداد خواهد داشت. این رویکرد را از این پس رویکرد اسـتقرار در مرکـز 
، هـر بـار پـس از انجـام گـرکـه عملنامیم. در ایـن رویکـرد لازم اسـت می

  بر است.برگردد و این امر هزینه c مأموریت به نقطه
سـیم کـه منبـع بـی گرعملو  رگهای حسدر کاربردهایی مانند شبکه

رویکـرد اول  ،مطرح استها باتری است و محدودیت انرژی گرتغذیه عمل
شـود و مصـرف گـر مـیباعث جابجـایی زیـاد عملدر کل رسد به نظر می
گـر پـس از عمل یگر ایـن اسـت کـهیی خواهد داشت. رویکرد دانرژی بالا 

. چـه باقی بماند و منتظر رخداد بعدی باشـددر آن محل  مأموریتانجام 
قبلـی رخ دهـد. در ایـن صــورت  رخـدادبعـدی در نزدیکـی  رخـدادبسـا 
خواهـد رسـید و مصـرف انـرژی نیـز پـایین  رخدادگر سریع به محل عمل

تحـت ناحیـه  ی ازبعـدی درگوشـه دیگـر رخدادکه صورتیخواهد بود. در
 رخـدادرخ دهد، رویکرد دوم با طی کردن پاره خطی که محل دو نظارت 

بـه محـل  زیـادیکنـد بـا طـی کـردن فاصـله متوالی را به هم وصـل مـی
از این پس رویکرد دوم را با نام رویکـرد اسـتقرار  رسد.بعدی می مأموریت

شده از که دو رویکرد مطرح در این مقاله مدنظر است نامیم.در محل می
برای این های مختلف و با معیارهای کمی متفاوت مقایسه شوند. دیدگاه

سـازی شـده و مـدل طـور مجـزا شـبیههشـده بـمنظور، دو رویکرد مطرح
متغیرهـای تصـادفی  ٢هـا بـا اثبـات توابـع چگـالی احتمـالیاحتمالی آن

  است. مربوطه ارائه شده

 رگعمل رار گرههای استقروش - ۳
کـه در بخـش گر مختلف استقرار گره عمل ه دو روشدر این بخش از مقال

توزیـع و تـابع  طور تحلیلی موردبررسـی قـرار گرفتـههند بمعرفی شدقبل 
بـه همـراه اثبـات  هر روش استقرارگر برای احتمالی میزان جابجایی عمل

  .شودمیریاضی ارائه 

  رویکرد استقرار در مرکز - ۱- ۳
 ید استقرار در مرکز لازم است که تابع چگالی احتمـالبرای ارزیابی رویکر 

 .محاســبه شــودفاصـله رخــدادها نســبت بــه مرکــز ناحیـه تحــت نظــارت 
ای صـورت مرحلـههبـدر ایـن مقالـه الی احتمـالی گـمحاسبه این تـابع چ

 انجام شده است. فرض شده است که رخـدادها بـا توزیـع یکنواخـت دو

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  ... مطالعه تحلیلی دو رویکرد حرکت عملگرها                   ۹۵زمستان  ،۴، شماره۴۶برق دانشگاه تبریز، جلد  یمجله مهندس/ 52

Tabriz Journal of Electrical Eng., Vol. 46, No. 4, winter 2016 Serial No. 78 

توان فرض کرد د. بنابراین میدهنبعدی در محدوده تحت نظارت رخ می
از  ترتیـب بـه که طول و عرض جغرافیایی رخدادها مستقل از هم بـوده و

کنـد. فـرض کنیـد پیـروی مـی [B ,0] و [A ,0] توزیع یکنواخت در بـازه
(طول) یک رخداد نسبت بـه مبـدأ  X بیانگر مختصات X متغیر تصادفی

  مختصات باشد.
که به اختصار تـابع توزیـع نیـز  X غیر تصادفیمت ٣تابع توزیع تجمعی

  است. )۱(طبق رابطه  A با فرض بزرگ بودن شودنامیده می

)1(         ,  0,X
xF x P X x x A
A

    

  خواهد بود. )۲(طبق رابطه  X متغیر تصادفی یتابع چگالی احتمال

)2(     1 ,  0,Xf x x A
A

  

ــبهقــدم اول   ــولی  محاس ــله ط ــذور فاص ــالی مج ــالی احتم ــابع چگ ت
اثبـات  و ارائـه ۱ فرمول این تابع در لـم است. c رخدادها نسبت به نقطه

  شده است.
) 2 متغیـر تصـادفی یی احتمالتابع چگال :۱لم  )

2
AX  طبـق

  است. )۳(رابطه 

)3(   
21 ,  0, 

4
Af

A
 




 
   

  
 

و تابع توزیع احتمالی  X طبق تعریف متغیر تصادفی اثبات:
  خواهیم داشت:

)4(  

   
2

2

 
2

 
2 2

 
2 2

22 2   

X X

F P

AP X

AP X

A AP X

A AF F

A A

A A A

 



 

 

 

  

   

         
      
 
      
 
         
   

  
  

 

تابع چگالی احتمالی ، σگیری از تابع توزیع فوق نسبت به با مشتق
  .خواهد بود )۳(طبق رابطه  � متغیر تصادفی

ام ـرای انجـب ۲۰۱۰نسخه  Matlabزار ـافرمـاز نه ـالـن مقـدر ای
ه های انجام شدسازیدر تمام شبیهها استفاده شده است و سازییهشب

 ۲شکل . فرض شده است =۱۰۰۰Bو =۲۰۰۰Aمقادیر پارامترها
تکرار به همراه  ۴×۴۱۰سازی پس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه

ایش ـرا نم � ادفیـالی متغیر تصـچگالی احتمع ـابـل منحنی تـشک
نهایت میل وقتی تعداد تکرار یک فرایند تصادفی به سمت بی دهد.می
سازی آن به معادله توزیع احتمالی همگرا کند هیستوگرام نتایج شبیهمی
شود. هیستوگرام برخی متغیرهای تصادفی، در تعداد تکرار پایین می

دهند ولی برای برخی ع احتمالی نمایش میتطابق خوبی با معادله توزی

تر شود تا صحت معادله تحلیل دیگر بهتر است تعداد تکرار فرایند بیش
تابع چگالی  ۱لم طبق  تر نمایش داده شود.بدست آمده مشخص

احتمالی مجذور فاصله طولی رخدادها نسبت به مرکز ناحیه تحت 
ارت قابل محاسبه است. این تابع چگالی احتمالی همچنین برای نظ

نیز صادق است. در  c مجذور فاصله عرضی رخدادها نسبت به نقطه
مجذور فاصله طولی و  جمع قدم دوم لازم است که تابع چگالی احتمالی

 محاسبه شود. ۱با کمک نتایج لم  c عرضی رخدادها نسبت به نقطه

فاصله رخدادها نسبت به مجذور احتمالی توزیع این تابع بیانگر، چگالی 
  اثبات شده است. ۲است و رابطه آن در لم  c نقطه

 
سازی و منحنی تابع چگالی احتمالی هیستوگرام حاصل از شبیه :۲شکل 

  � متغیر تصادفی

ـــم  	 	 =1�Z+�2 متغیـــر تصـــادفی یتـــابع چگـــالی احتمـــال :۲ل

  است: )۵(طبق رابطه 

)5(  

 

2

2

2 2
1

2

2
1 1

2

                                                                        , 0,
4

22 4tan ( )                               , ,
4 4

22 4(tan ( ) tan ( )),
2

4

Zf z

Bz
A B

Bz B Az
A B A B B

BzA Az
A B BAz



 

 



 
  
 

  
   

 


 



2 2

,
4 4

A B













 
   



 

هـایی از های آمار احتمال کـاربردی، مثـالدر برخی از کتاب اثبات:
صادفی که ترکیـب دو یـا چنـد محاسبه تابع چگالی احتمالی یک متغیر ت

، تـابع ۱لـم طبـق . ]۲۴[متغیر تصادفی مستقل باشد بیـان شـده اسـت 
را داریـم.  �2 و �1 های تصادفی مسـتقل همنـوعچگالی احتمالی متغیر

در بـازه  Z کنـیم کـه محـدوده متغیـر تصـادفیابتدا حالتی را بررسی می
2

0,
4

B 
 
  

توسـط محاسـبه  Zتابع توزیع احتمالی متغیر تصـادفی  است. 

بـر روی   �2 و �1 انتگرال تابع چگالی احتمالی توأم متغیرهای تصـادفی
  :شودمحاسبه می بعدبه شرح   D ناحیه
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)6(  
 

 

1 2

2

,

1 2 1 2

     , 0,
4

{ , | }

Z
D

BF z f dA z

D z   

 
 

   
  

  

  

 
 دهــد.را نمــایش مــی D گیــریمشخصــات ناحیــه انتگــرال ۳شــکل 

  :انتگرال به شکل زیر قابل محاسبه است

)7(  

 

 
 

 

1

1

2 1
1 20 0

2 1

1 20 0

2 1
2 1

210

1
1

10

1 1
1 1

1 1 10

111 1

111 10

1 1

1

1 1 2
0         

2

2
0 2

2 tan
0

2

zz

Z

zz

z

z

z

z

F z d d
A B

d d
AB

z
d

AB

z
d

AB

z z dz
AB z

zz d z
AB AB zz

z
A





 
 

 
 

 
 








 
 

  

 
 







 



  
   




 
     

 
      



 

 








   1 1tan tan 0 z

B AB
     

 

  
 برای  Z گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیناحیه انتگرال :۳شکل 

 مقادیر
2

0
4

Bz   

 هدر محـدود Z متغیـر تصـادفی یتابع چگالی احتمال
2

0,
4

B 
 
  

بـا   

  .است )۸(به شکل رابطه  z محاسبه مشتق تابع توزیع فوق نسبت به

)8(   
2

          ,  0,   
4Z

Bf z z
AB
  

  
  

 

در محـدوده Z که متغیر تصـادفیمیهنگا
2 2

,
4 4

B A 
 
  

باشـد، تـابع  

توسط انتگرال تابع توزیـع تصـادفی این متغیر تصادفی  یاحتمال چگالی
بـه شـرح زیـر  2E و 1E هـایبـر روی ناحیـه �2 و �1 توأم متغیر تصادفی
  :قابل محاسبه است

 )9(  

 

 

1 2 1 2

1 2

, ,

2 2
1 2 1 2 1 2, { , | }, ,

4 4

Z

E E

F z f dA f dA

B AE E z z   

    

 
     

  

 
 

 دهــد.را نمــایش مــی 2E و 1E گیــریهــای انتگــرالناحیــه ۴شــکل 
  به شکل بعد قابل محاسبه است: 1E انتگرال روی ناحیه

)10(  

2 2

1 2

1
2

2

4 4

, 2 1
1 2

0 0

24
22 1

1
0 2

24
1 11

1
0 1

2

1

1 1 2 4
0

21 1
4

0         

2
4

B Bz

E

Bz

Bz

f dA d d
AB

B
d

AB

Bzd
A A

Bz
A

 
 

 




 






 







 
   
  

  


 

  





 

 

  
برای  Z گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیانتگرال: ناحیه ۴شکل 

 مقادیر
2 2

4 4
B Az    

های مهم برای محاسبه انتگرال نامعین توابـع خـاص برخی از فرمول
به شکل زیـر  2E انتگرال روی ناحیهقابل دسترس است.  ]۲۵[از مرجع 

   :قابل محاسبه است
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
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   





  

 

            

 







∬

1
2

1

2 2
1

         

4

1 2 2tan
4 4

z

Bz

B z z Bz z
A AB AB B





 

 
 

    
 

       
 
 

 

در محـدوده Z تابع توزیع متغیر تصـادفی
2 2

,
4 4

B A 
 
  

بـا جمـع دو  

خواهـد  بـه شـکل زیـر  2E و 1E هایانتگرال محاسبه شده بر روی ناحیه
  بود.

)12(  

 
1 2 1 2

1 2

, ,

2
2

12 24 tan
4

Z
E E

F z f dA f dA

Bz z z Bz
A AB AB B



   



  

  
   
 
 

∬ ∬
 

تابع چگالی احتمـالی  z به با محاسبه مشتق تابع توزیع فوق نسبت

در محدوده Z متغیر تصادفی
2 2

,
4 4

B A 
 
  

دسـت  به )۱۳(به شکل رابطه  

  آید.می

)13(   
2

12 2tan     
4Z

Bf z z
AB AB B
 

 
   
 
 

  

در محـدوده Z که متغیر تصـادفیهنگامی
2 2 2

,
4 4

A A B 
 
  

باشـد،  

توسـط انتگـرال تـابع توزیـع ایـن متغیـر تصـادفی  یتابع چگالی احتمـال
بـه  2F و 1F هـایبـر روی ناحیـه �2 و �1 تصادفی تـوأم متغیـر تصـادفی

  :قابل محاسبه است شرح زیر

)14(  

 
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2 2 2
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    
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  

 
 

 دهــد.را نمــایش مــی 2F و 1F گیــریهــای انتگــرالناحیــه ۵شــکل 
بوده و به شکل زیر قابل محاسـبه  1E ناحیه دمانن 1F انتگرال روی ناحیه

 است:

)15(  

2 2
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  به شکل زیر قابل محاسبه است. 2F انتگرال روی ناحیه
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  
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 برای Z گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفی: ناحیه انتگرال۵شکل 

 رمقادی
2 2 2

4 4
A A Bz 

    

 

در محدوده Z تابع توزیع متغیر تصادفی
2 2 2

,
4 4

A A B 
 
  

با جمع دو 

بـه شـکل زیـر خواهـد  2F و 1F هـایشده بر روی ناحیـهانتگرال محاسبه
  :بود

)17(  

  1 2 1 2

1 2

, ,
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2

224 4 4tan tan
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F F

F z f dA f dA

A B Bz z zz A
B A AB BAz

   

 

 
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      
           
            

 
 

 به تابع چگـالی احتمـالی z نسبتبا محاسبه مشتق تابع توزیع فوق 

در محدوده Z متغیر تصادفی
2 2 2

,
4 4

A A B 
 
  

 بـه )۱۸(به شکل رابطـه  

  آید.دست می

)18(   

2

1 1
2

22 4tan tan     

2
4

Z

BzAf z
A B BAz

 

    
    
         
            

  

 )۱۳(و  )۸(های هطبق رابط Z تصادفیتابع چگالی احتمالی متغیر 
 خواهد بود. )۵(به شکل رابطه  )۱۸(و 

تکرار  ۵۱۰سازی پس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۶شکل 
را نمایش  Zبه همراه شکل منحنی تابع چگالی احتمالی متغیر تصادفی 

  دهد.می
تابع چگالی احتمالی مجذور فاصله رخدادها نسبت به  ۲لم طبق 

 محاسبه است. در قدم سوم لازم است که مرکز ناحیه تحت نظارت قابل

 c ، تابع چگالی فاصله رخدادها نسبت به نقطه۲با استفاده از نتایج لم 
را محاسبه کنیم. با تعریف متغیر تصادفی جدید که جذر مجذور فاصله 

  صورت پذیرفته است. ۱متغیر تصادفی است این امر در قضیه 
  

 
سازی و منحنی تابع چگالی احتمالی ام حاصل از شبیههیستوگر  :۶شکل 

  Z متغیر تصادفی

ی فاصـله رخـدادها نسـبت بـه مرکـز تابع چگـالی احتمـال :۱قضیه 
  است. )۱۹( ناحیه تحت کنترل طبق رابطه 
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اثبات  ۲لم در   تابع توزیع چگالی احتمالی متغیر تصادفی اثبات:
Zمتغیر تصادفیلازم است تابع توزیع چگالی احتمالی شد.   را

  تعریف خواهیم داشت: طبق محاسبه کنیم.
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تابع چگالی احتمالی ، φ گیری از تابع توزیع فوق نسبت بهبا مشتق
  خواهد بود. )۱۹( طبق رابطه  � متغیر تصادفی
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تکرار  ۵۱۰سازی پس از گرام حاصل از اجرای شبیههیستو  ۷شکل 
را  � به همراه شکل منحنی تابع چگالی احتمالی متغیر تصادفی

فاصله  یبا در دست داشتن تابع چگالی احتمال دهد.نمایش می
توان میانگین (امید ریاضی) و انحراف معیار آن را ها از مرکز میرخداد

میانگین فاصله رخدادها از مرکز ها، سازیمحاسبه کرد. نتایج شبیه
نشان  ۴/۲۵۴و انحراف معیار آن  ۷/۵۹۳ت نظارت را مقدار ناحیه تح

دهد. میانگین و انحراف معیار فاصله رفت و برگشت طبق قوانین می
احتمال دو برابر میانگین و انحراف معیار فاصله رفت خواهد بود که رابطه 

فاصله رفت و  یاثبات شد. در ادامه تابع چگالی احتمال ۱آن در قضیه 
استخراج شده  ۱با استفاده از نتایج قضیه  ۲سط قضیه برگشت عامل تو

  است.

  
سازی و منحنی تابع چگالی احتمالی هیستوگرام حاصل از شبیه :۷شکل 

 � متغیر تصادفی

گـر از ی احتمـالی فاصـله رفـت و برگشـت عملتابع چگال :2 هیقض

  است. )21( محل رخدادها طبق رابطه  مرکز ناحیه تحت کنترل به
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




  

 ۱در قضیه تابع توزیع چگالی احتمالی متغیر تصادفی اثبات:
 بع توزیع چگالی احتمالی متغیر تصادفیلازم است تااکنون اثبات شد. 

2N   .طبق تعریف خواهیم داشت: را محاسبه کنیم  
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





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تابع چگالی احتمالی ، nگیری از تابع توزیع فوق نسبت به با مشتق
  خواهد بود. )۲۱( طبق رابطه  N متغیر تصادفی

تکـرار  ۵۱۰سـازی پـس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۸شکل 
را  Nبــه همــراه شــکل منحنــی تــابع چگــالی احتمــالی متغیــر تصــادفی 

له رفـت و با در دست بودن تابع چگـالی احتمـالی فاصـ دهد.نمایش می
را محاسبه کرد. توان امید ریاضی آنها میبرگشت عملگر به محل رخداد

ــار شــبیه ۵۱۰نتــایج  ــر تصــادفی را ب ســازی، میــانگین مقــادیر ایــن متغی
  دهد.نشان می ۵۲/۵۰۸و انحراف معیار استاندار آن را  ۸/۱۱۸۶

  
ی تابع چگالی احتمالی سازی و منحنهیستوگرام حاصل از شبیه :۸شکل 

 N متغیر تصادفی

 رویکرد استقرار در محل - ۲- ۳
 یبرای ارزیابی رویکرد استقرار در محل لازم است که تابع چگالی احتمال

 محاسـبهاول  قدم فاصله رخدادهای متوالی نسبت به هم محاسبه شود.
  تابع چگالی احتمالی فاصله طولی دو رخداد متوالی است.

ــم  ــابع چگــالی  2X و 1X اگــر :۳ل ــا ت دو متغیــر تصــادفی مســتقل ب
  تصـادفی ی متغیـرتابع چگالی احتمالباشند، آنگاه  )۲(احتمالی معادله 

2X-1M=X  خواهد بود. )۲۳(معادله طبق  

)23(   

   

 

2

2

     , ,0

1      , 0,
M

A m
m A

Af m
m m A

A A

 
  

  

  

 M متغیر تصادفیگیریم که مقادیر در نظر میابتدا حالتی را  اثبات:

با محاسبه این متغیر تصادفی  توزیعتابع  است. [A , 0-] در محدوده
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بر  2X و 1X م دو متغیر تصادفی مستقلأتوچگالی احتمالی انتگرال تابع 
  :قابل محاسبه است زیربه شرح  B هروی ناحی

 )24(  
   

 

1 2,

1 2 1 2

 ,    ,0

{ , | }

M X X

B

F m f dA m A

B x x x x m

  

  

∬  

  دهد.را نمایش می B گیریمشخصات ناحیه انتگرال ۹شکل 

  
برای  M متغیر تصادفی گیری برای محاسبه تابع توزیعناحیه انتگرال: ٩شکل 

  A≤ m ≤ 0- مقادیر

  :به شکل زیر قابل محاسبه استاین انتگرال 

 )25(  

 

 

   

1

2 12
0

2
2 12 2 1

0

1 12
0

22
11

12 21

1  

           1  

1   

1
0         2 2

 

A m A

M

x m
A m

A m

F m dx dx
A

x A
x dx

x x mA

A x m dx
A

x A m A mxA m x
xA A











 
     

  

   
    
  

 



  

در  M متغیـر تصـادفیمقـادیر کنیم کـه اکنون حالتی را بررسی می
محاسـبه  طتوسـایـن متغیـر تصـادفی  توزیع. تابع است [A ,0] محدوده
 و 1X تصـادفی هایتوأم متغیر چگالی احتمالی تابع  هایانتگرالمجموع 

2X 1 بر روی ناحیهC 2 وC به شرح زیر قابل محاسبه است: 

 )26(  
   

 

1 2 1 2

1 2

, ,

1 2 1 2 1 2

,     0,

, { , | }

M X X X X

C C

F m f dA f dA m A

C C x x x x m

  

  

∬ ∬  

ایـن  دهـد.را نمایش می 2C و 1C گیریانتگرال هایناحیه ۱۰شکل 
  انتگرال به شکل زیر قابل محاسبه است:

)27(  

 

 

 

1

2 1 2 12 2
0 0

1 1 12 2
0 0

2 2
11

12 21

1 1  

1 1  

1 1
   2 2 2

m A A A

M

m x m
m m

F m dx dx dx dx
A A

Adx A x m dx
A A

x Axm m mA m x
x mA AA A



 

   

 
       
  

  

   

   
برای  M گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیناحیه انتگرال :۱۰شکل 

 m ≤A ≥0  مقادیر
آمده برای متغیر دستاز دو تابع توزیع به m ی نسبت بهگیربا مشتق

 )۲۳(مجزا، تابع چگالی احتمـالی آن طبـق رابطـه  در دو بازه M تصادفی
  آید.دست میبه 

 ۴×۴۱۰زی پس از ساهیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۱۱شکل در 
 Mتکرار به همراه شکل منحنی تابع چگالی احتمالی متغیر تصادفی 

تابع چگالی احتمالی فاصله طولی  ۳لم طبق  ترسیم شده است.
رخدادهای متوالی نسبت به هم قابل محاسبه است. این تابع چگالی 

رضی رخدادهای متوالی نسبت به هم احتمالی برای محاسبه فاصله ع
تابع  ۳نیز صادق است. در قدم دوم لازم است که با استفاده از نتایج لم 

 ۴چگالی احتمالی مجذور این فاصله محاسبه شود. این رابطه در لم 
  محاسبه شده است.

  
مالی سازی و منحنی تابع چگالی احتهیستوگرام حاصل از شبیه :۱۱شکل 

 M متغیر تصادفی
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طبـق رابطـه  2T=M متغیـر تصـادفی یتـابع چگـالی احتمـال :۴لم 
  است. )۲۸(

)28(    21 1 1 ,   0, Tf t t A
A At
          

  

. بیان شـد M تابع چگالی احتمالی متغیر تصادفی ،۳لم  در اثبات:
 :داریمو تابع توزیع احتمالی  Tطبق تعریف متغیر تصادفی

)29(  

     
 
   
   

2

2 2

2 2

2
2

 

1
2 2 2
2       , 0,

T

M M

F t P T t P M t

P t M t

F t F t

t A tt
AA A

t t t A
A A

   

   

  


    

      

 

تابع چگـالی احتمـالی ، tگیری از تابع توزیع فوق نسبت به با مشتق
  .آیددست می به )۲۸(طبق رابطه  T یمتغیر تصادف

تکرار  ۵۱۰سازی پس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۱۲شکل 
را نمایش  Tبه همراه شکل منحنی تابع چگالی احتمالی متغیر تصادفی 

  .دهدمی

 
سازی و منحنی تابع چگالی احتمالی هیستوگرام حاصل از شبیه :۱۲شکل 

 T متغیر تصادفی
تابع چگـالی احتمـالی مجـذور فاصـله طـولی یـا عرضـی  ۴لم طبق 

رخدادهای متوالی قابل محاسبه است. مجذور فاصله طـولی و عرضـی، 
کننـد. در قـدم سـوم بع چگالی احتمالی یکسانی پیـروی مـیهر دو از تا

لازم است تابع چگـالی احتمـالی جمـع مجـذور فاصـله طـولی و عرضـی 
 یگر چگـالی احتمـالنمتـوالی محاسـبه شـود. ایـن تـابع بیـارخدادهای 

در لـم  ۴ذور فاصله بین رخدادها خواهد بود و با استفاده از نتایج لـم مج
  اثبات شده است. ۵

	T1R=T+2 متغیـــر تصـــادفی یتـــابع چگـــالی احتمـــال :۵لـــم 

  است: )۳۰(طبق رابطه 

)30(  

 

2

2

2
1 2 2

1 2 2                         , 0,

1 2 2                                          

2      tan                     , ,  
2

1 2

Rf r

r r r r B
AB AB B A

r B r B
AB B B A

r B r B A
AB B

r A
AB



 

 
        

 
 

    
 

 
      

 





2 2

2
1 1 2 2 2

2

2

2 tan tan  , ,

r B r A B
A B AB B A

A r B r A A B
AB Br A

 

 
      

 
 






        

















  

. را داریم T چگالی احتمالی متغیر تصادفیتابع  ،۴لم طبق  اثبات:
  B ,0]2[بـازه R کنیم که محدوه متغیر تصادفیابتدا حالتی را بررسی می

انتگـرال تــابع توزیــع  بـا محاســبه R متغیــر تصــادفی توزیـعتــابع  .اسـت
بـه  D بـر روی ناحیـه 2T و 1T تصادفی توأم دو متغیـر تصـادفی مسـتقل

 :قابل محاسبه استشرح زیر 

 )31(  
 

 

1 2
2

,

1 2 1 2

     , 0,

{ , | }

R T T

D

F r f dA r B

D t t t t r

    

  

   

 دهـد.را نمـایش مـی D گیـریمشخصات ناحیه انتگـرال ۱۳شکل 
  :انتگرال به شکل زیر قابل محاسبه است

)32(  

 
1

1

2 1
2 1

0 0

2 1
1 2 2 1

0 0

2 12 2 2 2
1

21 1
0

1 1 1 1

1 1 1
0

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 21  
0       

2 21

r tr

R

r tr

r

r

F r dt dt
AB B At t

dt dt
AB ABt t A t B t

t r tt t t t dt
tAB A ABt B t

r t r t t tr r
AB A AB ABt B t B t





  
      

  

 
     

 

  
      

  
     



 

 





   

 

1

3 321 11 11 1
1 1

1

1

1 10

2 3 3 11 1
11

2 3 3

4 2 21 2
03 2 3

 

1 4 4 ) (2 tan
02 3 3

1 4 4
2 3 3

r

dt

r t t rr t trt tr t t
tAB A AB AB B B

dtr
AB t r t

t rtr r r r
tAB AB B A AB r t

r r r r
AB AB B A








           
 




     
 
 
 
    
 
 



 

بــا  B ,0]2[در محـدوده  Rمتغیـر تصـادفی  یمـالتـابع چگـالی احت
خواهـد  )۳۳(رابطـه به شکل  r محاسبه مشتق تابع توزیع فوق نسبت به

  بود.

)33(    21 2 2               , 0,R
r r rf r r A

AB AB B A


              
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برای  R یری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیگناحیه انتگرال :۱۳شکل 

 2B ≤r  ≤ 0 مقادیر
 تابع توزیعباشد  ]A2B ,2[ در محدوده R که متغیر تصادفیهنگامی

 2T و 1T توأم دو متغیـر تصـادفی چگالی احتمالیتوسط انتگرال تابع  آن

 :استمحاسبه قابل به شرح زیر  2E و 1E هایبر روی ناحیه

 

)34(  

 

 

1 2 1 2

1 2

2 2
, ,

1 2 1 2 1 2

     ,

, { , | }

R T T T T

E E

F r f dA f dA r B A

E E t t t t r

     

  

 
 

 دهـد.را نمـایش مـی 2E و 1E گیـریهـای انتگـرالناحیـه ۱۴ شکل
 به شکل زیر قابل محاسبه است: 1E انتگرال روی ناحیه

)35(  

 

2 2

1 2

1
2

2

, 2 1
2 1

0 0

22 2 2 2 2 1
1 1 20

1
1

0
2

1 11
1

2
2

1 1 1 1 1

2 21  
0  

1  

1 2
0         

1 2

r B B

T T

E

r B

r B

f dA dt dt
AB B At t

t t t t t B dt
AB A ABt B t t

B B dt
AB At

Bt t r BB t
AB A t

B r B
B r B

AB A







   
        

   

     
  

 
   

 

    
  

 
  



  






 
 
 



 

  
 R گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیناحیه انتگرال :۱۴ شکل

  2A ≤r  ≤ 2B برای مقادیر

  :به شکل زیر قابل محاسبه است 2E انتگرال روی ناحیه

 )36

 
 

1

1 2
2

2

2

2

, 2 1
2 10

2 12 2 2 2
1

21 1

1 1 11
1

1 1

3
1

1 1

1 1 1 1 1

2 21  
0        

2 21
 

41 2
3

r tr

T T
E r B

r

r B
r

r B

f dA dt dt
AB B At t

t r tt t t t dt
tAB A ABt B t

r t r t tr t r dt
AB A AB AB Bt B t

r t rr t t
AB A









  
      

  

  
     

  
      

 


 









  





 2

32 11 11 1

1

1

1 1

3 2 3 2

11 1
2

1 1

3 2 3 2

          2 2
2 3

 

1 4 4 5 4
3 3 6 3

        2 tan

1 4 4 5 4
3 3 6 3

r

r B

t rr t tt t
AB AB B B t r B

r dt
AB r t t

r B r B B r r B
AB B A B

t rr t
AB r t t r B

r B r B B r r B
AB B A B





       
 

 


       
 
 

 
      

       

 



2
12 tan

2
r r B

AB B
 




  
 
 

 
جمــع دو  بــا ]A2B ,2[ محــدوده در R تــابع توزیــع متغیــر تصــادفی

 :استبه شکل زیر  2E و 1E هایانتگرال محاسبه شده بر روی ناحیه

)37(  

 
1 2 1 2

1 2

, ,

2 2 3 3

2
1

1 2 4 4
3 3 3 6

2 tan
2

R T T T T

E E

F r f dA f dA

B r B r r B r rB B
AB B B A A

r r B
AB B

 

 

       
 
 

   
 
 

 

 

تابع چگـالی احتمـالی  r به با محاسبه مشتق تابع توزیع فوق نسبت
  خواهد بود. )۳۸(به شکل رابطه  ]A2B ,2[ در محدوده R متغیر تصادفی

)38(  

 
2

2
1 2 2

1 2 2

2 tan , ,
2

R
r B r Bf r

AB B B A

r B r B A
AB B

 

    
 
 

          
 

 

ــابع  ]A2B ,2[در محــدوده r کــه متغیــر تصــادفیهنگــامی باشــد، ت
تصـادفی توسط انتگرال تابع توزیـع این متغیر تصادفی  یچگالی احتمال

به شرح زیر  2F و 1F هایبر روی ناحیه 2T و 1T تصادفی هایتوأم متغیر 
 :قابل محاسبه است

 )39(  

 

 

1 2 1 2

1 2

, ,

2 2 2
1 2 1 2 1 2, { , | }, ,

Z T T T T

F F

F z f dA f dA

F F t t t t r r A A B

 

       

 
 

 دهد.را نمایش می 2F و 1F گیریهای انتگرالناحیه ۱۵شکل 
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 R گیری برای محاسبه تابع توزیع متغیر تصادفیناحیه انتگرال :۱۵شکل 

 B 2A ≤r  ≤ 2A+2 برای مقادیر

بـوده و بـه شـکل زیـر قابـل  1E ناحیـه دماننـ 1F انتگرال روی ناحیه
 :محاسبه است

 

)40(   

2 2

1 2

1

, 2 1
2 1

0 0

2
2

1 1 1 1 1

1 2

r B B

T T

F

f dA dt dt
AB B At t

B r B
B r B

AB A


  

      
  

     
 
 

  
 

  :به شکل زیر قابل محاسبه است 2F انتگرال روی ناحیه
 
 

)41(   
 

2
1

1 2
2

2

2

2

2

2

, 2 1
0 2 1

2 12 2 2 2
1

21 1

1 1 11
1

1 1

3
1

1 1

1 1 1 1 1 

2 21  
0        

2 21  

41 2

r tA

T T
F r B

A

r B

A

r B

f dA dt dt
AB B At t

t r tt t t t dt
tAB A ABt B t

r t r t ttr r dt
AB A AB AB Bt B t

r t
r t t

AB









  
      

  

  
      

  
       

 


  

  





 

 
 

2

2

3 22
1 1 11 1 1

2
1 1 1

3 3 2 22
1 1 1 11 11 1 1

1 1 2 2
11 1

2

2 2
 

3 2 3

4 2 21 22 tan
3

     

          
2 3

1 2 4
3

A

r B

r t t t Art t dtr
A AB AB B B ABt r B r t t

r t r t t t A t Art t trr t t
AB A AB AB B B AB r tt r B t r B

A r A B
AB





      
   
 

                       


 



2 2 2 3 3 2

2
1 1

2

4 4 5
3 3 3 6 6 2

2 tan tan

r B r r A r r B A B r rA
A B B A AB B

r A r B
AB Br A

 

   
       

 

 
    

  

2در محدوده Z تابع توزیع متغیر تصادفی  2 2,A A B   
  :به شکل زیر خواهد بود 2F و  1Fهای انتگرال محاسبه شده بر روی ناحیه با جمع دو 

 )42(  

 
1 2 1 2

1 2

, ,

2 2 2 2 3 3 2

2
1 1

2

1 2 2 4 4
3 3 3 3 6 6 2

2 tan tan

Z
F F

F z f dA f dA

A r A B r B r r A r r B A B r rA Br
AB A B B A AB B A

r A r B
AB Br A

   

 

 

    
          

 
 

    

 
 

تابع چگالی احتمـالی  r به با محاسبه مشتق تابع توزیع فوق نسبت
2 در محــدوده R متغیـر تصــادفی 2 2,A A B  

 )۴۳(بــه شــکل رابطــه  
  )43(   خواهد بود.

 
2 2

2
1 1 2 2 2

2

1 2 2

2 tan tan , ,

R
r A r B r A Bf r

AB A B AB B A

A r B r A A B
AB Br A

 

       
 
 

           
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و  )۳۳(هـای طبـق رابطـه R تصـادفیتابع چگالی احتمـالی متغیـر 
  است. )۳۰(به شکل رابطه  )۴۳(و  )۳۸(

تکرار  ۵۱۰سازی پس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۱۶شکل 
را  R بــه همــراه شــکل منحنــی تــابع چگــالی احتمــالی متغیــر تصــادفی

  دهد.نمایش می

  
و منحنی تابع چگالی احتمالی سازی هیستوگرام حاصل از شبیه :۱۶شکل 

 R متغیر تصادفی

مجذور فاصله رخدادهای متوالی  یتابع چگالی احتمال ۵لم طبق 
 احتمالی قابل محاسبه است. در قدم چهارم لازم است تابع چگالی

و با  ۵لم استفاده از نتایج فاصله رخدادهای متوالی را محاسبه کنیم. با 
اصله است این امر امکان تعریف متغیر تصادفی جدید که جذر مجدور ف

  ارائه شده است. ۳پذیر است و اثبات آن در قضیه 
تابع چگالی احتمالی فاصله رخدادهای متوالی نسبت بـه  :۳قضیه 

  است. )۴۴(هم طبق رابطه 

)44(  

 

 

 

2

2 2

2 2
1

2 4 4 2                                    , 0,

22 2                             , ,

4 tan                                       
2

2

Gf g

g g g g g A
AB AB A B

g Bg g B g B A
AB B B A

g Bg
AB B

g
AB



 



 
    

 

 
    
 
 

 
 
 
 

2 2 2 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2

2 2
                

4 tan tan , ,

g A g B g A B
A B AB B A

g Bg A g A A B
AB Bg A

 












           

 
       

    

  

اثبات  ۵لم در  Rتابع توزیع چگالی احتمالی متغیر تصادفی  اثبات:
Gمتغیر تصادفیاحتمالی توزیع شد. لازم است تابع چگالی  R را 

  طبق تعریف خواهیم داشت: محاسبه کنیم.

)45(  

         2 2

4 3 3
2 2 2

2 2 2 2 2 3 2 3

2 22
1

 

1 4 4                            , 0,
2 3 3

2 41 4        
3 3 3 6

2 tan                         
2

G RF g P G g P R g P R g F g

g g g g g B
AB AB A B

B g B g g B g Bg B
AB B B A A

g Ag
AB A



 

       

 
       

 

  
     
 
 

 
 
 
 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 4 2 2

2 22
1 1 2 2 2 2

2 2

   , ,

2 2 41 ( +               
3 3 3

4
)                 

3 6 6 2

2 tan tan , ,

g B A

A g A B g B g g A
AB A

g g B A B g Ag Bg
B B A AB B A

g Bg A g A A B
AB Bg A

 









   

     

       

                      

تابع چگالی احتمالی ، g گیری از تابع توزیع فوق نسبت بهبا مشتق
  خواهد بود. )۴۴(طبق رابطه  G متغیر تصادفی

تکرار  ۶۱۰سازی پس از هیستوگرام حاصل از اجرای شبیه ۱۷شکل 
را  G همــراه شــکل منحنــی تــابع چگــالی احتمــالی متغیــر تصــادفیبــه 

ــی ــله  دهــد.نمــایش م ــالی احتمــالی فاص ــابع چگ ــودن ت ــا در دســت ب ب
را محاسبه کرد. توان امید ریاضی آنرخدادهای متوالی نسبت به هم می

ــایج  ــبیه ۶۱۰نت ــار ش ــادفی را ب ــر تص ــن متغی ــادیر ای ــانگین مق ــازی می س
  دهد.نشان می ۷۳/۴۳۰ندار آن را و انحراف معیار استا ۶۲/۸۰۴

  
سازی و منحنی تابع چگالی احتمالی هیستوگرام حاصل از شبیه :۱۷شکل 

 G متغیر تصادفی

  ارزیابی رویکردها -۴
از  ۳شـده در بخـش در این بخـش از مقالـه رویکردهـای مختلـف مطـرح

  شود.های مختلف ارزیابی میدیدگاه

  گریلت تک عملدر حا هاویکردمقایسه ر  - ۱- ۴
دهـد کـه رویکـرد نشـان مـی هـاسـازیشده و شـبیهتوابع توزیع محاسبه

ار در متر نسبت بـه رویکـرد اسـتقر  ۸/۱۱۸۶ استقرار در مرکز با میانگین 
گـر دارد متـر جابجـایی عمل ۶۲/۸۰۴طـور متوسـط نیـاز بـه همحل که بـ

 مرکـز بـا طـی کـردن . اما رویکرد استقرار درداردتری انرژی بیش مصرف
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 متر نسبت به رویکرد استقرار در محل با میانگین ۷/۵۹۳فاصله  میانگین
  تواند خود را به محل حادثه برساند.تر میمتر سریع ۶۲/۸۰۴ فاصله

روش استقرار در محل نسبت به روش استقرار در مرکـز بـه عملگر در 
رد کـه بـه توان ادعا ککند و میمسافت کمتری را طی می %۲/۳۲میزان 

کـه فاصـله با فرض اینشود. جویی میاین میزان در مصرف انرژی صرفه
امکـان زمانی بین رخدادها نسبت بـه زمـان انجـام عملیـات زیـاد اسـت 

 %2/26 میزان رویکرد استقرار در مرکز بهرسیدن عامل به محل حادثه در 

  .است از رویکرد استقرار در محل ترسریع
عامل تعیین کننده مهمـی اسـت.  دهابرخی کاربر در  ،سرعت عمل

-دهی سریعسرویسحضور پیدا کند،  رخدادتر درمحل گر سریعر عملاگ
گر بـر اسـاس ترکیـب شد. رویکرد سوم برای استقرار عملخواهد تر انجام 

را  و آن قابـل تعریـف اسـتدو رویکرد استقرار در مرکز و استقرار در محل 
واقعی کـه فاصـله مـایـن رویکـرد، در نـامیم. رویکرد استقرار ترکیبی مـی

بـه مرکـز ناحیـه  مأموریتگر پس از انجام است، عمل زیادزمانی رخدادها 
 رخـدادها کم است و کند و در مواقعی که فاصله زمانی رخدادرجوع می

 بـه محـل  گـر، عملاست رسیدگی نشدهوجود دارد که  دیگری
ً
مسـتقیما

  رخداد بعدی حرکت خواهد کرد.

  انتخاب شده رویکرد استقرار طبقسیستم  ترهایپارام تنظیم - ۲- ۴
صورت یک مسئله تئوری صـف توان بهها را میمسئله رسیدگی به رخداد

ها مستقل از کنیم که رخدادفرض میبررسی کرد.  M|G|1|FCFS از نوع
دهنـد. فاصـله زمـانی رخداد در واحد زمانی رخ مـی  هم بوده و با نرخ

کنـیم فـرض مـیدهـیم و نمـایش مـی E[A] بین دو رخداد متـوالی را بـا
1 خاصیت مارکوفی داشته و از توزیع نمایی با میانگین


. کندپیروی می 

کنیم که فاصله زمانی بین رخدادها نسبت به زمان رسیدگی به فرض می
نمـایش  v گـر را ثابـت فـرض کـرده و بـااگر سرعت عملها زیاد باشد. آن

dtطبــق رابطــه )t( گــر بــه محــل رخــدادرســیدن عمل دهــیم، زمــان
v

 
صـورت  در. گر تا رخـداد اسـتگر فاصله عملبیان d که شودمحاسبه می

دگی بـه کنـیم کـه زمـان رسـیفـرض مـیحضور عملگر در محـل رخـداد 
1  مستقل از هم بوده و از توزیـع نمـایی بـا میـانگینها رخداد

e
پیـروی  

دهـیم و از نمـایش مـی E[S] کند. متوسط زمان انجام عملیـات را بـامی
1 توزیع ترکیبی با میانگین


کند. زمان انجام عملیـات طبـق پیروی می

رخداد و زمـان رسـیدگی حرکت به سمت محل جمع زمان  از )۴۶(رابطه 
  . شودمحاسبه می به رخداد

)46(  
1 1

e

d
v

    

 طبق رابطه )( وریبهره ٤ن لیتلوطبق قان





  محاسبه شـده

سط زمان ها و متوتر از یک باشد. با فرض اینکه نرخ بروز رخدادو باید کم
گر در محل معین و ثبـات باشـد ها با فرض حضور عملدگی به رخدادرسی

توسط  d قابل تنظیم خواهند بود. متوسط پارامتر v و d فقط دو پارامتر

گر تا محل رخداد با توجه بـه (امید ریاضی) فاصله عملمحاسبه میانگین 
 شود. بـا فـرض مشـخص و ثابـت بـودن ناحیـهرویکرد استقرار تعیین می

گر را طبق قل سرعت موردنیاز برای حرکت عملتوان حداتحت نظارت می
  محاسبه کرد. )۴۷(رابطه 

)47(  e
e

v d 
 




  

را محاسبه کرد و از این  d توان متوسطمی )۴۷(با استفاده از رابطه 
گر را تعیـین کـرد. اسب ناحیه تحت نظارت برای یک عملطریق، ابعاد من

طبـق رابطـه  (E[R]) متوسط زمان انتظار برای رسیدگی بـه یـک رخـداد
متوســط زمــان انتظــار بــرای شــروع  E[W] شــود کــهمحاســبه مــی )۴۸(

  است. متوسط زمان سرویس E[S] ویس وسر 
)48(       E R E W E S    

ــتم ــود در سیس ــای موج ــط کاره ــه  (E[N]) متوس ــق رابط  )۴۹(طب
 SN[E[ متوسـط کارهـای موجـود در صـف و E]qN[ شود کهمحاسبه می

گـر علـت وجـود یـک عملل پردازش (که بـهای در حامتوسط تعداد کاره
  حداکثر برابر یک است) است.

)49(         q SE N E N E N E W E S         

  را داریم: )۵۰( هایهمچنین رابطه
 )50(           ,  E W E N E S E N E R    

حاسبه ـمـ )۵۱( ق رابطـهـستم طبــمتوسط کارهـای موجـود در سیـ
  شود.می

 )51(  
 

e
e

E N v
v d

 
  


 
 



 

 )۵۲(متوسط زمان گردش کار (انتظار بـرای سـرویس) طبـق رابطـه 
  شود.محاسبه می

)52(  

           
1

e
e

E R E W E S E N E S E S

v
v d






    




  

هـای موجـود در برخی کاربردها لازم است که متوسط تعداد رخـداد
باشـد. بـا ایجـاد  L تر یا مساوی آستانه خاصـی ماننـددر صف انتظار کم

 )SN[E[( ای منتظـر در صـفـهـدادـمحدودیت روی متوسـط تعـداد رخـ

نه ابعاد ناحیه گر یا بیشیی حرکت عملبرا موردنیازتوان کمینه سرعت می
  :زیر تعیین کرد طبق رابطهگر را تحت نظارت یک عمل

)53(  
   

 
  1    S

S e

E N E S d L
E N L v



 

     
  

  ترتعمیم به فضای کنترلی بزرگ - ۳- ۴
تحـت کـه ناحیـه در کاربردهـایی اسـت  تعمـیمقابـل  آمدهدستبهنتایج 

تـوان ناحیـه تحـت . میباشد گرها نیز زیادکنترل بزرگ بوده و تعداد عمل
گـر وظیفـه بندی کرد و هر عملهمنطقشده یکارکنترل را به شکل کاشی
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فـرض کنیـد مشخصـات هـر  عهده داشـته باشـد.ه را بهمنطقکنترل یک 
و متـر  ۲۰۰۰ طـولبا  مستطیلیهای قبل یک ناحیه مانند بخش منطقه
گـر اختصـاص داده ه یـک عملمنطقـباشد و بـرای هـر متر  ۱۰۰۰عرض 

شـود. اگــر از رویکـرد اســتقرار در مرکـز یــا اسـتقرار در محــل بـرای تمــام 
 ماننـد نتـایج حالـت تـک  ها استفاده شـود، نتـایج تحقیـقهمنطق

ً
کـاملا

  های قبل خواهد بود.گری بررسی شده در بخشعمل
در ابتدا  .دهیمرا کمی تغییر فرض کنید که رویکرد استقرار در محل 

در نظـر  ل آنـداخـادفی ـگـر در یـک نقطـه تصـک عملـه یمنطقبرای هر 
ترین حت نظارت رخ دهد، نزدیکگیریم. اگر رخدادی در کل ناحیه تمی
ود. در ایـن شـمـیگسـیل  مأموریـتگر به محل رخـداد بـرای انجـام عمل

 ا تغییر دهنـده خود ر منطقگرها در طول زمان حالت ممکن است که عمل
سـازی . نتایج شبیهه وجود داردمنطقگر در یک عمل چندو امکان حضور 

نمایش داده  ۱۸شکل  در گرعمل ۴کاشی با  ۴ه متشکل از ناحیبرای یک 
سـازی را بـا رویکـرد این شـکل هیسـتوگرام حاصـل از شـبیه .شده است

حـالتی متعلـق بـه  شـدهترسیمابع چگالی توزیـع دهد. تجدید نشان می
این شکل برای  است. )کاشیمنطقه (گر محدود به یک است که هر عمل

رویکرد استقرار در محل ترسیم شده  ویرایش جدید و قبلی مقایسه نتایج
   است.

  
سازی رویکرد جدید و منحنی تابع هیستوگرام حاصل از شبیه :۱۸شکل 

 G گالی احتمالی متغیر تصادفیچ

دهد که با حذف نمایش می ۱۸شکل سازی در نتایج شبیه
وسط فاصله ـگرها مته خاص برای عملمنطقمحدودیت تعلق به یک 

شده کاهش پیدا خواهد کرد ولی میزان این کاهش کم است. نتایج طی
شده دهد که میانگین فاصله طیاجرا نشان می ۶۱۰سازی به ازای شبیه
است. این در حالی  ۹۶/۳۶۱و انحراف معیار آن برابر با  ۳۵/۷۱۱برابر 

ه خاص متوسط منطقگر به یک ست که در حالت محدود بودن هر عملا
نتایج   است. ۷۳/۴۳۰متر و انحراف معیار آن  ۶۲/۸۰۴شده فاصله طی

در  وظیفهانجامگر به دیت عملدهد که عدم محدونشان می سازیشبیه
ه خود به میزان منطقبه  محدود بودنالت ـه خودش نسبت به حمنطق

  دهد.شده را کاهش میفاصله طی ۶/۱۱%

  برای کارهای آتی هاپیشنهادو  گیرینتیجه - ۵
در این مقاله دو رویکرد مختلف استقرار در مرکـز و اسـتقرار در محـیط بـا 

دهــی بــه گــر در ســرویسحرکــت عمل دیریت نحــوه قرارگیــری وهــدف مــ
رخدادهای محیط ارائه شد. فرض شد که رخـدادها بـا توزیـع یکنواخـت 

فاصله زمانی بین رخدادها به حـد  و دهندمستقل از هم رخ می دوبعدی
و از توزیـع نمـایی پیـروی  وفی داشـتهـارکــاصیت مـوده، خـباد ـکافی زی

تعریف شـده و  جزءءبهجزصورت هب موردنیازمتغیرهای تصادفی کند. می
استخراج و به روش ریاضی اثبات شـد. نتـایج  هاآنتوابع توزیع احتمالی 

را های ریاضـی با نتایج اثباتامل کهمخوانی  شدهانجامهای سازیشبیه
  نشان داد.

س از استخراج توابع توزیع احتمالی متغیرهای تصادفی مربوط بـه پ
صـورت هب موضوعمختلف،  ها در رویکردهایحرکت عامل مسافتمیزان 

تعیـین متوسـط یک مسئله تئوری صف بیان شد. سپس روابط لازم برای 
متوسط گردش کار اسـتخراج شـد. همچنـین روابـط و  طول صف انتظار

ینه گـر در محـیط و بیشـبرای تعیین کمینـه مقـدار سـرعت عمل موردنیاز
گر برای تضمین کمینه مقدار متوسـط ابعاد محیط تحت نظارت یک عمل

ــرویس ــف س ــول ص ــا ط ــد. در انته ــتخراج ش ــدادها اس ــرای رخ ــی ب ده
گـر تـر بـا تعـداد عملریت فضاهای بزرگرویکردهای پیشنهادی برای مدی

گرهــا را ر رویکــرد اسـتقرار در محـل اگـر عملبسـط داده شـد. دتـر بـیش
گر بـه رخـداد ترین عملیم و اجازه بدهیم نزدیکمحدود به یک حوزه نکن

گرهـا مشـاهده وسط جابجـایی عملـدر متـکـاهش جزئـی  رسیدگی کند
  شود.می

ت ـدیریــتـر میدهـدر تحقیقات آتی، بـرای بررسـی رویکردهـای پیچـ
گری ماننـد رویکـرد های چند عملحرکت عملگرها در محیطگیری و قرار

شـده معرفـی شـد معـادلات اسـتخراج ۱-۴استقرار ترکیبی که در بخش 
کـه فاصـله  حـالتی ه را درتوان مسـئلهمچنین میهستند.  استفادهقابل

ررسی کـرد. همچنـین ـازی و بــسنیز مدل استزمانی بین رخدادها کم 
گر به محل رخداد رسیدن عمل تأخیرتوان میزان عنوان کارهای آتی میبه

 داد. تأثیردهی به رخدادها برای سرویس موردنیازرا در میزان زمان 
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