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دارای دو  . در این روش، هرر سرلول  شود یارائه م فنر-صلببندی سینماتک مدل جسم  ، یک روش جدید برای فرمولمقالهاین در  -چکیده

هرای   ها از مقادیر تانسور کرنش المان سلول میانمحاسبه بردارهای کرنش در نقاط تماس  برای .استسلول  واقع در هستهدرجه آزادی انتقالی 

و همچنین نترایج   فنر-صلب سمج-تیر. نتایج حاصل از این روش با مدل شده استمثلثی مطابق با سینماتیک روش اجزای محدود بهره گرفته 

 .مورد بحث قرار گرفته استفنر -جسم صلب-به روش تیر تنسبهای این روش  . در پایان، مزایا و محدودیتشود یمقایسه متحلیلی 
 

 ازاجزاي مجروش  ، رفتار ارتجاعي، روش اجزاي محدود،فنر-صلبمدل جسم : کلیدیواژگان

 
مقدمه-1
هرای مبتنری برر     ای از مردل  فنرر، گونره  -های جسرم صرلب   مدل

رفترار مرواد    یسراز  که بیشتر با هدف شبیه استهای مجزا  المان

ای از  ها، محیط به مجموعه اند. در این مدل شبه ترد توسعه یافته

کره بره کمرک فنرهرایی بره       شود میهای صلب مجزا افراز  المان

 اند. یکدیگر متصل شده

 کراوایی و کونردو   ی بره وسریله   فنر-صلبایده اولیه مدل جسم 

هدف معرفی یک ابزار محاسرباتی سراده بررای توصری       با [1]

. در ایرن مردل،   شرد ها در حالت حدی ارائه فیزیکی رفتار سازه

هایی( صلب که به وسیله عناصر سازه به صورت اجزایی )سلول

سرازی  انرد شربیه   ای از فنرها به یکردیگر متصرل شرده    مجموعه

از اعضرا کره    هاییبخشموارد این فنرها در  بیشترد. در نشو می

بینری   هرا پریش  و یرا گسریختگی در آن محرل    شدن امکان تسلیم

 .شود شود، توزیع می می

این مدل به منظور تحلیل مسائل محریط پیوسرته و بره صرورت     

کراوایی و تروی    ی بره وسریله  ای  در حالت کرنش صفحه خاص

هرای   ای از المان ها محیط را به مجموعه. آنشدبندی  [ فرمول2]

مثلثی صلب که به کمک دو فنر خطی و یک فنرر ررخشری بره    

یکدیگر متصل شده بودند، افراز کردند. این فنرها در مرکز ضلع 

رهای خطی در های مجاور یکدیگر قرار داشتند. فن مشترک المان

دو جهت عمود و مماس بر ضلع مشترک، به ترتیب برای انتقال 

هرا از  و سرختی آن  شردند نیروی محوری و برشی تماس تعبیره  

حجمی برر رفترار    آثارکردن از  پوشی رشمروابط ارتجاعی و با 

 فنر محوری به دست آمد.

سرازی مرواد کریسرتالی     [ این مدل را بررای شربیه  9توی و ره ]

هرا   بره منظرور انطبران هندسره المران      .ستفاده نمودندای ا صفحه

هررای صرلب( بررا ریزسراختار مرراده، در افرراز محرریط از     )سرلول 

[ توی و کیوسو مدل 1در ] استفاده کردند. 1بندی ورونویی شبکه

                                                                                                     
1 Voronoi tessellation 

 پژوهشي –مجله علمي 

 عمران مدرسمهندسي 

 1935، ویژه نامه سال 5دوره شانزدهم، شماره 
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 اخیر را برای حل مسائل سه بعدی توسعه دادند.

با سراختار هندسری ورونرویی در     فنر-صلبمدل جسم کنون تا

اسرت. بره عنروان     شدههای گوناگونی استفاده  محیط سازی شبیه

در  و همکراران  هرای وسریع بولنردر    پرژوهش توان بره   می نمونه

سازی رفتار بتن و همچنین اعضای بتنی با اسرتفاده از ایرن    شبیه

 [12-5]ای از ایرن کارهرا در مراجرع     رویکرد اشاره نمود. نمونه

[ 12و  11آورده شده است. همچنرین کوسراتیو و همکراران ]   

سرازی  دانه مجرزا بررای شربیه   -مدلی را تحت عنوان مدل شبکه

ای آن مشرابه  انرد کره سراختار پایره    ریزساختار بتن پیشنهاد داده

   فنر است.-های جسم صلبمدل بیشتر

فنر با سراختار هندسری ورونرویی در    -مدل جسم صلب توانایی

سازی رفتار ارتجاعی درشت مقیاس و همچنین ریزمقیراس   شبیه

کارگیری ایرن  ه در ب اصلی لزومتئوری ارتجاعی  مبانیمطابق با 

هرای مررتبط    ر بسریاری از پرژوهش  ، موضوعی کره د استمدل 

-برر ایرن اسراس، روابرط نیررو     مورد توجه کافی نبروده اسرت.   

کره مردل    شودای تعری   فنرهای تماس باید به گونه جایی جابه

 [ نشان داد که19بولندر ]باشد.  طیشرا نیا یحاصل قادر به اغنا

 هرای ارتجراعی   پاسرخ  همزمران های موجود قادر بره ارائره    مدل

و با تنظریم   نیستدرشت مقیاس و ریزمقیاس  مطلوب در سطح

هرا  قیراس سختی فنرها، تنها پاسرخ مطلروب در یکری از ایرن م    

شود. از این رو، او و همکاران راهکارهایی را بررای  تضمین می

عدم توجره بره اثرر     اما ،[15و  11حل این مشکل ارائه نمودند ]

 هرای پرژوهش محوری در  بر رفتار فنرهایکرنش محصورکننده 

است که هیچ یک از ایرن راهکارهرا پاسرخ     شدهایشان، موجب 

پدیرده در مردل   کاملی برای ایرن مشرکل نباشرند. مشرابه ایرن      

برر   ن که مبتنری ادانه مجزای کوساتیو و همکار-پیشرفته شبکه

شرود. بحرث کراملی در    است نیز مشاهده مری  ریزصفحهفرضیه 

ارائره   [11]هرا در  مورد دقت و مشکلات هر کدام از این روش

 شده است.

اولرین برار کررنش محصرورکننده را در      2222سال ریوتی در ما

فنر خرود در نظرر گرفرت    -جسم صلب-تیربندی مدل فرمول

. البته در این مدل، فنرهای ررخشی در نقطه تماس برا  [12]

 تیرهای خمشی واقع بین مراکز دو سلول جایگزین شدند. در 

 

بررا توجرره برره برخرری مشررکلات موجررود در     2212سررال 

تشریح شده است، موناس  [11]مدل که در  اینبندی  فرمول

ای ارائره نمودنرد و نشران    مدل اصلاح شده [18] و ماریوتی

دادند که مردل جدیرد از دقرت مناسربی بررای حرل مسرائل        

 الاستودینامیک برخوردار است. 

 هرای  هفنرر برا فرضری   -در این مقاله، یک مردل جسرم صرلب   

پیشنهادی، هر سلول شود. در مدل سینماتیکی جدید ارائه می

تنها دارای درجات آزادی انتقالی اسرت و میرزان کررنش در    

یابی یک المان مثلثری اجرزای    محل فنرها با استفاده از درون

شود. نتایج حاصل از مدل پیشرنهادی برا    محدود محاسبه می

هرای  موناس و مراریوتی و پاسرخ   ی به وسیلهمدل ارائه شده 

. از ل  مقایسه خواهد شرد مخت های نمونهدقیق ارتجاعی در 

هرای جسرم   این رو و به منظور معرفی اجرزای اصرلی مردل   

بره   2فنر، ابتردا مردل مونراس و مراریوتی در بخرش      -صلب

مقالره بره معرفری     9شود. بخرش  صورت خلاصه تشریح می

ارائه  1ای در بخش پردازد و نتایج مقایسهمدل پیشنهادی می

ی مزایررا و گیررردر بخررش نتیجررهو در پایرران خواهررد شررد. 

 .شودهای روش جدید تشریح میمحدودیت

 

 فنر-صلب جسم-تيرمدل  -2

بره   2222در سرال   فنرر -صرلب  جسرم -تیرنسخه اولیه مدل 

ای در  سازی انتشار امواج لرزه ماریوتی با هدف شبیه ی وسیله

ای همگرن برا رفترار مرادی همسرانگرد و       های صفحه محیط

. با توجه به برخری نقرای    [12] شدارتجاعی خطی معرفی 

با هدف  2212در مدل اولیه، نسخه جدید این مدل در سال 

توسعه مدل به حالت سه بعردی و همچنرین لحرام نمرودن     

. همچنین در [18] های بزرگ ارائه شد تغییرشکل سینماتیک

تعری  برخی  رگونگینسخه جدید، اصلاحاتی ضروری در 

در این بخش،  ی مدل صورت گرفت.سینماتیکهای  از کمیت

-تیرر و استاتیک مدل  سینماتیکپیکربندی هندسی و روابط 

ای و برا فررر    صررفحهترنش  در حالررت  فنرر -صررلب جسرم 

، شرود  مری مقالره اسرتفاده   این های کورک، که در  تغییرشکل

 .شود میتشریح 
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 1925سال ویژه نامه /  5دوره شانزدهم / شماره                                                                  پژوهشی مهندسی عمران مدرس –مجله علمی  
 

 

 بندی دلونی. ورونویی و مثلث بندی ( شبکه1شکل )

 
Fig 1. Voronoi tessellation and Delaunay triangulation. 

 

ای از  ، محیط نمونه به مجموعهفنر-صلب جسم-تیردر مدل 

ها از  . این سلولشود های محدب )سلول( افراز می رندضلعی

ای از نقاط )هسته سرلول   بندی ورونویی روی مجموعه شبکه

تصادفی در محریط پراکنرده    منظم و یا یا گره( که به صورت

ها، عمرود منصر     اضلاع این سلولشوند.  اند ایجاد می شده

روی  1بنردی دلرونی   های مثلثی حاصل از مثلرث  اضلاع المان

 (.1)شکل  استنقاط از مجموعه همان 

در حالت دوبعدی، هر سلول، که یرک جسرم صرلب فرر      

شود، دارای دو درجه آزادی انتقالی و یرک درجره آزادی    می

است. اندرکنش دو سلول مجراور از   خودررخشی در هسته 

طریق دو فنر خطی واقع در مرکز ضرلع مشرترک دو سرلول    

هرا   ( و یک المان تیر واقرع برین هسرته سرلول    2)نقطه تماس

. فنرهرای یراد شرده در راسرتاهای     (2)شکل شود  تعری  می

گیرنرد و بره ترتیرب     عمود و مماس بر ضلع تماس قرار مری 

هرا را   های محوری و برشی نیروی اندرکنش بین سلول مولفه

 نمایند. زیر مشخ  می طبق روابط
 

                    (1)  

         [   
 

   
(      )]  (2)  

                    (9)  
 

                                                                                                     
1 Delaunay triangulation 

2 Contact point (CP) 

به ترتیب بردارهای یکه در جهات قائم   و   ، بالادر روابط 

 فاصرله برین دو هسرته سرلول      و مماس بر سطح تمراس و  

مساحت سطح تماس اسرت کره از حاصرل ضررب       . است

آید.  ، به دست می ، در ضخامت نمونه،  طول ضلع تماس، 

 9 جرایی  جابره های پررش   به ترتیب مولفه   و    همچنین، 

، در جهات قائم و مماس بر ضلع تماس ⟦   ⟧نقطه تماس، 

و رررخش دو   جرایی  جابره که به کمک روابط زیرر از   است

 شوند. ، محاسبه می و   ،   سلول، 
 

        
 ⟦   ⟧        (1)  

        
 ⟦   ⟧        (5)  

⟦   ⟧     
( )     

( )          (1)  

  [
                 
                 

] (2)  

  [                 ]       (8)  
 

، بره صرورت زیرر       و    سختی فنرهای قرائم و برشری،   

 .شوند تعری  می
 

   
  

 

   

(   )(    )
         (2)  

   
  

 

 

(   )
                      (12)  

 

 باشند. به ترتیب مدول یانگ و نسبت پواسون ماده می  و   

هرای   ، از میرانگین کررنش    کرنش حجمی در نقطه تماس، 

  حجمی دو سلول، 
  و  ( )

 شود، یعنی حاسبه می، م( )
 

    
 

 
(  
( )
   

( )
)            (11)  

 

سلول احاطره شرده     کرنش حجمی هر سلول که به وسیله 

 .شود است به صورت زیر تعری  می
 

  
     

 

      
∑   

(      )
 (      ) 

        (12)  

 .است، حجم سلول      در این رابطه، 
 

                                                                                                     
3 Displacement jump 
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 .فنر-جسم صلب-تیر مدل( اجزای 2شکل )

 
Fig 2. Beam-Rigid Body-Spring model (BRBSM). 

 

نیروهررای ، نیروهررای گرهرری هررر سررلول از تعررادل پایرراندر 

محوری و برشی سطوح تماس سلول با نیروهای گرهری آن  

اعمرال شرده روی یرک     گشتاورشوند. همچنین،  محاسبه می

حاصرل از نیروهرای محروری و     گشتاورسلول برابر مجموع 

خمشری   گشرتاور برشی در نقاط تماس حول هسته سلول و 

 هرای مجراور،   تیرهای واقع بین هسته سلول با هسرته سرلول  

. در مرورد آخرر، ایرن    استها،  ناشی از ررخش نسبی سلول

بره صرورت زیرر    برای هر المان تیر منتهی به سلول  گشتاور

 شود. محاسبه می
 

 (      )   
  (      )

 (      )
(        )    (19)  

 

دوم سررطح تمرراس حررول محررور  گشررتاور  در ایررن رابطرره، 

 .استعبوری از نقطه تماس 

است که فر  وجود تیر خمشی بین دو بخش مادی بره   گفتنی

مقیاس ریزمنعکو کننده شاخصی از رفتار ماده در جهت آن که 

. این فرر ، بره   شود می، یک فر  غیر واقعی محسوب نیست

سازی رفتار غیرخطری   ویژه، کارایی مدل را در توسعه برای شبیه

مررواد ماننررد شکسررت و خردشرردگی بررا رررالش جرردی مواجرره 

سرازی سرطح تمراس بره      نماید. رویکرد جرایگزین، گسسرته   می

ای از سطوح کورک و استفاده از مجموعه نقاط تماس  مجموعه

نرر در راسرتاهای   . در این حالت، در هر نقطه تماس، دو فاست

عمود بر سطح تماس و مماس بر آن، به ترتیب متناظر با رفترار  

ایرن  در  گفته شرده شود. رویکرد  محوری و برشی، قرار داده می

 است. شدهاستفاده  مقاله

در حالت رفتار ارتجاعی خطی، تنها دو نقطه تمراس در حالرت   

با تقسیم نمودن ضلع تمراس بره دو بخرش     دوبعدی نیاز است.

رار قر  مرکز ضلع تماساز  ⁄ √   فواصل ، این نقاط درویمسا

 .(9)شکل  شوند داده می

 
 .فنر-جسم صلب-تیر سازی تماس در مدل ( گسسته9شکل )

 
Fig 3. Discretization of contact in BRBSM. 

 

سینماتیکیمبتنیبرهمدلپیشنهادیبافرضی-3

روشاجزایمحدود
-صرلب جسم -شد، در مدل تیر گفتههمان گونه در بخش قبل 

های محوری و برشی در نقاط تماس از پرش  ، مقادیر کرنشفنر

ها، بره دسرت    این نقاط، ناشی از حرکت نسبی سلول جایی جابه

فنر بره کرار   -های جسم صلبآیند. این روش در بیشتر مدل می

-تروان از درون  گرفته شده است. به عنوان یک ایده جدید، مری 

هرای  تعیین میدان کرنش و ترنش در المران   های مرسوم دریابی

از ایرن رو در   اجزای محدود به صورت مستقیم اسرتفاده نمرود.  

هرا در هرر نقطره    برای تعیرین کررنش  مدل پیشنهادی این مقاله، 

که آن نقطه تمراس در کردام یرک از     شود،تماس ابتدا تعیین می

های ساختار دلونی قررار دارد. سر و تانسرور کررنش در     مثلث

یابی یک المان اجرزای  درونمورد نظر با استفاده از روابط  نقطه

-و در نهایت کررنش  شدهمحدود سه گرهی کرنش ثابت تعیین 

های محوری، مماسی و محصورکننده در نقطه تماس از تصویر 

 گفتنشایان  آید.در راستاهای متناظر به دست میتانسور کرنش 

بندی جدید مشابه با مقدار متنراظر   است سرعت پردازش فرمول

 .استبندی مدل موناس و ماریوتی  در فرمول
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هرای   دو سلول ورونرویی مجراور و همچنرین مثلرث     (،1شکل )

دهرد. هرر سرلول     های دو سرلول را نشران مری    دلونی شامل گره

در  باشررد. مرری خرروددارای دو درجرره آزادی انتقررالی در هسررته 

کررنش   سه گرهری تانسور کرنش یک المان  می،مختصات عمو

بره صرورت زیرر محاسربه      آن گرهری  جایی جابهاز مقادیر  ثابت

 شود. می
     ̅                     (11)  
  

 
 

    
[
                  
                  

                              

]

               (15)  

     (     )(     )  (     )(     )    (11)  

   [           ]        (12)  

 ̅   [                 ]     (18)  
 

هرای   حال کررنش  المان مثلثی است. یهامختصات گره   و    

از تصرویر  محوری، مماسری و محصرورکننده در نقطره تمراس     

 آیند.طبق روابط زیر به دست میتانسور کرنش 
         

       
              (12)  

         
       

              (22)  
    (       )        (  

    
 )  (21)  

 

عددی بررای حالرت    های نمونهبا توجه به این که در بخش بعد 

در  محروری و برشری   هرای  اند، تنشای تحلیل شدهتنش صفحه

 عبارتند از نقطه تماس با استفاده از قانون هوک

   
 

    
(      )        (22)  

                 (29)  

نیروهای محوری و برشی در نقاط تماس به ترتیرب از حاصرل   

های محوری و برشی در مساحت متنراظر برا نقطره     ضرب تنش

نیروهای گرهری هرر سرلول    در نهایت، آیند.  تماس به دست می

های مثلثری( بره کمرک رابطره تعرادل از       )نیروهای گرهی المان

 شوند. نقاط تماس سلول محاسبه می نیروهای تماس موجود در

است ایده معرفی شده در بالا در حقیقت تنها یک  گفتن لازم به

هرای اجرزای محردود و روش جسرم     یابینمونه از تلفیق درون

توان با اضافه کردن مشارکت نقاط بیشرتر  فنر است و می-صلب

یابی کرنش و ترنش در  و یا درجات آزادی بیشتر بر دقت درون

توان به ازای هرر دو   . برای مثال میافزودمحل تماس دو سلول 

خط عمود بر ضلع مشترک برین   نقطه محاسباتی که بر روی پاره

(، با ترکیرب دو  1شکل )قرار دارند  ،AC، ضلع دو مثلث دلونی

، ABCD و تشکیل یک المان رهار گرهی ACDو  ABC مثلث

اند،  با فر  آن که نقاط محاسباتی در داخل این المان واقع شده

تانسور کرنش در نقاط محاسرباتی مرورد نظرر را برا اسرتفاده از      

یابی یک المان اجزای محدود رهار گرهی با میدان روابط درون

تروان برا   شابه مری محاسبه نمود. در راهکاری م نیز کرنش خطی

 ، از ABCاضررافه کررردن درجررات آزادی ررخشرری در مثلررث   

   .بهره گرفت یابی المان مثلثی با درجات آزادی ررخشیدرون

 
 .FE-RBSM ( اجزای مدل1شکل )

 
Fig 4. FE-Rigid Body-Spring model. 

 

سهنتايجعددیمقاي-4
-FE) نترایج روش پیشرنهادی  در این بخش به مقایسره عرددی   

RBSM)     با نترایج مردل مونراس و مراریوتی (RBSM)   و نترایج

بررای ایرن   شرود.   پرداخته مری  ایدر مسائل تنش صفحهتحلیلی 

های تنش ثابت و متغیر استفاده منظور از دو دسته نمونه با میدان

برا   یمربعر میدان تنش ثابت، یک نمونه  شده است. برای حالت

 5متوسرط   بعرد هرایی برا    که با سلول ،متر میلی 122 ضلع اندازه

  .(5شرکل  ، 1نمونه به کار رفته است ) ،بندی شده متر شبکه میلی

 کششی و بررش  یتک محور ارگذاریب دو نوع این نمونه تحت

 .شده استقرار داده  خال 
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 های تک محوری در بارگذاری استفاده( نمونه مربعی مورد 5شکل )

 .خال  و برشی کششی

 
Fig 5. Square sample used in uniaxial tension and pure shear 

loadings. 

 

دارای سرورا    نمونه مربعری یک میدان تنش متغیر،  حالت برای

ای برا  و یک نمونه دایره (ال 1شکل ، 2نمونه ) ایمرکزی دایره

در  .اسرت  شده( استفاده ب1شکل ، 9نمونه ) مترمیلی 922قطر 

 12 سرورا   قطرر  ومترر   میلری  922 مربع ضلع اندازه نمونه اول

 ترک  بارگرذاری کششری  دو تحت  فر  شده و نمونهمتر  میلی

. نمونره دوم نیرز تحرت    قرار گرفته است محوری و دو محوری

بررسری   برزیلری(  شرکاف  تحلیل کشش غیر مستقیم )آزمرایش 

 9متوسرط   بعرد هایی با  سلول وسیلههر دو نمونه به  .شده است

 اند. بندی شده متر شبکه میلی

از مردول   هرای صرورت گرفتره    است در کلیه تحلیل گفتنقابل 

اسرتفاده شرده          و نسبت پواسون            یانگ

 است.

کنترل صورت گرفتره اسرت.   -جایی جابهها به صورت  بارگذاری

، مقادیر تنش در نقاط تمراس  2و  1های  در نمونهدر ارائه نتایج 

درشت مقیاس در سطح بارگذاری،  متوسط وسیله مقدار تنش به

مررز  در گراهی   واکرنش تکیره     شرده اسرت.   یکه، ⁄     

بره   باشرد.  مری  یراد شرده  نیز مساحت سطح   بارگذاری شده و 

، مقررادیر تررنش برره وسرریله تررنش 9صررورت مشررابه، در نمونرره 

به ترتیرب قطرر نمونره      و   شده است.  یکه ⁄        

 .استشود،  ای و ضخامت نمونه، که برابر واحد فر  می دایره

هرای   ( دوایر موهر تنش در نقاط تمراس در بارگرذاری  2شکل )

را نشران   1و برش خال  بر روی نمونره   کششی تک محوری

دو مردل   هرای  ( نیز مقادیر آماری پاسخ2و  1دهند. جداول ) می

و برش خرال   تک محوری کششی های  را به ترتیب در تحلیل

شود، هر دو مدل قادر  گونه که ملاحظه می نمایند. همان ارائه می

. برا  اسرت به ارائه مقادیر تنش در ریزمقیاس با دقت قابل قبولی 

 (FE-RBSM)پیشرنهادی   این حرال، پراکنردگی نترایج در مردل    

 کمتر است.

 
های  بارگذاریدار مورد استفاده در  ( ال : نمونه مربعی سورا 1شکل )

ای مورد استفاده در بارگذاری  تک محوری و دو محوری و ب: نمونه دایره

 .)آزمایش شکاف برزیلی( کشش غیر مستقیم

 
 ال 

 
 ب

Fig 6. (a) The square sample with a centric circular hole 

used in uniaxial and equal biaxial loadings and (b) the circular 

sample used in indirect tension (Brazilian splitting test). 
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 .های دو مدل در تحلیل کشش تک محوری مقایسه آماری پاسخ( 1)جدول 

     ⁄       ⁄       ⁄     ⁄  Variable 

RBSM FE-RBSM RBSM FE-RBSM RBSM FE-RBSM RBSM FE-RBSM Model 

0.001552 0.000165 0.999997 0.999948 -0.000419 0.000000 0.994955 0.999208 Average 

0.038956 0.000069 0.038837 0.001287 0.016681 0.000038 0.187267 0.000329 Standard Deviation 

0.178039 0.000469 1.174648 1.003062 0.086140 0.000137 2.034970 1.000030 Maximum Value 

-0.215567 -0.000006 0.845241 0.998402 -0.065584 -0.000101 0.149745 0.997755 Minimum Value 

Table 1. Mohr's stress circle of two models in uniaxial tension analysis.

 

 .های دو مدل در تحلیل برش خال  پاسخمقایسه آماری ( 2)جدول 

     ⁄       ⁄       ⁄  Variable 

RBSM FE-RBSM RBSM FE-RBSM RBSM FE-RBSM Model 

0.997809 0.999929 -1.000228 -0.999915 0.000896 0.000001 Average 

0.077838 0.001556 0.077255 0.001556 0.033392 0.000025 Standard Deviation 

1.432923 1.003824 -0.687405 -0.997448 0.128849 0.000170 Maximum Value 

0.646314 0.997461 -1.343613 -1.003769 -0.173639 -0.000147 Minimum Value 

Table 2. Statistical comparison of two models in pure shear analysis. 

 

 .برش خال : تک محوری کششی و ب: های ال  تحلیلدایره موهر تنش در ( 2)شکل 

  
 ب ال 

Fig 7. Stress Mohr circle for (a) uniaxial tension and (b) pure shear. 

 

را در نقراط تمراس نمونره        و     مقرادیر ترنش    (8) شکل

نشرران  محرروریدو  کشررش مربعرری سرروراخدار در بارگررذاری 

دهد. به منظور وضوح در بیان نترایج، مقرادیر ترنش تنهرا در      می

هرا، مرکرز   )در تمامی نمونره  نشان داده شده است    مقطع 

مطرابق شرکل، هرر دو     .منطبق اسرت(  مختصات بر مرکز نمونه

برا دقرت قابرل قبرول در فاصرله       مدل قادر به بیان توزیع ترنش 

میدان تنش تقریبا یکنواخت  آن نقاطکه در  ،از سورا       

 .استشعاع سورا      باشند. می ،است

نقاط تماس کره  در  مقدار تنش حاصل از دو مدل (2)در شکل 

برا مقردار    قررار دارنرد   متر از سرورا   میلی 2فاصله کمتر از در 

گونره کره    همران حاصل از تئوری ارتجاعی مقایسه شده اسرت.  

تغییرات شدید تنش در این ناحیه  RBSMمدل شود  ملاحظه می

 .نمایدبینی میرا با دقت بیشتری پیش
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 تحلیل کشش دو محوری.در     مقطع یکه شده در     و ب: تنش     ( ال : تنش 8شکل )

  
 ب ال 

Fig 8. (a) Normalized     and (b) normalized     in     for equal biaxial tension. 
 

 تحلیل کشش دو محوری. نقاط تماس نزدیک سورا  دریکه شده در     و ب: تنش     ( ال : تنش 2شکل )

  
 ب ال 

Fig 9. (a) Normalized     and (b) normalized     of CPs near the hole for equal biaxial tension. 
 

 تحلیل کشش تک محوری.در     مقطع یکه شده در     و ب: تنش     ( ال : تنش 12شکل )

  
 ب ال 

Fig 10. (a) Normalized     and (b) normalized     in     for uniaxial tension. 
 

 تحلیل کشش تک محوری.در        مقطع یکه شده در     تنش  ب:و     تنش ( الف: 11شکل )

  
 ب ال 

Fig 11. (a) Normalized     and (b) normalized     in        for uniaxial tension. 
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 تحلیل کشش تک محوری. نقاط تماس نزدیک سورا  دریکه شده در     تنش  ب:و     تنش ( الف: 12شکل )

  
 ب ال 

Fig 12. (a) Normalized     and (b) normalized     of CPs near the hole for uniaxial tension. 
 

را در نقاط تماس     و     ( مقادیر تنش 11و  12های ) شکل

نمونه مربعی سوراخدار در بارگذاری کشش ترک محروری بره    

مطرابق   دهند. نشان می        و     ترتیب در مقاطع 

-FEها و مشابه نمونه پیشرین، پراکنردگی نترایج در مردل      شکل

RBSM  بسیار کمتر از مدلRBSM باشد. می 

در فاصله کمترر از   ( مقدار تنش حاصل از دو مدل12در شکل )

متر از سورا  با مقدار حاصل از تئوری ارتجاعی مقایسه  میلی 2

ه نمونره پیشرین، خطرای مردل     شده است. مطابق شکل و مشراب 

RBSM  کمتر است.در این ناحیه 

های  در نمونه FE-RBSM، مدل ها مطابق نتایج حاصل از تحلیل

هرای برا    هایی از نمونه با میدان تنش یکنواخت و همچنین بخش

میدان تنش متغیر کره گرادیران ترنش در آن جرا همروار اسرت،       

حی دارد. ایرن  توانایی بهتری در تخمین توزیع تنش در این نروا 

های بره دسرت آمرده از ایرن مردل       تنش امر از پراکندگی اندک

، به RBSMنسبت به پاسخ دقیق آشکار است. از طرفی در مدل 

دلیل وجود درجه آزادی ررخشی، توزیع تنش در حالرت کلری   

باشد و ایرن پراکنردگی در برخری مروارد      با پراکندگی همراه می

 بسیار محسوس است.

ترنش   شردید  هایی از نمونه که گرادیان بخشاز سوی دیگر، در 

 RBSMادی ررخشی، مدل زوجود دارد، به دلیل وجود درجه آ

 .استقادر به بیان بهتر مقادیر تنش در این نواحی 

را در نقاط تماس     و     مقادیر تنش ( 11و  19) های شکل

دهد. به  نمونه دایروی در بارگذاری کشش غیر مستقیم نشان می

    مقادیر تنش تنها در مقراطع   منظور وضوح در بیان نتایج،

 اند. نشان داده شده       و 

هرا در   ها نیز مشرخ  اسرت، ترنش    گونه که در این شکل همان

 RBSMپراکنردگی کمترری نسربت بره مردل       FE-RBSMمدل 

 ند.دار
 

 تحلیل کشش غیر مستقیم.در     مقطع یکه شده در     و ب: تنش     ( ال : تنش 19شکل )

  
 ب ال 

Fig 13. (a) Normalized     and (b) normalized     in     for indirect tension. 
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 تحلیل کشش غیر مستقیم.در        مقطع یکه شده در     و ب: تنش     ( ال : تنش 11شکل )

  
 ب ال 

Fig 14. (a) Normalized     and (b) normalized     in        for indirect tension. 
 

گیرینتیجه-5
در ایررن مقالرره، یررک روش جدیررد برررای محاسرربه متغیرهررای   

. در ایرن روش، از  شرد فنر ارائره  -سینماتیک روش جسم صلب

اجزای محدود بهره گرفته  شسینماتیک مبتنی بر رو های هفرضی

هرای   بندی دلونی روی هسته سرلول  شد. به این منظور، از مثلث

ای دو در مدل جدید، هر سرلول تنهرا دار   .شداستفاده ورونویی 

. مقرادیر کررنش در نقراط    اسرت درجه آزادی انتقالی در صفحه 

های مثلثری سره    ها از تانسور کرنش ثابت المان تماس بین سلول

. نترایج تحلیرل روی   شرد گرهی شرامل نقطره تمراس محاسربه     

های تنش ثابت و متغیرر نشران داد کره مردل     با میدان های نمونه

هرای برا    بخرش  بینری بهترر میردان ترنش در     جدید قادر به پیش

. اسرت فنر -جسم صلب-گرادیان تنش هموار نسبت به مدل تیر

جسرم  -دید تنش، مدل تیرر وانگهی، در نواحی دارای گرادیان ش

بیشتری در ارائه میدان تنش در این نواحی توانایی  فنر از-صلب

برخوردار است هررند در این نرواحی نیرز بره واسرطه وجرود      

ها نسبت به جواب اسخدرجه آزادی ررخشی برای هر سلول، پ

. نکتره پایرانی آن   استدقیق )تئوری ارتجاعی( دارای پراکندگی 

که عدم وجود درجه آزادی ررخشی در مدل پیشنهادی از یرک  

امرا از سروی دیگرر     شود میسو موجب کاهش حجم محاسبات 

هررای کورررک برره تغییرمکرران را محرردود جدیررد کرراربرد مرردل

 نماید. می
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Abstract: 

Rigid Body-Spring Models (RBSMs) are a kind of discrete models which are developed mainly for the 

simulation of quasi-brittle materials ranging from ceramic, concrete, and masonry, to rock and soil. In this 

approach, material domain is discretized to a set of rigid cells interconnected through a set of translational 

and rotational springs located at cell interfaces. These cells are constructed over a set of points (seeds) 

distributed regularly or randomly over the domain. When it comes to heterogeneous materials, the seeds may 

be located in accord to the geometry and distribution of inclusions. For two-dimensional problems, each 

rigid cell has normally two translational and one rotational degrees of freedom (DOFs). The springs may be 

distributed along the interface or lumped at a point called contact/computational point (CP) and activated by 

the relative movement of connecting cells. As a fundamental issues, before being applicable for the 

simulation of inelastic behavior of materials, the kinematics of an RBSM and also the force-displacement 

relations of its springs should be defined in such a way that the model can adequately predict the elastic 

behavior of continuum at both macro and micro scales. Our review of the literature shows that except one of 

the RBSMs, used in the current paper for comparison, others suffer from some shortcomings which result in 

their inaccurate elastic predictions. In the aforementioned model, cells are convex polygons generated by the 

Voronoi diagram of seeds (cell nucleus) and the spring set of an interface is comprised of two translational 

(normal and tangential) and one rotational springs located at the midpoint of the interface. Our study shows 

that, although this RBSM presents generally a reliable predictions, however, there exists some kind of 

scattering in the predicted micro strain and stress distributions. Accordingly, with the aim of eliminating the 

observed scatters, this paper borrows the interpolation functions of the conventional finite element method 

and presents a new kinematic formulation for the RBSM. In the new model, called FE-RBSM, a Delaunay 

tessellation is constructed over cell nuclei. This results in a network of triangular elements which can be 

considered as 3-node constant strain triangular finite elements. Two translational DOFs at each nucleus and 

two CPs per interface with normal and tangential springs are assumed. Next the triangles including the CPs 

are determined. Finally, the normal, tangential, and lateral strains of each CP are calculated by projecting the 

constant strain tensor of the associated triangle on the corresponding interface. In order to examine the 

efficiency and accuracy of the proposed FE-RBSM formulation, two kinds of numerical analyses including 

constant and variable stress fields are employed. For the case of constant stress field, a 100mm square 

sample is analyzed in uniaxial tension and pure shear. Besides, for the case of variable stress field, a 300mm 

square sample including a 10mm diameter hole at its centroid is analyzed in uniaxial and biaxial tension. 

Also, a 300mm diameter circle sample is analyzed under splitting compression. The results are compared 

with those of the selected RBSM and also the analytical solutions. They show that, compared to the RBSM, 

the FE-RBSM can better predict the macro elastic properties and gives scatter-free microstress fields. 
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