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 [23/12/1034تاريخ پذيرش: ]        [03/4/1034تاريخ دريافت: ]
 

بر بستر ارتجااعی دو پاارامترد در صا حح تحتاانی ارا اح      حل دقیق ارتعاش آزاد تیر مستطیلی همگن و ايزوتروپ نوشتار، در اين  -چکیده

تئاورد   معادلات بر اسااس  شده است. در سطح تماس انتخابتیر با بستر اندرکنش سازد  منظور مدل مدل دو پارامترد پاسترناک بحشده است. 

روش  د بح وسایلح با است اده از تابع پتانسیل تغییرمکان معادلات حاکم بح يک معادلح مرتبح چهار کاهش و  بندد شده و فرمولدوبعدد ارتجاعی 

کنناده و بارف      روش ارا اح شاده در ايان پا وهش بادون فرسایات سااده        جداسازد متغییرها و اعمال دقیق شرايط مرزد حل شده است.

منظاور   باح تیر داراد اعتباار اسات.   سخامت بح طول مختلف هاد  نسبت نداشتح و برادخاب سخامت نتمحدوديتی در ا ،هاد متداول تیر تئورد

باا  يب بساتر  دهد کاح افازايش سارا    مقايسح شده است. نتايج نشان می پ وهش با ساير کارهاد تحلیلیآمده از اين   دست اعتبارسنجی، نتايج بح

در مودهاد باالاد ارتعاشای   و  2/3در مقادير بزرگتر از و با افزايش نسبت سخامت بح طول شدت آن  کح همراه استتیر افزايش بسامد طبیعی 

   اد است. داراد کاهش قابل م حظح
 

 .تیر عمیق، بستر ارتجاعی، توابع پتانسیل، ارتعاش آزاد، طبیعیبسامد  :کلیدیواژگان
 

مقدمه-1
تیر متکی بر بساتر ارتجااعی در توصایف     مدل محاسباتیتعیین 

آهان،   بسیارد از مسا ل در حوزه مهندسی مانناد ئ وتکنیاک، راه، راه  

ساخامت کام،    باا  هاا  نوع ساازه تحلیل اين دريا امرد متداول است. 

حتی در حالت استاتیکی بح دلیل اندرکنش موجاود باین تیار و بساتر     

. ايان  تار اسات   پیچیاده در قیاس با حالت بدون بستر بسیار ارتجاعی 

پیچیدگی با افزايش سخامت سازه و نیز اسافح شدن پارامتر زماان در  

تحلیل دينامیکی و يا بررسی رفتار ارتعاش آزاد آنها بح مراتاب بیشاتر   

سازد انادرکنش   موسوع اصلی در تحلیل چنین مسا لی مدل. شود می

 .در محل تمااس آنهاا اسات   مانند فاک بسترارتجاعی يک بین تیر و 

با وارد کاردن بساتر باح عناوان ياک محایط        اين مسا لتحلیل کامل 

مرجاع  پذير و  امکانارتجاعی نهايت در روند تحلیل  د نیمح بی پیوستح

. باا ايان   پاردازد   در حالات مختلف مای ها  پاسخ اد از ح مجموعحب [1]

نیاز از   و در روش يادشاده  محاسباتیهاد  چیدگیپیبا توجح بح  ،حال

 اد موارد تعیین پاسخ المان ساازه  بیشترتحلیل در از هد  کح يی آنجا

ياک مادل    د بح وسایلح محل تماس  ،است بستر ارتجاعیدر قیاس با 

متعددد باراد   هادروش شود. هاد فنر جايگزين میساده مانند المان

بعدد بح ياک ياا دو بعاد    سختی فنر و کاهش مسا ل سحپارامترتعیین 

هاد متاداول واکانش ارتجااعی بساتر باا       در شیوهارا ح شده است کح 

مدل پیوستح و يا ترکیبی جاايگزين  هاد يک، دو و سح پارامترد،  مدل

رفتاار  در زمینح  هايی مطالعات نسبتا جامعی در پ وهش .[2,3] شود می

تیر بار بساتر ارتجااعی باا مادل ياک پاارامترد         یو کمانش یارتعاش

 پژوهشی –مجله علمی 

 عمران مدرسمهندسی 

 1169، سال 1دوره هفدهم، شماره 
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ناپیوساتگی میادان   باا ايان حاال،     .[4-14] انجام شاده اسات   1وينکلر

نقص عمده در مدل وينکلر بح علات محادوديت   تغییرمکان بح عنوان 

در تیرهااد باا شارايط     بح ويا ه  در محدوده اعمال بارتنها تغییرمکان 

امین تا  باراد هاد ديگار   را بح است اده از مدل پ وهشگران مرزد آزاد،

باورودي   -مدل دوپاارامترد فیلوننکاو  پیوستگی ياد شده ترغیب کرد. 

باا  را فقادان پیوساتگی يادشاده     [17] و پاساترناک  [16]، هیتیناد [15]

فنرهااد دوم کاح در انادرکنش باا مجموعاح اول فنرهاا        کردناسافح 

ساختی فنرهااد دوم مرباو     کنند. در مدل پاسترناک  میتامین  ،است

 .  بح يک لايح برشی با حجم ثابت است

بار   تیار اد  الماان ساازه  ارتعاشات  در زمینح اد مطالعات گسترده

بعادد و باا اسات اده از     با فرض رفتاار ياک  پاسترناک ارتجاعی  بستر

 گااهی، و نیاز   هاد مختلف، شارايط تکیاح   با شکلتئورد مقدماتی تیر 

آنهاا در کارهااد    بیشاتر کاح  انجاام شاده اسات    بارگذارد مت ااوت  

 [26-22]و تاابعی   و مرکب [8-21]معمول  لاغر ارزشمند براد تیرهاد

دار دقات  نتاايج باا     کاهش معنیبا اين وجود، اند.  مقايسح شدهمرور و 

وي ه در مطالعح رفتار دينامیکی تیرهاد کوتااه و   افزايش سخامت و بح

تغییرشاکل   آثاار نادياده گارفتن   در مودهاد بالاد ارتعاشی باح دلیال   

را باح   هاا، گساتره کااربرد آن    ايان تئاورد  در  و لخَتی دورانای  برشی

تیر ارا اح شاده   تئورد . [27] ک محدود کرده استتیرهاد لاغر و باري

، براد تیرهااد لاغار و   آثاربا درنظر گرفتن اين  تیموشنکو د بح وسیلح

 2/3( کمتار از  l( بح طاول دهاناح )  dسخیم نسبی با نسبت سخامت )

در باا ايان وجاود،     .[28-29]دهاد  دست مای  نتايجی با دقت مناسب بح

ت ااوت  امکاان  باح دلیال   ، باالا  فتار ارتعاشی تیر در مودهااد مطالعح ر

یکی باا شاکل ساهمی    ديناام دار توزيع کرنش برشی در تحلیال   معنی

ماورد  استاتیکی، ساريب تصاحیح بارش    توزيع کرنش برشی حالت 

 [30]ونا  و اسات ن    .[27] شود اص حبايد تئورد تیموشنکو نیاز در 

بررسای   بستر پاسترناک بر بساامدهاد طبیعای تیار تیموشانکو را     آثار

موشانکو بار   تیار تی  فمشی آزادارتعاش ، دديگر پ وهشکردند. در 

از آنجا کح در تئورد تیار تیموشانکو   . [31] شد بستر پاسترناک بررسی

ايان   اسات تابع تغییرشکل نسبت بح مختصاح ارت ااع از درجاح ياک     

هاد موجاود در   محدوديت تئورد بح تئورد مرتبح يک معرو  است.

نیااز باح ياک ساريب تصاحیح بارش در تئاورد        تئورد مقدماتی و 

                                                                                                     
1 Winkler 

و  هاد تغییرشکل برشی مرتباح باالا   تئوردساز توسعح  زمینحتیموشنکو 

باا    2ماساتوناگا . [32]مستقل از سريب تصاحیح بارش شاده اسات     

ياک تئاورد برشای    است اده از بسط سرد توانی مختصاح ساخامت   

بساتر   بار  براد مسئلح ارتعاش و کماانش تیار  مرتبح بالا يک بعدد را 

هاايی ديگار تااثیر     در پا وهش  .[33,27-,34]کار گرفات   پاسترناک بح

بساتر   متکای بار  مشخصاات ارتعاشای تیار     تنش اولیح يکنوافت بار 

بعادد تیار    هااد ياک   با مرور تئاورد . [36,35]پاسترناک بررسی شد 

و نزديک شادن آن باح ياک     افزايش سخامتبا شود کح  م حظح می

هااد   ص حح قا م با سخامت کام، نااگزير نیااز باح اسات اده از میادان      

کح بیش از پیش بح روابط تئورد ارتجااعی نزدياک    استتغییرمکانی 

بوده و بح نوعی سعی بر کاهش تقريبات است کح اين امر با توجح باح  

. [37] اسات طبیعت رفتار دوبعادد ايان اع اا کاام  ماورد انتظاار       

در ارتبا  باا تیرهااد عمیاق بار بساتر ارتجااعی        مطالعات محدودد

در مناابع موجاود   ارتجااعی  بعادد   هاد سح دوپارامترد مبتنی بر حل

هاو و   اناد.   مرور و مقايسح شده [38,37]در مراجع آنها  بیشترکح  است

و چان و همکااران    وش تباديل دي رانسایل  با است اده از ر [39] 0چن

ارتعااش آزاد  باراد   يیها پاسخ ،روش ف اد حالتبا است اده از  [40]

روش توابع پتانسیل نقش اساسای   .ارا ح دادندتیر بر بستر دوپارامترد 

بعدد تئورد ارتجااعی   وي ه مسا ل سح در حل مسا ل مقدار مرزد بح

شامل توابع بوسینساک، گاالرکین،   دارا است. توابع پتانسیل تغییرمکان 

کاح   د تغییرمکان باوده  ابع شنافتح شدهو ديگر تونوبر -، پاپکووي لاو

باا   پ وهشای در  [41]و ازيکديگر قابل حصول هساتند  بح هم مرتبط 

است اده از توابع پتانسیل و است اده از سرد فوريح روشی باراد حال   

با اسات اده از تاابع    [43]در مرجع  .[42] بعدد تیر ار ح شده است سح

حال مبتنای بار     [44]و در مرجع  بعدد حل سحيک پتانسیل گالرکین 

 آماده براد فمش و ارتعاش تیر طاره عمیاق   تئورد تنش مسطح 

اد از حال   تئورد اص ح شاده  [45] 1393است. چن  در سال 

لور و گرگورد در سال  همچنینگالرکین و -ارتجاعی بوسینسک

 گرفتناد.  کاار  تئورد تجزيح را براد حل مسا ل تیر بح [46] 1332

. [47]ها اثبات شده است  اين تئوردمعادل بودن ديگر  پ وهشدر 

همچنین در پ وهشی ديگر با است اده از حل بوسینسک مسئلح تیر 

. تواباع پتانسایل   [48]صورت تنش مسطح بررسی شاده اسات    بح

                                                                                                     
2 Matsunaga  

3 Ho & Chen  
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هااد   اسکندرد قادد کح با تعمیم توابع پتانسیل حاکم بار محایط  

، [49] رفی شاده عجانبی از حالت استاتیکی بح دينامیکی م گرد همسان

وسایعی باح    شاکل  نهايت بح نهايت و نیمح بی هاد بی در تحلیل محیط

اين توابع در تحلیل فمشای صا حات    .[50-52]کار گرفتح شده است 

باا   2311گارد عرسای باراد اولاین باار در ساال        مستطیلی همساان 

همچنین در پ وهشی ديگر باا اسات اده    .[53] کار برده شد موفقیت بح

از اين توابع حل دقیق براد ارتعاش آزاد ص حات مساتطیلی ساخیم   

  . [54]ارا ح شد 

در اين پ وهش با است اده از توابع پتانسیل اسکندرد قادد، حال  

مسئلح ارتعاش آزاد تیر عمیق مستطیلی باا ساخامت ثابات و     تحلیلی

کای بار بساتر ارتجااعی دوپاارامترد      هاد ساده در دو انتها مت گاه تکیح

پاسترناک ارا ح شده است. وي گی عمده روش ارا ح شده در آن اسات  

فرسای تانش ياا    توزياع   مانناد فرض ساده کنناده فاصای    کح بدون

تاوان   تغییرمکان در سخامت تیر و يا اعمال سريب تصحیح برش می

 بسامد ارتعاش آزاد تیر را بدون محدوديت در سخامت تعیین کرد.

 

تئوری-2
در حال ارتعاش  گرد با رفتار فطی تیر مستطیلی همسان

هااد سااده در دو انتهاا و بساتر ارتجااعی       گااه  بر تکیاح آزاد 

کاح در آن  ( 1) مطاابق شاکل  تحتانی در مختصات کاارتزين  

عارض و  بح ترتیب در امتاداد طاول و    z و y و xمحورهاد 

اسات، را در نظار    dو  bو  lسخامت تیر بوده و داراد ابعاد 

 گیريم.  می

 بر بستر ارتجاعی پاسترناک.متکی ( تیر مستطیلی 1شکل )

  
Fig. 1. Rectangular beam resting on Pasternak elastic 

foundation.   

 حسب تابع پتانسیلگرد بر تغییرمکان يک محیط دلخواه همسان

تنش اد  ص ححدر حالت در غیاب نیروهاد جسمی           ̌ 

 . [49] کند تبعیت می 1 از رابطحمسطح 
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ترتیاب در جهات    ها بح تغییرمکان ̃ و ̃  ،̃ کح در اين رابطح 

     جاارم حجماای و  متغییاار زمااان،  z ،t و x، yمحورهاااد 

 بح 2رابطح کح از هاد ارتجاعی براد مصالح همسانگرد  ثابت

آيند: دست می

          
 

       
 

(2)      
  

       
 

     
 

      
    

 سريب پواسون هستند. υمدول ارتجاعی و  Eکح در آنها 

( 0)د  از رابطحمعادلات دي رانسیل حاکم در اين حالت 

 :]43[آيد  دست می بح

(0)   
   

  ̃    

 آيند: دست می بح 5و  4کح اپراتورها در آن از روابط 

(4) 
  

  
  

   
 

  

   
 

 

  
 

  

   
 

(5) 
  

  
  

   
 

  

   
 

 

  
 

  

   
 

  در اين روابط 
  و   

سرعت امواج حجمی و برشی هستند،   

 :استقابل بیان  9و  1کح مطابق روابط 

(1)   
  

   

 
 

(9)   
  

   

 
 

تااابع پتانساایل و   بااا فاارض هارمونیااک بااودن حرکاات،   

 بیان کرد: 3و  8صورت روابط  توان بح را میها  تغییرمکان

(8)   ̃                           

(3)   ̃  ̃  ̃                              
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اسات. باا      √  اد حرکات و   بسامد زاويح ωکح در آنها 

دسات   باح  13 ابطاح ، ر1رابطاح  در  3و  8جايگذارد رواباط  

 :آيد می

 
          

         

   

   

    
 

(13)                     

 
         

   

   

   

   
 

    

   
 

    

   

 

 11، رابطاح  0معادلح در  3و  8همچنین با جايگذارد روابط 

 شود: حاصل می

   

   
 

   

   
 (

  
    

 

  
   

 )  (
  

   
 

  

   
)  

(11) 
  

   

     
 

  

  
   

      

 

را  Fبا است اده از روش جداسازد متغییرهاا، تاابع پتانسایل    

 12د  صورت سارب دو تاابع مطاابق باا رابطاح      توان بح می

 نوشت:

(12)                 

 

و تقسیم دو طار    11در معادلح  12د  رابطحد گذار با جاد

آياد   دست می د دي رانسیل کامل بح دو معادلح،  f.hمعادلح بر 

هاد قابل قبول کح معادلح دي رانسیل حااکم   کح از بین جواب

و شرايط مرزد را اقناع کنند، تابع  11بر تابع پتانسیل معادلح 

 10د  مطاابق رابطاح   xو مثلثاتی در جهت  zنما ی در جهت 

منظور راحتی در اعمال شرايط مرزد تابع نما ی  است، کح بح

و نیز    الی    بح فرم تابع هیپربولیک نوشتح شدند. سرايب 

 بح کمک شرايط مرزد بايد تعیین شوند.   ،  ، 

                                   

                                    

(10)                  

 14کند کح رواباط   د دي رانسیل حاکم ايجاب می اقناع معادلح

 برقرار باشند: 15و 

(14) 
  

    
   

  

  
    

(15) 
  

    
   

  

  
    

گاه ساده شارايط   ( براد تیر مستطیلی با تکیح1) شکل مطابق

 :(11د  رابطح)اقناع شود  دهندسی فاصی باي

(11)              

و اقناااع شاارايط ماارزد هندساای،  13بااا اساات اده از معادلااح 

 19برابر صا ر و رابطاح      توان نتیجح گرفت کح سريب  می

 بايد برقرار باشد:

(19)       
 ⁄  

همچناین باا    .اسات عدد صحیح بزرگتر از ص ر  mکح در آن 

شاار  ماارزد لنگاار صاا ر در  ،11اقناااع شاارايط ماارزد رابطااح 

توان بح  حل را می بح اين ترتیبشود.  نیز برآورده میها  گاه تکیح

 بیان کرد: 18د  صورت رابطح فرم سرد و بح

(18)   ∑        
 

   
       

 است: 13بح فرم رابطح    در اين رابطح، 

        
      (  

 

 
)    

      (  

 

 
)   

(13)                 
      (  

 

 
)    

      (  
 

 
) 

  کح در آن، سرايب جديد 
   الی  

ز منظاور جلاوگیرد ا   بح  

اند و با اعمال سااير شارايط مارزد     طولانی شدن روابط تعريف شده

هاا، از شارايط مارزد     د ثابات  منظور تعیین بقیاح  بح بايد تعیین شوند.

تنش در سطوح فوقاانی و تحتاانی تیار    باقیمانده شامل شرايط مرزد 

بح شکل رابطاح   hو fروابط تغییرمکان برحسب توابع شود.  است اده می

   :است 23

           
         

   

       

(23)                     

   
   

   

          
 

   

     

 21باح شاکل رابطاح     hو fبرحسب توابع نش همچنین روابط ت

 :است

 
   [

    
         

   
          

   

   

            
 

   
     

]    

(21)    [
    

         

   
          

   

   

                  
 

   
      

]         
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       [

 
         

   
      

   

   
     

       
 

   
     

]  

شرايط مرزد  روابط، بالانويس معر  مرتبح مشتق است.در اين 

تنش شامل تنش نرمال ص ر در سطح فوقانی تیر و تنش برشای  

 20و  22صاورت رواباط    ص ر در سطوح بالا ی و پايینی تیر بح

 است:

(22)   (   
 

 
)                                  

(20)    (   
 

 
)                                  

صاورت رواباط    با اقناع اين شرايط مرزد، سح معادلح همگن بح

 آيد: دست می بح 21تا  24

 
                    

   

   
      

 

   

     

(24)     

( 
 
 
)
          

  
 
 
 
   

(
 

   

   
   

   

   
 )    

 
 
 
 
    

       

   

    

(25)       

 
 
 
 
    

(
 

   

   
   

   

   
 )    

  
 
 
 
    

       

   

  

(21)      

  
 
 
 
     

دلیل وجاود   د تحتانی تیر بح شر  مرزد تنش نرمال در ص حح

 :است 29بستر ارتجاعی دوپارامترد پاسترناک، مطابق با رابطح 

(29) 
  (   

 

 
)         

   

   
  

ترتیب معر  سختی فنرهاد وينکلار   بح   و    ، رابطحدر اين 

 در بیان اين شرايط مرزد و سختی برشی بستر ارتجاعی هستند.

پوشای   چشام از اصطکاک بین ص حح تحتانی تیر و لايح برشای  

 را باح  28، معادلاح  29 د اقناع شار  مارزد رابطاح    [17]د شو یم

 دهد: دست می

      
   

 

   

      
  

   

   

        
 

 
  

    
      

           

   

     
 

   

      

(28)     
 

 
          

 

 
           (

 

 
)         

              

بیاان   23صاورت رابطاح    باح     پارامتر ساختی بساتر   کح در آن

 شود: می

(23)         
    

باح     و    ، پارامتر سختی بستر عا وه بار   23بر اساس رابطح 

 هاد مود ارتعاش نیز وابستح است.   طول تیر و شکل

دساتگاه معاادلات   ، ياک  28و  21الای   24چهار معادلح همگن 

منظور رسایدن باح جاواب غیار      بح .دهند همزمان را تشکیل می

دستگاه برابر صا ر  اين ص ر لازم است کح دترمینان سرايب 

شود. با  منجر بح تنظیم يک مسئلح مقدار وي ه می باشد کح اين

، بساامد  mدسات آماده باراد هار      حل مسئلح مقدار وي ه بح

معار    mآيد کح در آن  دست می بح   اد متناظر تیر  زاويح

حال  منظور  بحهاد تیر در حال ارتعاش است.  موج تعداد نیم

در ايان  معادلح مقدار وي ه و تعیاین فرکاانس ارتعاشای تیار     

 است اده شده است. 1/8نسخح  MATLABافزار  از نرمقیق تح

نتایجعددی-3
دست آمده و نیز کنتارل   روابط بح درستیمنظور بررسی  بح

ايان   آمده از روش ماورد اسات اده در   دست محاسبات، نتايج بح

کاح مبتنای بار تئاورد      [20]جاع  با نتايج موجاود در مر  پ وهش

اسات و همچناین باا    برنولی بوده و مستقل از ساخامت  -اويلر

 نتايج ساير کارهاد تحلیلی و عددد مقايسح شده است.

(، نتايج بساامد ارتعااش طبیعای بادون بعاد      1) در جدول 

براد مقادير مختلاف نسابت ساخامت باح       ̅ تیر مود اول د  شده

از دسات آماده    بح   3%0بح ازاد سريب پواسون       طول 

در اين پ وهش با ساير مراجع مقايسح شاده  شده روش است اده 

و پارامترهااد  بعد کردن بسامد ارتعاشی تیار   منظور بی بح است.

 است. است اده شده 01و  03د ها از رابطحسختی بستر 

(29) 
  ̅    √

 

   

 

(29) 
 ̅  

    

  
     ̅  

   
 

    
 

بساامد  شاود مقاادير    ( م حظاح مای  1) جدول  کح در  گونح همان

کح مبتنی بر تئاورد   [20]ع مربو  بح مرجد  بعد شده اد بی حزاوي

ايان  و  [40]ع تر از نتايج مربو  بح مرج بزرگ استمقدماتی تیر 
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 نیا محمدزمان روشن بخش، بهرام نوا ی                                                        متکی ...  بعدد سحهاد تیرگونح در حالت  ارتعاش آزاد محیط 
 

 

اثاار کااح دلیاال آن ناشاای از در نظاار نگاارفتن  اساات پاا وهش 

هاد برشی و نیز لَختی دورانای در تیرهااد لاغار اسات.      کرنش

و ايان پا وهش باا    [ 20]ع وه بر اين، افات   نتاايج مرجاع    

 ياباد، باح   افازايش مای    ̅ و   ̅ و سختی بستر  δافزايش نسبت 

اين افت   بسیار قابال     ̅  1e13 و δ= 2/0 براد کحاد  گونح

ايان پا وهش باا نتاايج     د نتاايج حاصال از    توجح است. مقايسح

دهاد کاح بیشاترين افات        ( نشان می1) در جدول ]43[مرجع 

   درصد است. 1نتايج کمتر از 

ساح ماود اول    د عد شدهب اد بی ( بسامد زاويح2) در جدول

برحساب پارامترهااد    δهااد مختلاف    براد نسبت ارتعاش تیر

شود کاح   از اين جدول م حظح می سختی بستر ارا ح شده است.

ياباد  کاح    بعد تیر کاهش می با افزايش سخامت نسبی بسامد بی

مقدار اين کاهش با بالارفتن مودهاا باا شادت بیشاترد هماراه      

و   ̅ است. همچنین با افزايش پارامترهاد سختی بستر وينکلار  

بعاد تیار افازايش     بساامد بای    ̅ سختی بستر برشی پاساترناک  

يابد  کح مقدار اين افزايش باا عمیاق شادن تیار و باالارفتن       می

کاح   اد باح گوناح  ، ی با شدت کمترد همراه استمودهاد ارتعاش

   ̅  133 بعد مود اول براد ساختی وينکلار   افزايش بسامد بی

 22برابار   δ =5/0در نسبت و درصد  23برابر  δ =1/0 در نسبت

   ̅  1e13و اين مقادير براد مود سوم ارتعااش   درصد است،

 درصد است. 0/5و  25ترتیب برابر با  بح

بح منظور بررسی تاثیر سخامت تیر بر بسامد طبیعی، در  
 

 .پاسترناک بسامد بدون بعد اول تیر ساده بر بستر ارتجاعی( 1جدول )

 ̅   ̅  

1/120  =δ 1/15 =δ 1/5  =δ 

[20] [40] 
Present 

work 
[20] [40] 

Present 

work 
[20] [40] 

Present 

work 

0 

0 

0.5 

1 

2.5 

3.1415 

3.4767 

3.7360 

4.2970 

3.1414 

3.4765 

3.7355 

4.2964 

3.1414 

3.4765 

3.7355 

4.2965 

3.1415 

3.4767 

3.7360 

4.2970 

3.1302 

3.4667 

3.7265 

4.2880 

3.1322 

3.4694 

3.7311 

4.2919 

3.1415 

3.4767 

3.7360 

4.2970 

3.0479 

3.3945 

3.6580 

4.2183 

3.0577 

3.4072 

3.6618 

4.2359 

    

0 

0.5 

1 

2.5 

3.7483 

3.9608 

4.1437 

4.5824 

3.7482 

3.9606 

4.1435 

4.5822 

3.7482 

3.9606 

4.1335 

4.5822 

3.7483 

3.9608 

4.1437 

4.5824 

3.7389 

3.9516 

4.1347 

4.5734 

3.7394 

3.9545 

4.1398 

4.5789 

3.7483 

3.9608 

4.1437 

4.5824 

3.6705 

3.8839 

4.0663 

4.4991 

3.6858 

3.8986 

4.0858 

4.5159 

    

0 

0.5 

1 

2.5 

10.0247 

10.0365 

10.0489 

10.0847 

10.0242 

10.0361 

10.0481 

10.0839 

10.0242 

10.0362 

10.0483 

10.0843 

10.0247 

10.0365 

10.0489 

10.0847 

9.9958 

10.0077 

10.0196 

10.0551 

9.9986 

10.0154 

10.0286 

10.0758 

10.0247 

10.0365 

10.0489 

10.0847 

7.3408 

7.3408 

7.3409 

7.3411 

7.3548 

7.3605 

7.3659 

7.3748 

    

0 

0.5 

1 

2.5 

31.6237 

31.6238 

31.6245 

31.6257 

31.6217 

31.6221 

31.6224 

31.6236 

31.6221 

31.6226 

31.6230 

31.6467 

31.6237 

31.6238 

31.6245 

31.6257 

12.7722 

12.7722 

12.7722 

12.7722 

12.7949 

12.7949 

12.7951 

12.7977 

31.6237 

31.6238 

31.6245 

31.6257 

7.3508 

7.3508 

7.3508 

7.3508 

7.4067 

7.4067 

7.4067 

7.4071 

Table. 1. The first non-dimensional frequency of simply supported beam on Pasternak elastic foundation. 
 

 .تیر ساده بر بستر ارتجاعی پاسترناکسح بسامد بدون بعد اول ( 2)جدول 

  ̅     ̅       ̅      

   ̅  Mode1 Mode2 Mode3 Mode1 Mode2 Mode3 Mode1 Mode2 Mode3 

0.1 
0 

1 

3.1164 

3.7148 

6.0959 

6.4707 

8.8555 

9.1318 

3.7269 

4.1231 

6.1983 

6.5566 

8.8881 

9.1613 

9.9050 

9.9272 

10.1646 
10.2469 

11.0810 
11.2178 

0.2 
0 

1 

3.0479 

3.6578 

5.6859 

6.0991 

7.8746 

8.2121 

3.6701 

4.0657 

5.8025 

6.1903 

7.9170 

8.2468 

7.3403 

7.3408 

9.0631 
9.1060 

9.8168 
9.8918 

0.5 
0 

1 

2.7379 

3.3487 

4.5276 

4.9211 

5.8311 

6.0824 

3.3596 

3.6419 

4.6945 

4.9607 

5.9028 

6.0882 

4.3525 

4.3528 

5.1802 
5.1912 

6.1461 
6.1474 

Table. 2. The first three non-dimensional frequencies of simply supported beams resting on Pasternak elastic foundation.
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بعااد شااده مااود اول  تغییاارات بسااامد باای( 0و  2) هاااد شااکل

باح ترتیاب   براد مقادير مختلف پارامترهاد ساختی   δبرحسب 

کاح در   از آنجاا ی ارا ح شده است. برابر با ص ر و يک   ̅ براد 

گوناح محادوديتی در    اين پ وهش، برف   سااير کارهاا، های    

 δباراد  ارا ح شده هاد  منحنیاز اين رو  وجود ندارد، δانتخاب 

   ، مقادير بیشتر از تیرهاد عمیق نسبی ارا ح شده است.8/3تا 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 2شکل )

 

Fig. 2. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 0شکل )

 

Fig. 3. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

مشاخص اسات، باا افازايش ساخامت      ( 2 ) کح از شاکل  گونح همان

ش باا افازايش   کاح مقادار ايان کااه     ،يابد بعد تیر کاهش می بسامد بی

 . باا توجاح باح شاکل    با شدت بیشترد همراه است  ̅ پارامتر سختی 

باا    ̅ شود کح افزايش پارامتر ساختی برشای پاساترناک     ( ديده می0)

هرچند تاثیر پارامتر وينکلار در   افزايش بسامد طبیعی تیر همراه است،

باا مقايساح نتاايج    ح مراتب بیشتر است. برشی بسختی قیاس با پارامتر 

باا افازايش ساخامت و    شاود کاح    ( مشااهده مای  0و  2) هااد  شکل

 تیار  بعد بح سمت بسامد بسامد بی وينکلر و برشی، پارامترهاد سختی

بررسای تااثیر   منظاور   باح  شاود.  نزديک می   ̅   ̅ بدون بستر با 

 (5 و 4) هااد  بر بسامد طبیعی در شکل  ̅ پارامتر سختی بستر وينکلر

بعاد شاده ماود اول و ساوم برحساب       تغییرات بسامد بای بح ترتیب 

   ارا ح شده است. δسختی وينکلر براد سح نسبت مختلف 

 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 4شکل )

 
Fig. 4. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 5شکل )

 
Fig. 5. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

باافزايش پاارامتر ساختی   شود کح  ديده می( 4) ح شکلبا توجح ب

با افازايش  کح شدت آن يابد  بعد افزايش می وينکلر بسامد بدون

مطاابق   .ياباد  اد کااهش مای   م حظاح قابال   سخامت باح شاکل  

( شدت افزايش بسامد طبیعی بح دلیال افازايش   5و  4) هاد شکل

پارامتر سختی وينکلر در مودهاد بالاد ارتعاشی با کاهش هماراه  

باح    ̅ بعد برحساب   نتايج بسامد بی (9و  1) هاد در شکلاست. 

با درنظر گرفتن ساختی برشای پاساترناک     δازاد مقادير مختلف 
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 ارا ح شده است.    ̅  ̅ 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 1شکل )

 
Fig. 6. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

 

 (.   ̅ بعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 9شکل )

 
Fig. 7. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation ( ̅   ). 

 

هرچناد باا    شاود،  ( مشااهده مای  9و  1) هااد  با توجح بح شکل 

افزايش سختی برشی پاسترناک بسامد طبیعی کمی افزايش يافتح 

بعاد برحساب    است  با اين وجود، تغییرات منحنای بساامد بای   

وينکلر داراد وسعیت مشاابهی باا حالات بادون بساتر      سختی 

منظاور بررسای اثار پاارامتر ساختی بساتر برشای         باح  برشی اسات. 

تغییارات بساامد    (3و  8 ) هاد بر بسامد طبیعی در شکل  ̅ پاسترناک 

مقاادير   باح ازاد   ̅ ماود اول ارتعااش برحساب     د بعد شاده  بی

و  19/3برابر باا   δبح ترتیب براد مختلف پارامتر سختی وينکلر 

 .ارا ح شده است 2/3

δبعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 8شکل )      .) 

 
Fig. 8. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation (δ      ). 

δبعد تیر ساده بر بستر پاسترناک ) بی( بسامد 3شکل )     .) 

 
Fig. 9. The non-dimensional frequency of simply supported 

beam on Pasternak foundation (δ     ). 

باا افازايش   شاود کاح    دياده مای  ( 3و  8) هااد  با توجح بح شکل

يابد کاح شادت آن باا افازايش      افزايش میبعد  بسامد بی  ̅ پارامتر 

 سخامت و بالارفتن مود ارتعاشی با کاهش همراه است.

بعاد   منظور بررسی تاثیر سريب پواسون بار بساامد بای   بح  

( نتاايج بساامد ارتعااش طبیعای باراد      0) در جادول شده تیر، 

 1/3سبت سخامت بح طول و ساريب پواساون   مقادير مختلف ن

ارا ح شاده   1و  1333بح ترتیب برابر با   ̅ و   ̅ بح ازاد  5/3تا 

پواساون بساامد   دهد کح با افزايش نسابت   نتايج نشان می است.

ساخامت و باالا    يابد کح شدت آن با افازايش  بعد کاهش می بی

رفتن مود ارتعاش با کاهش همراه است. کاهش بسامد بح دلیال  

پاذيرد ياا    توان بح افزايش انعطا  افزايش نسبت پواسون را می

بعاد   ( تغییارات بساامد بای   13) در شاکل نرمی تیر نسابت داد.  

 ارا ح شده است. νسون حسب سريب پواد مود اول بر شده
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 .پاسترناک یساده بر بستر ارتجاع یرسح بسامد بدون بعد اول ت( 0جدول )

δ mode 
Poisson' ratio 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.1 
1 
2 
3 

6.059338 
7.456745 
9.864701 

5.937775 
7.319227 
9.558826 

5.854408 
7.211553 
9.417563 

5.766591 
7.103379 
9.276299 

5.672921 
6.995206 
9.135036 

0.5 
1 
2 
3 

4.328819 
5.251383 
6.300384 

4.253169 
5.159612 
6.190280 

4.202737 
5.098431 
6.116878 

4.143898 
5.032151 
6.037358 

4.093465 
4.970970 
5.982306 

Table. 3. The first three non-dimensional frequencies of simply supported beam on Pasternak elastic foundation. 

 .بعد تیر ساده بر بستر پاسترناکبسامد بی( 13)شکل 

 
Fig. 10. The non-dimensional frequency of simply 

supported beam on Pasternak foundation. 

گیرینتیجه-5
در اياان پاا وهش بسااامدهاد ارتعاااش آزاد تیرهاااد ايزوتااروپ   

گاه سااده متکای بار بساتر ارتجااعی دوپاارامترد        مستطیلی با تکیح

صاورت  از توابع پتانسیل اساکندرد قاادد باح    پاسترناک با است اده 

د روش ارا اح شاده، حاذ      تحلیلی ارا ح شده است. وي گی عمده

توزياع فرسای تانش برشای در ساخامت و       مانناد   فرسیات ساده

است اده از سريب تصحیح برش است. بار ايان اسااس ايان نتاايج      

 حاصل شدند:

ساامدهاد  توان در تعیین مقادار دقیاق ب   را میشده روش است اده  -

ارتعاش آزاد تیرهاد مستطیلی بر بستر دوپارامترد پاسترناک بادون  

اد وبراد هر نسبت سخامت بح طول تیار   کننده هرگونح فرض ساده

 گرفت. کار بح

ياباد.   با افزايش سخامت تیر، بسامد بدون بعاد تیار کااهش مای     -

 شدت اين کاهش در مودهاد بالاتر ارتعاش بیشتر است.

تیار   بعاد  رهاد سختی بستر باا افازايش بساامد بای    افزايش پارامت -

مودهاد همراه است کح شدت آن با افزايش سخامت و بالارفتن 

 يابد.   ارتعاشی کاهش می

بعاد   افزايش سريب پواسون منجر بح کاهش بسامد ارتعاشای بای   -

کح شدت آن باا افازايش ساخامت و باالا رفاتن ماود       شود،  تیر می

 ارتعاش با کاهش همراه است.
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Abstract: 

Beam theory is used in the analysis and design of a wide range of structures, from buildings to bridges to the load-

bearing bones of the human body. Beams resting on elastic foundation is vastly applied in many branches of 

engineering problems namely geo-technics, road, railroad, marine engineering and bio-mechanics. Foundation is 

often a rather complex medium, e.g. a rubberlike fuel binder, snow, or granular soil. The key issue in the analysis is 

modelling the contact between the structural elements and the elastic bed. Herein, the response of the foundation at 

the contact area is of interest, and not the stresses or displacements inside the foundation material. In most cases, the 

contact is presented by replacing elastic foundation with simple models, usually spring elements. The most 

frequently used foundation model in the analysis of beam on elastic foundation problems is the Winkler foundation 

model. In the Winkler model, the elastic bed is modeled as uniformly distributed, mutually independent, and linear 

elastic vertical springs, which produce distributed reactions in the direction of the deflection of the beam. However, 

since the model does not take either continuity or cohesion of the bed into account, it may be considered as a rather 

crude representation of the elastic foundation. In order to find a physically close and mathematically simple 

foundation model, Pasternak proposed a so-called two-parameter foundation model with shear interactions. The first 

foundation parameter is the same as the Winkler foundation model and the second one is the stiffness of the shearing 

layer in the Pasternak foundation model. Dynamic analysis is an important part of structural investigation and the 

results of free vibration analysis are useful in this context. Vibration problems of beams on elastic foundation occupy 

an important place in many fields of structural and foundation engineering. With increase in thickness, the existence 

of simplifying hypotheses in beam theories such as the ignorance of rotational inertial and transverse shear 

deformation in classic theory, the application of determination coefficient in first-order shear theory and the 

expression of one or few unknown functions based on other functions in higher-order shear theories are 

accompanied by reduction in the accuracy of these theories. This represents the necessity of precise and analytical 

solutions for beam problems with the least number of simplifying hypotheses and for different thicknesses. 

In the present study, the analytical solution for free vibration of homogeneous prismatic simply supported beam with 

rectangular solid sections and desired thickness resting on Pasternak elastic foundation is provided for completely 

isotropic behaviors under two-dimensional theory of elasticity and functions of displacement potentials. 

Characteristic equations of natural vibration are defined by solving partial differential equations of fourth order 

through the separation of variables and the application of boundary conditions. The major characteristics of present 

study include lack of limitations for thickness and its validity for beams of low, medium and large thicknesses is 

quite reliable. To verify, the results of present study were compared with those of other studies. Results show that 

increases in foundation parameters are associated with increases in natural frequency. The intensity is reduced 

considerably by increase in the ratio of thickness to length, for the values larger than 0.2 and in the higher modes of 

vibration . 
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