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 [14/20/49]تاریخ پذیرش:     [20/12/49]تاریخ دریافت: 

 

بنبدی، هبه در    هزینه بالای تولید شببکه المبان   اند. قرار گرفته پژوهشگرانهای بدون شبکه مورد توجه  های اخیر روش در دهه -چکیده

روش توابب  پایبه نمبایی یکبی از ایبن       رود. ترین دلایل این امر به شمار مبی  بعد محاسباتی و هه در بعد نیروی انسانی متخصص یکی از مهم

ای در مسائل مختلف علوم مهندسی با موفقیت به کار رفتبه اسبت.    حل انواع معادلات دیفرانسیل پاره برایها است که در هند سال اخیر  روش

شبود. نتباین نشبان     و کارایی نسبی آنها با یکدیگر مقایسبه مبی   شدهافزاری بحث  سازی این روش روی بسترهای مختلف نرم در این مقاله پیاده

هبای   شی از حل عددی را به شدت کباه  داد. کبارایی نسببی ان بام حبل ببا اسبتفاده از زببان        توان خطای نا سازی مناسب می دهد با پیاده می

هبای   افزاری ریاضی همبواره یکبی از سبوالات رایبن هنگبام اسبتفاده از ایبن بسبته         های نرم در مقایسه با بسته ++Cنویسی معمول مانند  برنامه

 متغیر است. 6تا  9/0سازی بهینه روش تواب  پایه نمایی این نسبت بین  پیادهشود در صورت  نشان داده می پژوه افزاری است. در این  نرم

 

 .سازی بهینه ای، پیاده مقدار تکین، معادلات دیفرانسیل پاره روش توابع پایه نمایی، شبه وارون، جداسازی :کلیدیواژگان

 

مقدمه-1
های حل عددی معادلات  روش المان محدود یکی از روش

های اخیر توسعه فروانی پیدا کرده و  دیفرانسیل است که در دهه

کاربردهای زیادی یافتبه اسبت. ایبن روش محبوبیبت خبود را      

کبارایی   ای، سازی رایانبه  مدیون عواملی مانند سادگی نسبی پیاده

بالا و نیز امکان استفاده در گستره بسیار وسیعی از مسائل است. 

با این وجود هنوز مسائل زیادی وجود دارنبد کبه روش المبان    

محدود قادر به حل آنها نبوده و یا در حل آنها دهار مشبکتت  

[ 1تبوان در مرجب  ]   ای از این مسائل را مبی  اساسی است. نمونه

های اسبتفاده از ایبن    ترین قسمت ینهجست و نمود. یکی از پرهز

اسبت. پیییبدگی سباخت ایبن      بندی  روش ساخت شبکه المان

هببا بببه علببت نیبباز روش المببان محببدود بببه شکسببتن    شبببکه

هبا کبه    ها است. این زیردامنه ی زیردامنههای دامنه به رو انتگرال

ساخته شوند  ای گونهشوند باید به  در این روش المان نامیده می

ها اشتراکی نداشته و اجتماع آنهبا   خود با سایر المانکه جز مرز 

هبا   تقسیم دامنه به زیردامنه شکلنیز برابر دامنه اصلی باشد. این 

ویبژه در  ه شود در حالت کلی و ب نامیده می  1که اصطتحاً افراز

بعدی بسیار پرهزینه است. ایبن هزینبه تنهبا در بعبد      مسائل سه

نیبروی متخصبص انسبانی نیبز     محاسباتی نبوده و شامل نیاز به 

هبای ببدون    های اخیبر روش  . از این روست که در سالشود می

قببرار گرفتببه اسببت. یکببی از  پژوهشببگرانشبببکه مببورد توجببه 

در مسائل زیادی با موفقیت  به تازگیهای بدون شبکه که  روش

 . اسبت  0مورد استفاده قرار گرفته است، روش تواب  پایه نمبایی 

 

 پژوهشی –مجله علمی 

 مدرسعمران مهندسی 

 1169، سال 1دوره هفدهم، شماره 
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 فرشید مسیبی                                                                              ...  بسترها یرو یینما هیروش بدون شبکه تواب  پا نهیبه یساز ادهیپ 
 

 

ن در سبال  برومنبد و همکبارا   ی لهببه وسبی  این روش ابتدا 

کنون ببرای حبل مسبائل الاستیسبیته،     [ و تبا 2ابداع شد ] 0224

انتشار موج الاسبتی،، خمب  صبفحات، دینامیب، سبیالات و      

[. سادگی روابط و 15-3بسیاری مسائل دیگر به کار رفته است ]

ای، امکان توسعه سری  به انواع معادلات خطی  سازی رایانه پیاده

سازی دامنه  گسستهگیری و  ابت، عدم نیاز به انتگرالبا ضرائب ث

 رود. حل از دیگر مزایای آن به شمار می

تاثیر بسیار زیبادی ببر کبارایی    تواند  سازی مناسب می پیاده

این روش در حل مسائل داشبته باشبد. سبرعت اجبرا، کباه       

ای  ، وجبود توابب  کتابخانبه   1خطاهای عددی ناشی از گرد کردن

توسعه برنامه از مواردی است که بایبد ببرای   مناسب و سهولت 

سازی مناسب در نظر گرفته شود. معمولاً توسبعه یب،    ی، پیاده

افزاری ریاضبی   های نرم روش عددی در مراحل اولیه روی بسته

هبای   گیرد. کبارایی ایبن بسبته    ان ام می 0و متلب 0مانند متمتیکا

برنامبه   سه بادر مقایای خود  افزاری در اجرای تواب  کتابخانه نرم

کاربر بسیار متفاوت است. ایبن موضبوع    ی به وسیلهشده  نوشته

هبای   های تازه توسعه یافته با روش شود مقایسه روش باعث می

نویسبی عبادی    هبای برنامبه   زبان ی به وسیلهتر که  عددی قدیمی

اند، بسیار مشکل باشد و نقبا    نوشته شده 9و فرترن ++Cمانند 

های جدیبد ببه سبرعت مشبخص نشبود. در ایبن        ضعف روش

پژوه  برای نزدی، شدن ببه پاسبخی ببرای ایبن مشبکتت،      

افبزاری متمتیکبا و    کارایی روش تواب  پایه نمایی روی بسته نرم

مورد مقایسبه   ++Cنویسی  زبان برنامه ی به وسیلهسازی آن  پیاده

سبازی و   های مختلف پیباده  رد. در هر دو مورد روشگی قرار می

 شود. های مختلف حل بررسی می کارایی نسبی قسمت

 

مروریبرروشتوابعپایهنمایی-2
روش تواب  پایه نمایی ی، روش بدون شبکه مبتنبی ببر   

از  متغیرهبای میبدان  است. در این روش برای تقریبب   9مرز

ی، ترکیب خطی از تواب  پایبه نمبایی ببا ضبرائب م هبول      

شبوند کبه    شود. این تواب  به شکلی انتخبا  مبی   استفاده می

                                                                                                     
1 round-off error 

2 Mathematica 

3 Matlab 

4 Fortran 

5 boundary method 

را بدون توجه به شرایط مبرزی آن   همگن معادله دیفرانسیل

 شبکلی برآورده نمایند. از سوی دیگبر ضبرائب م هبول ببه     

ند که شرایط مرزی به صورت تقریببی ببرآورده   آی بدست می

و  6د. ی، مساله معادله دیفرانسبیل شبامل معادلبه حباکم    شو

شرایط مرزی در حالت کلی به صورت زیبر در نظبر گرفتبه    

 :شود می

(1) 
in  

o n  ,

o n  

D N

D D D

D N

N N N

 
      

 
    


 

L u f

L u f

L u f

 

عملگر دیفرانسیلی خطبی   Lتاب  م هول،  uکه در آن 

با ضرایب ثابت، 
D

L  و
N

L    عملگرهای دیفرانسبیلی مبرزی

، fببوده و   8و طبیعی 7روی مرزهای ضروری
D

f  و
N

f   ببه

و ترتیب تواب  سمت راست مناسب در معادلات هسبتند.  

  و  دامنببه حببل و مببرز آن بببوده
D

  و
N

  هببای  بخبب

دهد. از آن ا که تاکید  ضروری و طبیعی این مرز را نشان می

سازی بهینه این روش بوده و روش حل  این پژوه  بر پیاده

غیرهمگن بسیار به یکدیگر شباهت دارد، در شکل همگن و 

f) تنها شکل همگن معادله حاکم ( در حالبت دوبعبدی   0

[ 0در نظر گرفته شده است. شکل کلی این روش در مرج  ]

آمده است. برای حل این مساله معادله دیفرانسیل ببا کمب،   

ه صورت ب متغیرهای میدانروش تواب  پایه نمایی، تقریبی از 

 :شود زیر در نظر گرفته می

(0) 
1

ˆ

m

k k

k

c



  u u ψ 

، بببالادر رابطبه  
k

c   ضببرائب م هبول و
k

ψ  تواببب  پایببه

نمایی هستند. تواب  پایه در این روش به شکل زیبر تعریبف   

 :شوند می

(0) exp ( )
k k k k

x y  ψ Λ 

که در آن 
k

  و
k

   اعدادی مخبتلط و
k

Λ    یب، ببردار

وابسته به 
k

  و
k

   است. از آن ایی که در این روش تواب

 :پایه باید در معادله حاکم صدق نماید

(9) 
k
Lψ 0 

 Lاست در این حالت با توجه ببه خطبی ببودن     آشکار

                                                                                                     
6 governing differential equation 

7 essential 

8 natural 
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 :رابطه زیر همواره برقرار خواهد بود

(9) 
1 1

ˆ

m m

k k k k

k k

c c

 

   L u L ψ Lψ 0 

به عبارت دیگر معادله حاکم به صبورت دقیبب ببرآورده    

خواهد شد و تنها نیاز اسبت شبرایط مبرزی ببرآورده شبود.      

ی، سری از نقا   ی به وسیله برای این کار مرز دامنه حل 

د. اگر اپراتبور دیفرانسبیلی   وش می سازی گسسته
B

L    و تباب

 :است آن روی مرز به شکلسمت ر

(6) ,
D j D D j D

B B

N j N N j N

     
  

     

L x f x
L f

L x f x
 

تعریف شود که در آن 
j

x     مختصات یب، نقطبه مبرزی

 :آید دست میه است، رابطه زیر ب

(7) 
1 1

ˆ

m m

B B k k k B k B

k k

c c

 

   L u L ψ L ψ f 

در محبل نقبا  مبرزی و ترکیبب      ببالا با ببرآورد رابطبه   

معادلات به صورت سبتونی، دسبتگاه معبادلات خطبی زیبر      

 :آید بدست می

(8) 
1

m

k k

k

c



 v h 

 :که در آن

(4) ( ) ( ) , ( ) , 1, ,
j j

k j B k j B
j n  

x x
v L ψ h f 

تعببداد نقببا  مببرزی اسببت. دسببتگاه   n بببالادر رابطببه 

 زیر بازنویسی نمود توان به صورت معادلات فوق را می

(12) vc h 

 :که در آن

(11)
1 2 1 2

,
TT T T T

m m
c c c   

 
c v v v v 

از آن ا که تواب  پایه به کار رفته لزوماً بر یکدیگر عمود 

( نیز در حالت کلبی ببا تعبداد نقبا      mنبوده و تعداد آنها )

ی، ماتریس مستطیلی ببا مرتببه    v( برابر نیست، nمرزی )

( در ایبن  12خواهد بود. دسبتگاه معبادلات خطبی )    1ناکامل

حالت جوا  یکتا ندارد. هنانیه از روش حبداقل مربعبات   

خطا استفاده شود، بهترین جوا  این دسبتگاه معبادلات ببه    

 :آید صورت زیر بدست می

(10) 
2

m in


   v c h c v h 

                                                                                                     
1 rank deficient 

که در آن 
v است. 0پنروز-مور 0وارون تعمیم یافته 

ای میان  (، باید رابطه9برای برقراری رابطه )
k

  و
k

  و

نیز 
k

Λ   ( در رابطبه  0برقرار باشد. بدین منظور اگبر رابطبه )

یب، عملگبر    L( قرار داده شود، ببا توجبه ببه ایبن کبه      9)

 :دیفرانسیلی با ضرائب ثابت است

(10) [ ex p ( )]

( , ) ex p ( )

k k k k

k k k k k

x y

x y

 

   

 

  

Lψ L Λ

Q Λ 0
 

از آن ا که تاب  نمایی همواره مخالف صفر اسبت، ببرای   

غیربدیهی ) ( به شکل10برقراری رابطه )
k
Λ  ( باید0

(19) det ( , ) 0 , nu ll ( , )
k k k k k

    Q Λ Q 

nکبببه در آن  u ll ( , )
k k

 Q   فضبببای پبببوی مببباتریس

( , )
k k

 Q     است. فضای پوی ی، ماتریس ببه صبورت زیبر

 :شود تعریف می

(19)  n u ll | A v A v 0 

شبود.   نامیده می 9( معادله مشخصه19)معادله اول رابطه 

این معادله در حالت دوبعبدی یب، رابطبه میبان     
k

  و
k

 

تبوان   دهد و با انتخا  یکبی از ایبن مقبادیر، مبی     بدست می

( 19مقدار دیگر را محاسبه نمود. در هر صورت اگر رابطبه ) 

دیفرانسیل حاکم به صورت دقیب برقرار برقرار باشد، معادله 

خواهببد شببد. بببرای توضببیحات بیشببتر در مببورد هگببونگی 

 [ مراجعه نمایید.2انتخا  این اعداد به مرج  ]

استفاده از اعداد مخبتلط همبواره مبورد پسبند کباربران      

توان نشان داد که ببا اسبتفاده از رابطبه     نیست. به سادگی می

ببه کمب، اعبداد     تنهبا  اتوان محاسببات ر  معروف اویلر، می

های حقیقی  حقیقی ان ام داد. با ت زیه تواب  شکل به قسمت

آیبد کبه معادلبه     دست مبی ه و موهومی، تواب  پایه جدیدی ب

تواند به جای توابب  پیشبنهادی    حاکم را برآورده نموده و می

این روند تعداد تواب  پایه و  قبلی مورد استفاده قرار گیرد. در

شود، اما از آن ا  رائب م هول دو برابر میدر نتی ه تعداد ض

ای دو براببر   که برای ذخیره نمودن هر عبدد مخبتلط حافظبه   

مقدار لازم برای ذخیره نمودن ی، عدد حقیقبی مبورد نیباز    

کند. از آن ا کبه   است، حافظه کلی مورد استفاده تغییری نمی

                                                                                                     
2 generalized inverse 

3 Moore-Penrose 

4 characteristic equation 
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هببای تواببب  از اعببداد مخببتلط پشببتیبانی  برخببی از کتابخانببه

، در ایبن پبژوه  از ایبن شبکل روش ببرای حبل       کنند نمی

 مسائل استفاده شده است.


روشتوابعپایهنماییسازیپیاده-3
 vدهد با سباخت مباتریس    نگاهی به قسمت قبل نشان می

که در حقیقت محاسبه تواب  پایه 
k

ψ   در محل نقا
j

x   اسبت

در هبر نقطبه از دامنبه     û، عمتً محاسببه  cو محاسبه ضرائب 

سازی  بسیار ساده است. تنها قسمتی که از نظر محاسباتی و پیاده

یافته ماتریس  رسد، محاسبه وارون تعمیم کمی پیییده به نظر می

v افزاری ریاضبی از   های نرم است. محاسبه این وارون در بسته

پذیر اسبت. ایبن وارون ببه علبت      ای امکان طریب تواب  کتابخانه

خواص منحصر بفرد آن کاربردهای بسیار زیادی در بسبیاری از  

هبای   . برای محاسبه این وارون روش[16] های علوم دارد شاخه

هبا در   بسیار زیادی توسعه داده شده است. بسیاری از این روش

تواننبد   ای از مسائل کاربرد داشته و در حالت کلی نمبی  محدوده

یافته هر ماتریس دلخواه را محاسببه نماینبد. ببرای     وارون تعمیم

ه نویسبنده بب   ی به وسبیله ها  بررسی کارایی، برخی از این روش

سبازی شبد. نتباین بدسبت آمبده همبراه ببا         صورت کامل پیاده

[ نشبان داد  16] مراج  مراج  مانند بیشترهای موجود در  توصیه

و ابعباد نسببتاً ببزر      vکه به علت پایین بودن مرتبه ماتریس 

یافتبه یب،    آن، تنها روش مطمئن ببرای محاسببه وارون تعمبیم   

است. در این روش  1ه از جداسازی مقدار تکینماتریس، استفاد

ببه صبورت زیبر جداسببازی     Aیب، مباتریس دلخبواه ماننببد    

 :شود می

(16) H
A UΣV 

مباتریس شبامل بردارهبای     ببه ترتیبب   Vو  Uکه در آن 

ترانهباده مبزدوج    Hتکین هب  و راسبت ببوده و ببالانویس     

یبب،  Σدهببد. همینببین  یبب، مبباتریس را نشببان مببی 0مخببتلط

قطری است که مقادیر تکین را روی قطر اصبلی خبود جبا داده    

رگتبر یبا مسباوی صبفر     است. این مقادیر همبواره حقیقبی و بز  

هستند. ی، ماتریس مربعی ببا مقبادیر تکبین بزرگتبر از صبفر      

یافته برابر اسبت.   دارای وارون بوده و وارون آن با وارون تعمیم

                                                                                                     
1 singular value decomposition 

2 complex conjugate transpose 

بببا موجببود بببودن ایببن جداسببازی از یبب، مبباتریس، وارون    

 :شود یافته آن به صورت زیر تعریف می تعمیم

(17) H 
A VΣ U 

ن ماتریس قطری که در آ
Σ شود به صورت زیر تعریف می: 

(18) 
1

( ) ( ) 0
( ) ( n o  su m  o n  )

0 ( ) 0

i i i i

i i

i i

i




 

 


Σ Σ
Σ

Σ
 

سازی عددی، به جای مقایسه مقبادیر تکبین    در هنگام پیاده

کنند که معمولاً  استفاده می با صفر، از ی، عدد کوه، مانند 

 :شود میبه صورت زیر تعریف 

(14) 100 m ax
m

  Σ 

mکه در آن  ax Σ   ببوده و   بزرگترین مقدار تکبین مباتریس

m
   حد بالای خطای نسبی ناشی از گرد کردن اعداد در رایانبه

 ( اسبببت. ببببرای متغیرهبببای 0ماشبببین مبببورد اسبببتفاده ) 

 ایبببببن مقبببببدار براببببببر   9دقبببببت مضببببباعف ببببببا  

برای  ++Cسازی  است. در پیاده 002996294092010/0×16-12

متعلب ببه کتابخانبه    DGESDDمحاسبه جداسازی تکین از تاب  

LAPACKتواب  
 استفاده شده است.[ 17] 9

ببرای   PseudoInverseافزاری متمتیکبا دسبتور    در بسته نرم

رود. مطبابب   ریس به کبار مبی  یافته ی، مات محاسبه وارون تعمیم

مستندات فنی، این دستور نیز از جداسازی مقبدار تکبین ببرای    

گیببببرد. همینببببین از دسببببتور  ایببببن کببببار بهببببره مببببی 

SingularValueDecomposition تبببوان ببببرای محاسببببه  مبببی

( شبامل ضبر    17جداسازی مقدار تکین استفاده نمود. رابطه )

تواند به صورت  باشد. این ضر  می سه ماتریس در یکدیگر می

ود. در هبر دو صبورت ح بم    یک ا و یا در دو مرحله ان ام ش

بسیار بالا است. ی، روش جهت کباه  محاسببات    محاسبات

استفاده از قطری بودن ماتریس 
Σ   و مقیاس نمودن سبطرها و

به صبورت مناسبب اسبت.     Vو  Uهای  های ماتریس یا ستون

مشاهده شد ان ام این کار نبه   ++Cسازی ان ام شده با  در پیاده

تواند در کاه   میبلکه دهد،  تنها ح م محاسبات را کاه  می

سازی دیگری کبه در   خطاهای عددی نیز بسیار موثر باشد. بهینه

حاسببات و  سازی ان ام گرفت کاه  م دد ح بم م  روند پیاده

                                                                                                     
3 machine epsilon 

4 double precision 

5 linear algebra package 
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( است. از رابطبه  17و  10خطاهای عددی با استفاده از روابط )

ضبر  مباتریس وارون    ( واضح است که در نهایت حاصبل 17)

یافته در ی، بردار مورد احتیاج اسبت. هنانیبه از رابطبه     تعمیم

 ( این وارون به صورت زیر نوشته شود17)

(02) H 
v VΣ U 

 (10رابطه ) با جایگذاری آن در

(01) ( )
H H  

   
 

c v h V Σ U h V Σ U h 

هبا، در   پبذیری ضبر  مباتریس    با توجه به خاصیت شرکت

تنها ضر  ماتریس در بردار مورد نیاز است که ح م  بالارابطه 

 بسیار کمتری از عملیات را در پبی داشبته و من بر ببه خطبای     

دهد کاه  خطا  شود. نتاین نشان می بسیار کمتری می گردکردن

سازی این مورد در بسته ریاضی متمتیکا هم به همان  در اثر پیاده

 اندازه قابل توجه و موثر است.

ان بام شبده مشبخص شبد در کتابخانبه       پژوهشهایبعد از 

که برای محاسبه جداسازی مقدار تکین به کار  LAPACKتواب  

تواند مسباله   ری وجود دارد که مستقیماً میرفته است، تواب  دیگ

( را ببا دادن  10حداقل مربعات خطای مطبر  شبده در رابطبه )   

 vبدون هیچ پی  شرطی روی مرتبه مباتریس   hو  vمقادیر 

بدون نیباز ببه محاسببه صبریح      cحل کند. در این روش بردار 

آید و با توجبه ببه عبدم     بدست می Vو  U ،Σهای  ماتریس

نیاز به استفاده از ضر  ماتریس در بردار مطر  شده در رابطبه  

ترین تابعی که این کبار   ( بسیار مقرون به صرفه است. سری 01)

اسبت کبه از روش تقسبیم و     DGELSDدهد تباب    را ان ام می

در  c[. از این تاب  برای محاسبه بردار 17کند ] استفاده می 1غلبه

اسبتفاده شبد و ببا توجبه ببه کباه  بیشبتر         ++Cسبازی   پیاده

محاسبات، سرعت محاسبات افزای  یافتبه و خطاهبای عبددی    

نیز کاه  هشمگیری پیدا نمبود. توضبیحات بیشبتر در مبورد     

 های تواب  استفاده شده در بخ  آتی ارائه خواهد شد. کتابخانه

با جست و در مستندات فنی مشخص  سازی متمتیکا نیز در پیاده

نیز هنگبامی کبه مرتببه مباتریس کامبل       LinearSolveشد تاب  

نباشد برای حبل دسبتگاه معبادلات از روش مشبابهی اسبتفاده      

ماننببد تفاده از ایببن دسببتور خطاهببای عببددی کنببد. بببا اسبب مببی

                                                                                                     
1 divide and conquer 

 کاه  هشمگیری از خود نشان داد. ++Cسازی  پیاده

تواند  قسمت دیگری از روند حل که هر هند ساده است می

اسبت.   vسازی واق  شود، مرحله سباخت مباتریس    مورد بهینه

تواند ان بام گیبرد، سباخت ایبن      سازی که در این مورد می بهینه

اسبت کبه ببا     ++Cسبازی   در پیباده  0ماتریس به صورت موازی

های پردازنبده   م شده و از تمام هستهان ا OpenMP 0استفاده از 

نمایبد.   به صورت همزمان استفاده مبی  vبرای ساخت ماتریس 

هر هند ساده است، باید ببا   vاین روش برای ساخت ماتریس 

 9دقت زیادی ان ام شود تا از مشبکتتی ماننبد شبرایط مسبابقه    

 شود. جلوگیریبرنامه  9های میان رشته

سبازی قاببل تبوجهی در     سازی متمتیکبا نیبز بهینبه    در پیاده

قاببل ان بام    Compileببا اسبتفاده دسبتور     vساخت مباتریس  

است. این دستور برای کامپایل کردن کبد کباربر ببه نبوعی کبد      

رود. از  ببرای افبزای  سبرعت اجبرای آن ببه کبار مبی        6میبانی 

توان ببه عبدم امکبان اسبتفاده از      های این دستور می محدودیت

در کد کامپایل شده اشاره کرد. همینین ایبن   7محاسبات نمادین

ای )ماننبد   دستور هیچ تاثیری بر سرعت اجرای توابب  کتابخانبه  

LinearSolveامکان استفاده  های اخیر متمتیکا، ( ندارد. در نسخه

از پببردازش مببوازی فببراهم شببده اسببت. در صببورت اسببتفاده  

مناسب، این قابلیت باعث کاه  زمان اجرای برنامه با اسبتفاده  

کبه مشبابه اسببتفاده از    شبود  هبای پردازنبده مببی   از تمبام هسبته  

OpenMP سازی  در پیادهC++   سبازی سباخت    اسبت. در بهینبه

کبه نسبخه    ParallelTableتبوان از دسبتور    ماتریس ضرایب می

است، بهره برد. در بخ  مربو  به نتباین   Tableموازی دستور 

هبا ببر سبرعت اجبرا و      سبازی  هر کدام از این بهینبه  آثارعددی 

 خطاهای عددی بررسی خواهد شد.
 

++Cازیسدرپیادهشدههایتوابعاستفادهکتابخانه-4

در  LAPACKدر قسمت قبل اشاره شد که کتابخانبه توابب    

( و حبل دسبتگاه   02برای جداسازی مقدار تکین ) پژوه این 

                                                                                                     
2 parallel 

3 open multi-processing 

4 race condition 

5 threads 

6 intermediate code 

7 symbolic computations 
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 فرشید مسیبی                                                                              ...  بسترها یرو یینما هیروش بدون شبکه تواب  پا نهیبه یساز ادهیپ 
 

 

تفاده شبده اسبت. ایبن کتابخانبه توابب       ( اس12معادلات خطی )

و به وسیله زبان فرترن توسعه داده شد  1440اولین بار در سال 

های توابب  اسبتاندارد در    و به سرعت تبدیل به یکی از کتابخانه

های معبادلات خطبی،    کارهای عددی تبدیل گشت. حل دستگاه

کین از مسائل حداقل مربعات خطا و نیز مسائل مقادیر ویژه و ت

جمله کاربردهای این کتابخانه تواب  است. ایبن کتابخانبه توابب     

BLAS 1 [18 ]تبری ببه نبام     خود از کتابخانه تواب  سبطح پبایین  

هبا اسبتفاده    برای ان ام محاسبات مربو  به بردارهبا و مباتریس  

نیز ی، کتابخانه تواب  اسبتاندارد   BLASخانه تواب  کند. کتاب می

به وسبیله زببان فرتبرن     1474کارهای عددی است که در سال 

ها ببه صبورت رایگان/کبد     توسعه داده شد. هر دو این کتابخانه

در اختیار عموم قرار دارند و ایبن موضبوع باعبث توسبعه      0باز

ام توابب  و  بسیار زیاد آنها شده است. به علت استاندارد بودن نب 

پارامترهای به کار رفته در آنها و نیبز کباربرد بسبیار زیباد ایبن      

های متفاوتی از آنها توسبعه داده شبده اسبت.     سازی تواب ، پیاده

افبزاری   افبزاری و سبخت   ها برای بسبترهای نبرم   سازی این پیاده

تببرین  انببد. از جملببه معببروف   سببازی شببده  ای بهینببه ویببژه

 0های کد بسته توان به کتابخانه ها می ههای این کتابخان سازی پیاده

AMD ACML 9 [14 و ]Intel MKL 9 [20   اشاره نمود کبه هبر ]

سبازی   هبا بهینبه   هبای سباخت ایبن شبرکت     کدام برای پردازنده

گیبر در کتابخانبه    ً تمام محاسبات زمان اند. از آن ا که تقریبا شده

LAPACK تواب   ی به وسیلهBLAS شود، ببا اسبتفاده    ان ام می

تببوان حتببی بببا کمبب،  مببی BLASسببازی بهینببه  از یبب، پیبباده

نیبز ببه کبارایی بسبیار ببالایی       LAPACKسازی استاندارد  پیاده

 BLASهای بسبیار کارآمبد    سازی دست پیدا کرد. از جمله پیاده

ATLASتبوان ببه    مبی 
OpenBLAS[ و 21] 6 

 هببر دو[ کبه  22] 7 

، اشاره نمود. این روش در ندستهکد باز رایگان/ های سازی پیاده

بخ  آتی برای دسبتیابی ببه کبارایی ببالا در محاسببات مبورد       

 بررسی و مقایسه قرار خواهد گرفت.


                                                                                                     
1 basic linear algebra sub-programs 

2 free/open source 

3 closed source 

4 AMD core math library 

5 Intel math kernel library 

6 automatically tuned linear algebra software 

7 open basic linear algebra sub-programs 

نتایجعددی-5
های معرفی شده در قسمت قبل کامتً  سازی از آن ا که بهینه

کلی است، برای سادگی در ارائه مطالب از معادلبه لاپبتس کبه    

شبود. ایبن    اسکالر است، به عنوان نمونه استفاده مبی ی، معادله 

های علوم دارد، ببه   معادله که کاربرد زیادی در بسیاری از شاخه

 :شود صورت زیر بیان می

 

(00) 
2 2

2

2 2
0

u u
L u u

x y

 
    

 
 

 

( معادلبه مشخصبه و   10با استفاده از رابطه فوق و نیبز رابطبه )  

مقدار 
k

  آید صورت زیر بدست میبه: 

 

(00) 2 2
( , ) 0 , 1

k k k k k
Q         

 

بر حسب  بالابا حل معادله 
k

  و
k

     ببه صبورت جداگانبه و

( و نامگذاری مناسبب ببر حسبب یب،     0جایگذاری در رابطه )

متغیر مانند 
k

آید صورت زیر بدست می ، تواب  پایه به: 
 

(09) exp( i ), exp( i )
k k k k
x y x y      

 

iکه در آن  1     است. هنانیه تواب  پایه حقیقی مبورد نظبر

 :توان تواب  زیر را بدست آورد باشد با استفاده از رابط اویلر می

(09) 

e x p ( )

e x p ( )

e x p ( )

e x p ( )

e

c o s ( ) ,

s in ( ) ,

c o s ( ) ,

s in ( ) ,

c o s ( )

s in (

x p ( ) ,

e x p ( )

e x

) ,

c o s ( ) ,

s in (

p ( )

e x p ( )

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

a x b y

a x b y

a x b y

b x a y

b x a y

b x a y

b x a y

a x b y

a x b y

a x

a x b y

b x a y

b x a y

b x a y

b x a

b y

a yy x b























 









 )

 

 
که در آن 

k
a  و

k
b .دو عدد حقیقی هستند 

]در تمامی مسائل دامنه حل به صورت  1,1] [ 1,1]     

فرض شده است. شرایط مرزی ببه صبورت ضبروری در نظبر     

اسبت.   شبده گرفته شده و از روی حل دقیب داده شده محاسببه  

مقادیر 
k

a  و
k

b  در محدوده[ 1,1]    0با فواصبل مسباوی .05 

 در نظر گرفته شده است.
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 افزاری مورد استفاده ای و بسترهای نرم های رایانه مشخصات سیستم – 1جدول 

System 
CPU 

RAM OS C++ compiler Mathematica 
Type Cores 

1 Intel Core2 Duo P8600 2 4 GB DDR2 
Ubuntu 12.10 

(64 bit Linux) 
GCC 4.6.3 9.0.1 (64 bit) 

2 AMD Phenom Quad core 9950 4 4 GB DDR2 Ubuntu 12.10 

(64 bit Linux) 
GCC 4.6.3 9.0.1 (64 bit) 

3 Intel Core i7 2700 4 + 4 8 GB DDR3 Ubuntu 12.10 

(64 bit Linux) 
GCC 4.6.3 9.0.1 (64 bit) 

Table 1 – Specifications of hardware systems and software platforms 
 

1های مختلف در ساخت ماتریس ضرایب روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 2جدول   

Optimization 

performed 

Coefficient matrix dimensions 
80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

M
at

h
em

at
ic

a 

None 1.50 1.00 2.97 1.00 5.56 1.00 11.03 1.00 

ParallelTable 1.25 1.20 2.94 1.01 5.16 1.08 8.77 1.26 

Compile 0.29 5.11 0.56 5.34 1.08 5.16 2.05 5.39 

Compile and 
ParallelTable 

0.30 5.09 0.56 5.32 1.03 5.42 1.99 5.54 

C
+

+
 None 0.12 12.32 0.19 14.84 0.34 15.40 0.59 17.90 

OpenMP 0.07 19.44 0.11 26.21 0.21 25.27 0.33 31.62 

Table 2 – Comparison of performance in building coefficient matrix on System 1 

 
 2های مختلف در ساخت ماتریس ضرایب روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 3جدول 

Optimization 

performed 

Coefficient matrix dimensions 
80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

M
at

h
em

at
ic

a 

None 1.45 1.00 2.83 1.00 5.30 1.00 10.57 1.00 

ParallelTable 0.55 2.62 0.97 2.92 1.83 2.89 3.49 3.03 

Compile 0.27 5.48 0.50 5.65 0.95 5.60 1.82 5.81 

Compile and 
ParallelTable 

0.28 5.28 0.51 5.54 0.95 5.57 1.82 5.80 

C
+

+
 None 0.14 10.39 0.21 13.22 0.40 13.36 0.73 14.51 

OpenMP 0.05 28.81 0.07 39.64 0.12 44.31 0.21 51.12 

Table 3 – Comparison of performance in building coefficient matrix on System 2 
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 3های مختلف در ساخت ماتریس ضرایب روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 4جدول 

Optimization 

performed 

Coefficient matrix dimensions 
80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

R
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e 

(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

R
u

n
 t

im
e 

(s
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M
at

h
em

at
ic

a 

None 0.71 1.00 1.38 1.00 2.64 1.00 5.26 1.00 

ParallelTable 0.32 2.19 0.46 2.98 0.82 3.22 1.58 3.33 

Compile 0.14 5.10 0.26 5.38 0.48 5.48 0.91 5.78 

Compile and 
ParallelTable 

0.13 5.30 0.25 5.45 0.46 5.71 0.89 5.93 

C
+

+
 None 0.07 10.09 0.10 14.16 0.18 14.98 0.27 19.22 

OpenMP 0.03 27.77 0.03 52.83 0.05 57.61 0.07 72.26 

Table 4 – Comparison of performance in building coefficient matrix on System 3 
 

 

ای و بسبترهای   هبای رایانبه   مشخصبات سیسبتم  ( 1) جدول

دهد. تمامی  را نشان می این پژوه افزاری مورد استفاده در  نرم

بیتی ان ام شبده اسبت.    69ها روی سیستم عامل لینوکس  تست

( و نیبز  GCCهمبراه سیسبتم عامبل )    ++Cهمینین از کامپایلر 

 استفاده شده است. بیتی 69یکای متمت

هبای مختلبف در سباخت     کبارایی روش  9تا  0های  جدول

دهبد.   های مختلبف نشبان مبی    ماتریس ضرایب را روی سیستم

برای هر ی، از ابعاد نشان داده شده، زمان سباخت مباتریس و   

سبازی متمتیکبا ببدون     نیز سرعت نسبی محاسبه نسبت به پیباده 

ماتریس ضرایب ذکر شبده اسبت. لازم   سازی با همان ابعاد  بهینه

به یادآوری است ساخت ماتریس ضرائب مستقل از حبل دقیبب   

سبازی متمتیکبا،    دهد در پیباده  باشد. نگاهی به نتاین نشان می می

 6تبا   9تواند زمان اجبرا را ببین    می Compileاستفاده از دستور 

ببا  ، ParallelTableبرابر کاه  دهد. همینین استفاده از دستور 

، Compileاز اسبتفاده یبا عبدم اسبتفاده از دسبتور       پوشی هشم

گاهی تاثیر منفی ناهیز و گاهی تاثیر مثبت دارد. در م موع و با 

هبببای لازم در اسبببتفاده از دسبببتور  در نظبببر گبببرفتن دقبببت

ParallelTable شود. کاربرد آن توصیه نمی 

سببرعت سبباخت  ++Cسببازی  واضببح اسببت کببه در پیبباده

سبازی ببدون    بالاتر خواهد بود. در پیباده  ماتریس ضرائب بسیار

، افبزای  سبرعت نسببت ببه متمتیکبا ببدون       ++Cسبازی   بهینه

 02بین  OpenMPبرابر و با استفاده از  02تا  12سازی بین  بهینه

در ایبن قسبمت    ++Cبرابر خواهد بود که نشان از برتری  72تا 

 از حل دارد.

هبای مختلبف در حبل     کبارایی روش ( 7تبا   9) های جدول

هبای مختلبف نشبان     دستگاه معبادلات خطبی را روی سیسبتم   

 دهد.  می

برای هبر یب، از ابعباد نشبان داده شبده، زمبان حبل دسبتگاه          

سازی  معادلات خطی و نیز سرعت نسبی محاسبه نسبت به پیاده

بببا همببان ابعبباد مبباتریس  PseudoInverseمتمتیکببا بببه وسببیله 

sinشده است. در این ا از تباب    گفتهضرایب  2 cosh 2xu y 

به عنوان حل دقیب استفاده شده است. در رونبد بدسبت آوردن   

ببه نتباین عبددی     Intel MKLنتاین، استفاده از کتابخانه توابب   

نادرستی من ر شد و بنابراین نتاین مربو  به آن گبزارش نشبده   

ه از دسببتور دهببد عمومبباً اسببتفاد   اسببت. نتبباین نشببان مببی  

PseudoInverse  تببببر از اسببببتفاده از دسببببتورات    سببببری

SingularValueDecomposition  وLinearSolve  اسبببت، امبببا

 خطای آن بسیار بیشتر است.  
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 1های مختلف در حل دستگاه معادلات خطی روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 5جدول 

Implementation used 

Coefficient matrix dimensions 
80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

R
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R
u

n
 t
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(s
) 

S
p

ee
d

 u
p

 

M
at

h
em

at
ic

a PseudoInverse 0.07 1.00 0.16 1.00 0.34 1.00 1.21 1.00 

SingularValueDecomposition 0.10 0.68 0.21 0.76 0.37 0.92 1.28 0.94 

LinearSolve 0.07 0.93 0.13 1.30 0.33 1.03 0.87 1.38 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 0.14 0.50 0.71 0.23 1.20 0.29 4.01 0.30 

DGESDD (ACML) 0.09 0.75 0.25 0.67 0.72 0.48 1.84 0.66 

DGESDD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.07 0.97 0.31 0.53 0.75 0.46 2.07 0.58 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 0.05 1.36 0.30 0.55 0.58 0.59 1.97 0.61 

DGELSD (ACML) 0.04 1.67 0.11 1.52 0.38 0.89 1.03 1.17 

DGELSD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.04 1.84 0.14 1.14 0.35 0.99 1.06 1.14 

Table 5 – Comparison of performance in solving system of linear equations on System 1 

 
 2های مختلف در حل دستگاه معادلات خطی روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 6جدول 

Implementation used 

Coefficient matrix dimensions 
80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 
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M
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h
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at
ic

a PseudoInverse 0.21 1.00 0.09 1.00 0.19 1.00 0.66 1.00 

SingularValueDecomposition 0.07 2.82 0.14 0.62 0.29 0.65 0.90 0.74 

LinearSolve 0.06 3.71 0.15 0.58 0.33 0.58 0.91 0.72 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 0.16 1.32 0.63 0.14 0.90 0.21 3.15 0.21 

DGESDD (ACML) 0.26 0.79 0.34 0.26 0.66 0.29 1.62 0.41 

DGESDD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.12 1.71 0.37 0.24 0.55 0.34 1.57 0.42 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 0.08 2.52 0.30 0.30 0.47 0.41 1.48 0.45 

DGELSD (ACML) 0.07 3.00 0.16 0.54 0.36 0.53 0.89 0.74 

DGELSD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.06 3.73 0.18 0.50 0.28 0.69 0.78 0.85 

Table 6 – Comparison of performance in solving system of linear equations on System 2 
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 3های مختلف در حل دستگاه معادلات خطی روی سیستم شماره  مقایسه کارایی روش – 7جدول 

Implementation used 

Coefficient matrix dimensions 

80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

R
u

n
 t

im
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M
at

h
e

m
at

ic
a PseudoInverse 0.02 1.00 0.04 1.00 0.05 1.00 0.22 1.00 

SingularValueDecomposition 0.03 0.73 0.05 0.80 0.08 0.67 0.30 0.73 

LinearSolve 0.03 0.71 0.05 0.74 0.11 0.51 0.26 0.83 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 0.06 0.32 0.20 0.19 0.28 0.19 1.14 0.19 

DGESDD (ACML) 0.05 0.40 0.13 0.29 0.24 0.23 0.69 0.32 

DGESDD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.04 0.54 0.07 0.51 0.12 0.46 0.51 0.42 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 0.02 0.86 0.08 0.49 0.12 0.45 0.51 0.42 

DGELSD (ACML) 0.02 0.91 0.06 0.66 0.12 0.45 0.35 0.62 

DGELSD 

(OpenBLAS/LAPACK) 
0.01 2.13 0.02 1.55 0.04 1.35 0.22 1.00 

Table 7 – Comparison of performance in solving system of linear equations on System 3 

 
بر حسب شاخص خطای  1های مختلف روی سیستم شماره  مقایسه خطای حاصل از روش – 8جدول 

2
L

e 

Implementation used Exact 

solution 

Coefficient matrix dimensions 

80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

M
at

h
em

at
ic

a PseudoInverse 
#1 8.7418E-06 9.4599E-06 5.2358E-06 3.7430E-06 

#2 8.7418E-06 9.4599E-06 5.2358E-06 3.7430E-06 

SingularValueDecomposition 
#1 1.0026E-08 1.0132E-08 9.1609E-09 9.2263E-09 

#2 1.0026E-08 1.0132E-08 9.1609E-09 9.2263E-09 

LinearSolve 
#1 1.0028E-08 1.0125E-08 9.4706E-09 9.2283E-09 

#2 1.0028E-08 1.0125E-08 9.4706E-09 9.2283E-09 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 
#1 2.6508E-11 2.2198E-11 2.6123E-11 2.2272E-11 

#2 1.0041E-08 1.0133E-08 9.1849E-09 9.2362E-09 

DGESDD (ACML) 
#1 2.5897E-11 2.1661E-11 2.8791E-11 2.2790E-11 

#2 1.0042E-08 1.0134E-08 9.3201E-09 9.4802E-09 

DGESDD (OpenBLAS/LAPACK) 
#1 2.5860E-11 2.1907E-11 2.7674E-11 2.2449E-11 

#2 1.0037E-08 1.0141E-08 9.1429E-09 9.3075E-09 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 
#1 2.5914E-11 2.1634E-11 2.5422E-11 2.1493E-11 

#2 1.0032E-08 1.0132E-08 9.2808E-09 9.2479E-09 

DGELSD (ACML) 
#1 1.9893E-06 2.1943E-11 2.7645E-11 2.1554E-11 

#2 1.0492E-08 1.0136E-08 9.2543E-09 9.2669E-09 

DGELSD (OpenBLAS/LAPACK) 
#1 2.5967E-11 2.1703E-11 2.5816E-11 2.1467E-11 

#2 1.0042E-08 1.0135E-08 9.1588E-09 9.2264E-09 

Table 8 – Comparison of error of different methods in 
2

L
e  norm on System 1 
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بر حسب شاخص خطای  2های مختلف روی سیستم شماره  مقایسه خطای حاصل از روش – 9جدول 
2

L
e 

Implementation used Exact 

solution 

Coefficient matrix dimensions 

80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

M
at

h
em

at
ic

a 

PseudoInverse 

#1 9.3644E-06 3.1388E-06 1.4709E-06 2.6977E-06 

#2 1.6122E-05 4.6128E-06 1.0943E-05 4.5888E-06 

SingularValueDecomposition 

#1 2.6029E-11 2.1639E-11 2.5943E-11 2.1350E-11 

#2 1.0036E-08 1.0129E-08 9.1396E-09 9.2346E-09 

LinearSolve 
#1 1.5682E-09 1.2997E-09 1.5449E-09 1.2803E-09 

#2 1.0027E-08 1.0130E-08 9.1440E-09 9.2355E-09 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 
#1 2.6508E-11 2.2198E-11 2.6123E-11 2.2272E-11 

#2 1.0041E-08 1.0133E-08 9.1849E-09 9.2362E-09 

DGESDD (ACML) 

#1 2.6005E-11 2.1584E-11 2.9833E-11 2.3098E-11 

#2 1.0037E-08 1.0145E-08 9.3374E-09 9.4874E-09 

DGESDD (OpenBLAS/LAPACK) 

#1 2.5864E-11 2.1627E-11 2.7638E-11 2.2855E-11 

#2 1.0041E-08 1.0140E-08 9.1429E-09 9.2595E-09 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 

#1 2.5914E-11 2.1634E-11 2.5422E-11 2.1493E-11 

#2 1.0032E-08 1.0132E-08 9.2808E-09 9.2479E-09 

DGELSD (ACML) 

#1 2.7068E-11 2.1746E-11 2.8820E-11 2.9326E-05 

#2 1.0030E-08 1.0141E-08 9.2691E-09 1.5610E-06 

DGELSD (OpenBLAS/LAPACK) 

#1 2.5995E-11 2.1582E-11 2.5714E-11 2.1627E-11 

#2 1.0037E-08 1.0131E-08 9.1848E-09 1.0420E-08 

Table 9 – Comparison of error of different methods in 
2

L
e  norm on System 2 
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بر حسب شاخص خطای  3های مختلف روی سیستم شماره  مقایسه خطای حاصل از روش – 11جدول 
2

L
e 

Implementation used Exact 

solution 

Coefficient matrix dimensions 

80×3528 160×3528 80×13448 160×13448 

M
at

h
em

at
ic

a 

PseudoInverse 

#1 3.8229E-06 3.1323E-06 2.4107E-06 1.3534E-06 

#2 6.6210E-06 9.8172E-06 1.7858E-06 4.9967E-06 

SingularValueDecomposition 

#1 2.5791E-11 2.1571E-11 2.6685E-11 2.1674E-11 

#2 1.0025E-08 1.0130E-08 9.1620E-09 9.2261E-09 

LinearSolve 
#1 1.5682E-09 1.2997E-09 1.5448E-09 1.2803E-09 

#2 1.0028E-08 1.0143E-08 1.0181E-08 9.5210E-09 

C
+

+
 

DGESDD (BLAS/LAPACK) 
#1 2.6537E-11 2.2178E-11 2.6193E-11 2.2258E-11 

#2 1.0033E-08 1.0131E-08 9.1655E-09 9.2354E-09 

DGESDD (ACML) 

#1 2.5947E-11 2.1565E-11 2.9739E-11 2.3198E-11 

#2 1.0044E-08 1.0131E-08 9.2597E-09 9.4483E-09 

DGESDD (OpenBLAS/LAPACK) 

#1 2.5967E-11 2.1871E-11 2.7667E-11 2.3056E-11 

#2 1.0029E-08 1.0135E-08 9.1750E-09 9.3717E-09 

DGELSD (BLAS/LAPACK) 

#1 2.6033E-11 2.1752E-11 2.5609E-11 2.1621E-11 

#2 1.0029E-08 1.0135E-08 9.2572E-09 9.2365E-09 

DGELSD (ACML) 

#1 2.6291E-11 2.2513E-11 2.8719E-11 2.1403E-11 

#2 1.0029E-08 1.0360E-08 9.2212E-09 1.0186E-08 

DGELSD (OpenBLAS/LAPACK) 

#1 2.5802E-11 2.3983E-11 2.5663E-11 2.2824E-11 

#2 1.0024E-08 1.0129E-08 9.1903E-09 9.2625E-09 

Table 10 – Comparison of error of different methods in 
2

L
e  norm on System 3 

 
 

در نتی ه اگر سطح خطای یکسانی مورد انتظار باشد، استفاده از 

ای خواهنبد داشبت.    دو دستور گفته شده برتری قاببل متحظبه  

تببر  هنگببامی کببه ابعبباد مبباتریس بببزر  ++Cهمینببین در کببد 

تفاده نسبت ببه کبد   های مختلف مورد اس شود، کارایی روش می

یاببد. ایبن امبر دور از انتظبار نیسبت، زیبرا        متمتیکا کاه  مبی 

انبد و کبارایی    ای متمتیکا بسبیار بهینبه شبده    دستورات کتابخانه

228 www.SID.ir

www.sid.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 فرشید مسیبی                                                                              ...  بسترها یرو یینما هیروش بدون شبکه تواب  پا نهیبه یساز ادهیپ 
 

 

های اجرا در  دهند. نگاهی به زمان بسیار بالایی از خود نشان می

دو بخ  سباخت مباتریس ضبرائب و حبل دسبتگاه معبادلات       

متمتیکا قسمت اول بیشترین زمان را دهد در کد  خطی نشان می

دهد و بنابراین کبارایی بسبیار ببالای کبد      به خود اختصاص می

C++      در این قسمت ببه راحتبی ضبعف آن را در قسبمت دوم

 دهد. پوش  می

های مختلف، شاخص خطای  برای مقایسه دقت روش
2

L
e   هبر

نشان داده شده اسبت. شباخص   ( 12تا  8) های روش در جدول

خطای 
2

L
e شود به صورت زیر تعریف می: 

(06)    
2

2 2

1 1

ˆ ˆ
j j j

n n

L

j j

e u u u

 

  x x x
 

تعداد نقا  ی، شبکه روی کبل دامنبه ببه فاصبله      nکه در آن 

برابر با نقا  روی مرز و 
j

x باشد. همینین  یکی از نقا  آن می

sinاز تاب   2 cosh 2xu y     به عنوان حل دقیبب اول و از تباب
10 8 2 6 4 4 6 2 8 10

4 5 2 1 0 2 1 0 4 5x x y x y x y x y yu        بببه

دهبد در   عنوان حل دقیب دوم استفاده شده است. نتاین نشان می

کمتبرین   PseudoInverseسازی متمتیکا استفاده از دسبتور   پیاده

و  LinearSolveهمینبببین دسبببتورات  دقبببت را دارا اسبببت.

SingularValueDecomposition هبای بیشبتری    به ترتیب دقت

های به کبار ببرده    تمامی روش ++Cدهند. در برنامه  را ارائه می

شده حبداکثر دقبت بدسبت آمبده در برنامبه متمتیکبا را ارائبه        

 کنند. می

توان گفت در صورتی که  با توجه به م موع نتاین ارائه شده می

سازی روش تواب  پایه نمایی استفاده  از برنامه متمتیکا برای پیاده

ببرای سباخت مباتریس     Compileشود، بهتبر اسبت از دسبتور    

برای حل  SingularValueDecompositionضرائب و از دستور 

هایی که  ینین در برنامهدستگاه معادلات نهایی استفاده شود. هم

هبای مشبابه ماننبد فرتبرن( نوشبته       )یا سایر زببان  ++Cبه زبان 

ببرای تسبری  در سباخت     OpenMPشبوند، بهتبر اسبت از     می

ماتریس ضرائب استفاده شود. برای حل دستگاه معادلات نهایی 

همببراه بببا  LAPACKاز کتابخانببه تواببب   DGELSDنیببز تبباب  

شبود. در صبورت اسبتفاده از     توصیه می OpenBLASکتابخانه 

این تواب  که از نظبر دقبت و تبا حبدی از نظبر سبرعت بهینبه        

تر از برنامه متمتیکا  برابر سری  6تا  9/0بین  ++Cهستند، برنامه 

دهد اگر هه برنامه متمتیکبا و سبایر    است. این موضوع نشان می

هبا بسبیار مفیبد     افزاری مشابه ببرای توسبعه روش   های نرم بسته

توان در مسائل بزر  از آنها استفاده نمود. همینین  هستند، نمی

کباربر بسبیار    ی به وسیلههای نوشته شده  باید دانست که برنامه

ایبن لحبا    واهند بود. ایبن امبر از   ای خ کندتر از تواب  کتابخانه

مهم است که برای مقایسه ی، روش تازه توسبعه داده شبده ببا    

های موجود از نظر کارایی، ممکن اسبت اسبتفاده از ایبن     روش

 های غلطی من ر شود. گیری ها به نتی ه بسته



 گیریبندیونتیجهجمع-6

سبازی روش توابب  پایبه نمبایی روی دو      پیباده  پژوه در این 

هبای   افبزاری متمتیکبا ببه عنبوان یب، نمونبه از بسبته        بستر نرم

نویسبی   ببه عنبوان یب، زببان برنامبه      ++Cافزاری ریاضی و  نرم

عادی مورد بررسی قرار گرفت. نتاین بدست آمده روی معادلبه  

های مختلف نشبان داد کبه ببرای سباخت      لاپتس روی سیستم

و  Compile توان در متمتیکا از دستور بهینه ماتریس ضرائب می

استفاده نمود. همینبین در حبل دسبتگاه     OpenMPاز  ++Cدر 

معبببببببادلات دیفرانسبببببببیل اسبببببببتفاده از دسبببببببتور  

SingularValueDecomposition  از نظببر خطببا برتببری زیببادی

 ++Cدارد. همینین در برنامه  PseudoInverseنسبت به دستور 

همراه با  LAPACKاز کتابخانه تواب   DGELSDکاربرد دستور 

. در حالبت بهینبه،   شبود  توصیه می OpenBLASکتابخانه تواب  

 6تبا   9/0ببین  شبده  های بررسبی   نمونهدر  ++Cکارایی برنامه 

 برابر برنامه متمتیکا است.
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Abstract: 

Despite the success and versatility of mesh based methods --finite element method in particular- there has 

been a growing demand in last decades towards the development and adoption of methods which can 

eliminate using the mesh, i.e. the so called meshless or mesh-free methods. Difficulties in the generation of 

high quality meshes, in terms of computational cost, technical problems such as serial nature of the mesh 

generation process and the urge of parallel processing for today’s huge problems have been the main 

motivation for the implementation of new researches. Apart from these, the human required expertise can 

never be completely omitted from the analysis process. However, the problem is much more pronounced in 

3D problems. To this end, many meshless methods have been developed in recent years among which SPH, 

EFG, MLPG, RKPM, FPM and RBF-based methods could be named. The exponential basis functions 

method (EBF) is one of these methods which has been successfully employed in various engineering 

problems, ranging from heat transfer and various plate theories to classical and non-local elasticity and fluid 

dynamics. The method uses a linear combination of exponential basis functions to approximate the field 

variables. It is shown that these functions have very good approximation capabilities and their application 

guarantees a high convergence rate. These exponential bases are chosen such that they satisfy the 

homogenous form of the differential equation. This leads to an algebraic characteristic equation in terms of 

exponents of basic functions. From this point of view, this method may be categorized as an extension to the 

well-known Trefftz family of methods. These methods rely on a set of the so called T-complete bases for 

their approximation of the field variables. These bases should satisfy the homogenous form of the governing 

equation. They have been used with various degrees of success in a wide range of problems. The main 

drawback of these methods –however- lies in the determination of the basis, which should be found for every 

problem. This problem has been reduced to the solution of the algebraic characteristic equation in the 

exponential basis functions method. The method is readily applicable to linear, constant coefficient 

operators, and has been recently extended to more general cases of linear and also non-linear problems with 

variable coefficients. The relative performance of usual programming languages such as C++ in comparison 

with mathematical software packages -like Mathematica and/or Matlab- is one of the major questions when 

using such packages to develop new numerical methods. This can affect the interpretation of the 

performance of newly developed methods compared to established ones. In this paper, the implementation of 

the exponential basis functions method on various software platforms has been discussed. C++ and 

Mathematica programming have been examined as a representative of different software platforms. The 

exponential basis function method is implemented in each platform, using various options available. Results 

show that with a proper implementation, the numerical error of the method can be decreased considerably. 

Regarding the results of this research, optimal implementations of C++ and Mathematica platforms, error 

ratio is between 2.5 and 6, respectively. 

 

Keywords: Exponential basis function method (EBF), Pseudo-Inverse, Singular value decomposition 

(SVD), Partial differential equations (PDE), Optimal implementation 
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