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 تْراى آزادراُ اصلی ّاي تًَل پايداري بر دار شيب ّاي عددي اثرات حفاري تًَلبررسی 
 شوال

 3عليرضا باغباًاى،  2، راحب بالرپَر٭1 يدارسياهک دٍست

 اه صنعتی اصفهانکارشناسی ارشد مکانیک سنگ ، دانشکده مهندسی معدن ،دانشگ -1
 دانشیار دانشکده مهندسی معدن ،دانشگاه صنعتی اصفهان -2
 دانشیار دانشکده مهندسی معدن ،دانشگاه صنعتی اصفهان -3

 (19/1931/ 93 , پذیزش13/11/1939)دریافت 

 چكيدُ
ي بسرگ البرز شاهل دٍ تًَل اصلی ّا ًلتَكٌد. هتر لطع  هی 6400هسير آزادراُ تْراى شوال، كَّستاى البرز را با تًَلی بِ طَل تمريبی 

ّايی تحت عٌَاى  ي اصلی البرز بِ ٍسيلِ تًَلّا تًَل( است. تر يييپا)رفت ٍ برگشت( ٍ يک تًَل اكتشافی )بيي دٍ تًَل اصلی ٍ در تراز 
 حفاري ددي تاثيراتشًَد. ّدف اصلی از اًجام ايي تحميك بررسی عدار بِ تًَل اكتشافی هتصل هی ي تَْيِ بِ صَرت شيبّا دستک

استفادُ شدُ است، بِ ايي ترتيب  FLAC 3Dافساربراي اًجام ايي كار از ًرماست.  اصلی يّا تًَل بر پايداري دار شيب دسترسی يّا تًَل
 ابدي یهع اداهِ از ديَارُ تماط دار بيشبرابر عرض تًَل  5/1تا  دار بيشحفر تًَل  ريثاتاطلاعات بِ دست آهدُ از هدلسازي ًشاى دادُ است كِ 

دار، بِ ترتيب در ديَارُ چپ، ديَارُ راست ٍ سمف  تًَل اصلی ًاشی از حفاري تًَل شيب يًگْدار ستنيٍاكٌشی در ستاثيرات بيشتريي ٍ 
حفر تًَل  لٌگر خوشی در سيستن ًگْداري تًَل اصلی، با تَجِ بِ جْتًيرٍي هحَري ٍ . ّوچٌيي ًحَُ تغييرات در افتد تًَل اتفاق هی

( بِ یباز )تًَل اصل ياز سوت فضا داربيتًَل ش دّاًِ يحفاری يا بالعكس ًشاى داد كِ بِ سوت تًَل اصل یاز سوت تًَل اكتشاف دار بيش
 .تماطع ٍارد خَاّد كرد َارُيرا بِ د يفشار كوتر یسوت تًَل اكتشاف

 كلوات كليدي 
 .ی، رٍش تفاضل هحدٍدخوش لٌگرًيرٍ ٍ ، تماطع تًَلی، تًَل آزاد راُ تْراى شوال، دار ّاي شيب تًَل
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چكيده

به‌ طور معمول برای طراحی مدار آسیاکنی از مدل‌هایی استفاده می‌شود که قادر به پیش‌بینی توزیع اندازه محصول خرد شده‌ آسیا باشند. با 
توجه به فرآیندهای پایین‌دستی خردایش که شامل جدایش مواد معدنی بر اساس ترکیب کانی‌شناسی آن‌ها است، شناخت نحوه توزیع کانی‌ها 
در بخش‌های مختلف ابعادی نیز مهم است، بنابراین ضروری است که توسعه مدل ریاضی و شبیه‌سازی مفهوم طیف آزادشدگی کانی‌ها در آسیاها 
مورد توجه قرار گیرد. بر این اساس نرم‌افزار بومی شبیه‌سازی با نام CMCS توسعه یافته است. مدل درجه آزادی مورد استفاده در این نرم‌افزار 
نیازمند حداقل داده‌های آزمایشگاهی است اما توانایی محاسبه جزییات درجه آزادی کانی‌ها را دارد. این مدل برای ذرات آزاد و درگیر دو‌تایی 
کانی‌ها توسعه داده شده است. از ويژگي‌هاي اين شبيه‌سازك اربري آسان، تغيير سريع و آسان داده‌هاي ورودي،ك نترل داده‌هاي اشتباه و نمايش 
نموداري نتايج شبيه‌سازي است. مقایسه نتایج نرم‌افزار CMCS با داده‌های صنعتی و همچنین نرم‌افزارهای مشابه مانند MODSIM نشان از 

دقت و صحت قابل قبول آن دارد.

كلماتك ليدي 

شبیه‌سازی، آسیای گلوله‌ای، CMCS، طیف آزادشدگی کانی‌ها.
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1- مقدمه 

هدف اصلی فرآوری مواد معدنی جدایش بخش‌های ذرات 
توليد  برای  آن‌ها  پرعيارسازي  و  گانگ  از  کانسنگ  ارزش  با 
مرحله  معدنی  مواد  فرآوری  در  است.  فروش  قابل  محصولي 
پرعیارسازی معمولا پس از مرحله خردايش مواد معدنی انجام 
می‌شود. در فرآیند خردايش، کانسنگ به ذرات کوچکي تبدیل 
می‌شود تا امکان آزاد‌سازي اجزا با ارزش از گانگ فراهم شود. 
مواد معدني  فرآوري  بسيار مهم در صنعت  معيارهاي  از  يکي 
ابعاد ذراتي است که سيستم خردايش باید فراهم سازد تا علاوه 
باشد.  به صرفه  مقرون  نیز  اقتصادی  لحاظ  از  فنی،  بر مسایل 
کاهش اندازه ذرات و آزادسازي به ‌طور پيچيده‌اي با هم ارتباط 
بخش  نيابد،  کاهش  کافي  اندازه  به  کانسنگ  ابعاد  اگر  دارند. 
و  نمی‌شود  استحصال  سنگ  ارزش  با  اجزای  از  زیادی  نسبتا 
باعث زيان خواهد بود. از سوی دیگر اگر ابعاد محصول خردايش 
خيلي ريز در نظر گرفته شود، نیاز به تجهیزات فراوان و مصرف 
انرژی زیاد ضروری خواهد بود، بنابراين براي اطمينان از فرآيند 
اندازه  کاهش  و  کاني  آزادسازي  ویژگی‌هاي  خردایش،  موثر 

ذرات باید به‌ خوبي بررسي و مطالعه شود]1[.
شناخت مفهوم آزادسازي و تلفیق آن با پيش‌بيني کاهش 
ابعاد، همگام با مدلسازی سایر فرآیندهای فرآوري معدني نبوده 

است. بر این اساس سه دليل قابل بیان به شرح زیر است:
اندازه‌گيري  اطمینان  قابل  و  دقيق  مکانيزم  نبود   -1
توصیف  نبود   -2 اندازه،  کاهش  مبنای  بر  کانی‌ها  آزادشدگی 
معتبر و قابل اجرای مفهوم آزادسازي در خلال خردايش و 3- 
پيچيدگی توصيف ریاضی آزادشدگی و به عبارتی مدلسازی آن. 
پيشرفت‌هاي اخیر در زمينه اندازه‌گيري و مدلسازی آزادسازي 
مواد معدني شروع مثبتي را در اين زمينه فراهم آورده است 
با   .]1[ شود  انجام  بايد  که  باقي‌مانده  زيادي  کارهاي  هرچند 
مدارهای خردایش  شبیه‌سازی  نرم‌افزارهای  اغلب  تفاسیر  این 
تاکید  اندازه  کاهش  مدل‌های  بر  منتشر شده‌اند  و  توسعه  که 
را مورد توجه  آزادشدگی کانی‌ها  دارند و کمتر موضوع طیف 
 USIM PAC قرار داده‌اند. از جمله این نرم‌افزارها می‌توان به
و   ]5[  COMSIM  ،]4[  BMCS  ،]3[  JKSimMet  ،]2[
تجاری که موضوع  نرم‌افزار  تنها  اشاره کرد.   ]6[  GrindSim
 MODSIM ،طیف آزادشدگی کانی‌ها در آن اشاره شده است
است ]7[. البته نسخه کامل این نرم‌افزار در کشور در اختیار 
که  کرد  استفاده  می‌توان  آن  نمایشی  نسخه  از  تنها  و  نیست 
مقاله سعی شده  این  در  است.  بسیاری  دارای محدودیت‌های 

است ابتدا مفهوم مدلسازی ریاضی طیف آزادشدگی کانی‌ها به‌ 
روشنی بیان شود و سپس از روی آن نرم‌افزاری که به صورت 

بومی تهیه شده است، معرفی شود.

2- روش تحقیق

2-1- مدلسازی طیف آزادشدگی کانی‌ها

روش موازنه جمعیتی به عنوان راهی برای محاسبه توزیع 
اندازه ذراتی که در مدار آسیاکنی پیوسته تولید می‌شوند، به 
به  که  مدلی  بر  تکنیک  این  است.  شده  پذیرفته  جهانی  طور 
بر  و همچنین  است  آسیا موسوم  برای  انتخاب  تابع شکست- 
واحدهای  تمام  در  را  ذرات  از  توده‌ای  طبقه‌بندی  که  مدلی 
توصیف  آسیاکنی  بسته  چرخه  یک  در  موجود  طبقه‌بندی 
می‌کند، تکیه دارد. این مدل‌ها توسط محققان به خوبی بررسی 
شده‌اند و مشخصات عمومی تابع انتخاب و تابع شکست برای 
بیشتر انواع آسیاهای مهم صنعتی شناخته شده است. رویکرد 
تجزیه و تحلیل مدار آسیا در کتابی توسط آستین، کیمپل و 
لوکی در سال 1984 به طور جامع شرح داده شده است ]8[. 
اثرات خود به خودی خردایش، در  برای تطبیق  ضمیمه‌هایی 
سال 1989 توسط گروه آستین به طور کامل بررسی و  به مدل 
اصلی الحاق شده است که به طور گسترده‌ای مورد استفاده قرار 

گرفته است ]9[.
در عمل فقط توزیع اندازه ذرات محصول مدار آسیا نیست 
فرآیندهای  از  پیش  خردایش  وقتی  بلکه  دارد  اهمیت  که 
پرعیارسازی مواد معدنی قرار می‌گیرد، طیف درجه آزادی اگر از 
درجه اهمیت بالاتری برخوردار نباشد، به همین میزان اهمیت 
دارد اما محاسبه طیف درجه آزادی در یک مدار آسیای بسته 
پیوسته کاری بسیار دشوارتر است. هیچ روش رضایت‌بخش و 
قابل اطمینانی تا به حال گسترش داده نشده است. این موضوع، 
تحلیل  و  تجزیه  جمعیتی  موازنه  مدلسازی  در  مهم  کمبودی 
مدار فرآیند مواد معدنی است در حالی که در سایر جنبه‌های 

مدلسازی خیلی موفق عمل کرده است.
توضیح ریاضی پدیده آزادشدگی مواد معدنی دشوار است 
اما با وجود دشواری‌ها پیشرفت زیادی در رابطه با این مساله 
حاصل شده است. اگرچه بیشتر مولفان توجه خود را معطوف 
به پیش‌بینی طیف درجه آزادی هنگامی که کانی در یک توزیع 
اندازه مشخص در یک آسیای ناپیوسته خرد شده، کرده‌اند، در 
این تحقیق  این موضوع مد نظر نیست. هدف در  این تحقیق 
پیش‌بینی طیف آزادشدگی کانی‌ها در شرایطی است که ذرات 
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در یک توزیع اندازه مشخص در یک فرآیند آسیاکنی پیوسته 
به اندازه کوچک‌تری می‌رسند. آستین و لوکی در سال 1984 
ارایه  کانی‌ها  آزادشدگی  مدلسازی  وضعیت  مورد  در  مقاله‌ای 
این  در  پیشرفت‌های حاصل  با  ناآشنایی  در صورت  و  داده‌اند 
زمینه، توصیه می‌شود که این مقاله مفید برای کسب اطلاعات 

مورد نیاز مطالعه شود ]8[.
توضیح موازنه جمعیتی بنیادی خردایش مواد جامد در یک 
آورده  رابطه 1  بخش مخلوط‌کننده کامل آسیای گلوله‌ای در 

شده است. ]10[

که در آن:
g: یک مقدار اسکالر در فاصله بین صفر و 1

P(g,dp): تابع چگالی توزیع دو جزیی وابسته به دو متغیر 
g و dp مربوط به محتویات آسیا 

  dp و اندازه g نرخ مخصوص شکست ذرات در عیار :S(g,dp)
f(g,dp): تابع چگالی توزیعی دو جزیی

τ: زمان ماند میانگین در مخلوط‌کننده کامل است.
متغیرهای  شامل  اهمیت  ترتیب  به  متغیرها   1 رابطه  در 
اندازه  و  ماده معدنی شکسته شده(  عیار )جرم  اولیه،  مستقل 
داده  نمایش   dp و   g با  ترتیب  به  متغیرها  این  است.  ذرات 
شده‌اند. در این تحقیق توجه محدود به کانی‌های دوتایی است. 
عیار ذره بر نرخ شکست تاثیر می‌گذارد زیرا دو ماده که از نظر 
اندازه شکننده  به یک  دارند معمولا  تفاوت  با هم  نوع معدنی 
نیستند. f(g,dp) تابع چگالی توزیعی دو جزیی است که توزیع 
ترکیب ذرات و اندازه آن‌ها را در خوراک مخلوط‌کننده کامل 

شرح می‌دهد ]10[.
 b(g,dp;g',dp') مساله اصلی و مهم در این رابطه درک تابع
است. این تابع، یک تابع چگالی دو جزیی وابسته به دو متغیر   
g و dp است که توزیع این دو متغیر در ذرات حاصل شده از 
شکست یک ذره با عیار 'g و اندازه 'dp را توضیح می‌دهد. این 
تابع را نمی‌توان از مدل‌های آزادشدگی معمولی ذرات بزرگ 
را  ذرات  زیرا شکست  آورد  به دست  معمولی(  )تابع شکست 
باید با هر ترکیب محتملی از 'g و 'dp در نظر گرفت. در اصل 
اندازه  b(g,dp;g',dp') را با مشاهده تجربی مستقیم  می‌توان 
در  فیزیکی  به ‌طور  می‌توان  را  ذرات  اساس  این  بر  گرفت. 
تولیدشده  ذرات  و  کرد  و 'dp دسته‌بندی   g' فراکسیون‌های

را  شده  شکسته  ذرات  عیار  اندازه  توزیع  و  فراکسیون  هر  از 
دشوار  به شدت  اندازه‌گیری  چنین  هرچند  کرد.  اندازه‌گیری 
در  جامعی  اندازه‌گیری  هیچ  واقع  در  و  است  خسته‌کننده  و 
این رابطه تاکنون انجام نشده است. یک ویژگی مهم رابطه 1 
ناحیه محدود 'R در فضای g-dp است که انتگرال در آن عمل 
می‌کند. ناحیه 'R هر ترکیب متناظر را با شکست ذره اولیه‌ای 
 ،dp و اندازه g و تولید ذره‌ای با عیار dp' و g' با عیار و اندازه
و  در شناخت   R' ناحیه  تحلیل شکل  و  تجزیه  ارایه می‌کند. 
دارد.  مهمی  بسیار  نقش   b(g,dp;g',dp') تابع  ریاضی  تعبیر 
پیچیدگی این تعبیر با تجزیه تابع شکست به صورت رابطه 2 

به طور چشم‌گیری قابل کاهش است.

فرآیندهای  جداشدن  سبب  مؤثر  طور  به  رابطه  این 
رابطه  با  آن  تقریب  کانی‌ها می‌شود که  آزادشدگی و شکست 

3  نشان داده شده است:

رابطه 3 وقتی درست است که توزیع اندازه محصول ناشی 
این  باشد.  ترکیب خوراک  از  از یک شکست ساده و مستقل 
در  کانی‌هاست.  از  خیلی  برای  خوبی  فرض  احتمالا  مساله 
رابطه b(g / dp;g',dp) 2 چگالی توزیع مشروط است که به 
متغیر g در طبقه مربوط به dpای وابسته است که در نتیجه‌ 

شکست ذره‌ای با اندیس 'g و 'dp ایجاد شده است.
برای کاربرد کامپیوتری رابطه 1 یک تفاضل محدود مشابه 
محدود  تفاضل‌های  است.  نیاز  مورد  عملی  محاسبات  برای 
مناسب به خوبی شناخته شده‌اند و الگوریتم‌های محاسباتی با 
ثبات و قابل اعتمادی را در اختیار قرار داده‌اند. بر این اساس با 
انطباق رابطه آستین و لوکی متناسب با اهداف مورد نظر رابطه 

4 ارایه شده است ]10[.

 g، dp، معرف متغیرهای l و k ، j ،i در رابطه 4، اندیس‌های
'g و 'dp اند؛ بنابراین رابطه 5 به شرح زیر است.

‌ه‌همالِ ‌ٍضؼیت ‌هَسد ‌دس ‌واًیای ‌آصادشذگی ‌اسایِ‌‌ذلساصی ّا
‌پیششفت‌دادُ ‌با ‌ًاآشٌایی ‌صَست ‌دس ٍ‌ ‌ایي‌‌اًذ ‌دس ‌حاصل ّای

شَد‌وِ‌ایي‌همالِ‌هفیذ‌بشای‌وسب‌اطلاػات‌‌صهیٌِ،‌تَصیِ‌هی
‌[.8]هَسد‌ًیاص‌هطالؼِ‌شَد‌

تَضیح‌هَاصًِ‌جوؼیتی‌بٌیادی‌خشدایش‌هَاد‌جاهذ‌دس‌یه‌
‌گلَلِبخش‌هخلَط ‌آسیای ‌واهل ‌سا‌وٌٌذُ ‌دس ‌ای آٍسد1‌‌ُبطِ
‌[11شذُ‌است.‌]

‌
(1)  (    )   (    ) (    ) 

  ∫  (           )
  

 (      )      
   (    ) 

‌
‌وِ‌دس‌آى:

g:‌‌ٍ1یه‌همذاس‌اسىالش‌دس‌فاصلِ‌بیي‌صفش‌‌
 (    ) ‌ ‌دٍ‌: ‌بِ ‌ٍابستِ ‌جضیی ‌دٍ ‌تَصیغ ‌چگالی تابغ

‌هشبَط‌بِ‌هحتَیات‌آسیا‌‌g‌‌ٍdpهتغیش‌
ٍ‌اًذاصُ‌ g ًشخ‌هخصَص‌شىست‌رسات‌دس‌ػیاس:‌‌(    ) 

dp ‌‌
‌تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی:‌‌(    ) 

τ‌‌:است.وٌٌذُ‌واهل‌‌صهاى‌هاًذ‌هیاًگیي‌دس‌هخلَط‌
‌ ‌سابطِ ‌‌1دس ‌شاهل ‌اّویت ‌تشتیب ‌بِ هتغیشّای‌هتغیشّا

‌اًذاصُ‌ ٍ‌ ‌شذُ( ‌هؼذًی‌شىستِ ‌هادُ ‌)جشم ‌ػیاس ‌اٍلیِ، هستمل
‌ ‌با ‌تشتیب ‌بِ ‌هتغیشّا ‌ایي ‌است. ‌‌gرسات ٍdp‌‌ُداد‌ ًوایش

ّای‌دٍتایی‌است‌اًذ.‌دس‌ایي‌تحمیك‌تَجِ‌هحذٍد‌بِ‌واًی‌شذُ
گزاسد‌صیشا‌دٍ‌هادُ‌‌پس‌است.‌ػیاس‌رسُ‌بش‌ًشخ‌شىست‌تاثیش‌هی

اٍت‌داسًذ‌هؼوَلا‌بِ‌یه‌اًذاصُ‌وِ‌اص‌ًظش‌ًَع‌هؼذًی‌با‌ّن‌تف
تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی‌است‌‌(    ) شىٌٌذُ‌ًیستٌذ.‌

‌آى ‌اًذاصُ ٍ‌ ‌رسات ‌تشویب ‌تَصیغ ‌خَسان‌‌وِ ‌دس ‌سا ّا
‌[.11دّذ‌]‌وٌٌذُ‌واهل‌ششح‌هی‌هخلَط

‌تابغ‌ ‌دسن ‌سابطِ ‌ایي ‌دس ‌هْن ٍ‌ ‌اصلی هسالِ
یه‌تابغ‌چگالی‌دٍ‌جضیی‌‌است.‌ایي‌تابغ،‌‌(           ) 
‌هتغیش ‌دٍ ‌بِ ‌دس‌ g ٍ dp ٍابستِ ‌هتغیش ‌تَصیغ‌ایي‌دٍ است‌وِ

سا‌ 'dp ٍ‌اًذاصُ 'g رسات‌حاصل‌شذُ‌اص‌شىست‌یه‌رسُ‌با‌ػیاس
‌هی ‌ًوی‌تَضیح ‌سا ‌تابغ ‌ایي ‌هذل‌دّذ. ‌اص ‌آصادشذگی‌‌تَاى ّای

هؼوَلی‌رسات‌بضسي‌)تابغ‌شىست‌هؼوَلی(‌بِ‌دست‌آٍسد‌صیشا‌
دس‌ًظش‌ 'g' ٍ dp ایذ‌با‌ّش‌تشویب‌هحتولی‌اصشىست‌رسات‌سا‌ب

‌هی ‌اصل ‌دس ‌‌گشفت. ‌هشاّذُ‌‌(           ) تَاى ‌با سا
تَاى‌بِ‌‌تجشبی‌هستمین‌اًذاصُ‌گشفت.‌بش‌ایي‌اساس‌رسات‌سا‌هی

بٌذی‌وشد‌ٍ‌رسات‌‌دستِ 'g' ٍ dp ّای‌طَس‌فیضیىی‌دس‌فشاوسیَى‌
‌ ‌ّش ‌اص ‌رسات‌شىستِ‌تَلیذشذُ ‌ػیاس ‌اًذاصُ ‌تَصیغ ٍ‌ فشاوسیَى

‌اًذاصُ ‌سا ‌اًذاصُ‌شذُ ‌چٌیي ‌ّشچٌذ ‌وشد. ‌شذت‌‌گیشی ‌بِ گیشی
‌ٍالغ‌ّیچ‌اًذاصُ‌دشَاس‌ٍ‌خستِ گیشی‌جاهؼی‌‌وٌٌذُ‌است‌ٍ‌دس

‌1یه‌ٍیژگی‌هْن‌سابطِ‌دس‌ایي‌سابطِ‌تاوٌَى‌اًجام‌ًشذُ‌است.‌
ول‌است‌وِ‌اًتگشال‌دس‌آى‌ػ‌g-dpدس‌فضای‌‌'Rًاحیِ‌هحذٍد‌

‌ًاحیِ‌هی ‌با‌شىست‌رسُ‌اٍلیِ ّش‌تشویب‌'Rوٌذ. ای‌هتٌاظش‌سا
‌ ‌اًذاصُ ‌ػیاس‌ٍ ‌‌'gبا ٍdp'‌ٍُ‌تَلیذ‌رس‌ ‌ػیاس ‌‌gای‌با ‌اًذاصُ ٍdp‌،

‌هی ‌اسایِ ‌ًاحیِ ‌شىل ‌تحلیل ٍ‌ ‌تجضیِ ‌ٍ‌‌'Rوٌذ. ‌شٌاخت دس
ًمش‌بسیاس‌هْوی‌داسد.‌‌(           ) تؼبیش‌سیاضی‌تابغ‌

ب2‌‌ِتؼبیش‌با‌تجضیِ‌تابغ‌شىست‌بِ‌صَست‌سابطِ‌‌پیچیذگی‌ایي
‌گیشی‌لابل‌واّش‌است.طَس‌چشن

(2
) 

/ / / / /( , ; , ) ( | ; , ) ( ; , )p p p p p pb g d g d b g d g d b d g d 

‌فشآیٌذّای‌ ‌جذاشذى ‌سبب ‌هؤثش ‌طَس ‌بِ ‌سابطِ ایي
‌‌3شَد‌وِ‌تمشیب‌آى‌با‌سابطِ‌ّا‌هی‌آصادشذگی‌ٍ‌شىست‌واًی

‌ًشاى‌دادُ‌شذُ‌است:
(3) / / /( ; , ) ( , )p p p pb d g d b d d 

ٍلتی‌دسست‌است‌وِ‌تَصیغ‌اًذاصُ‌هحصَل‌ًاشی‌اص‌‌3سابطِ‌
یه‌شىست‌سادُ‌ٍ‌هستمل‌اص‌تشویب‌خَسان‌باشذ.‌ایي‌هسالِ‌

‌واًی ‌اص ‌خیلی ‌بشای ‌خَبی ‌فشض ‌احتوالا ‌سابطِ ‌دس ‌2ّاست.
چگالی‌تَصیغ‌هششٍط‌است‌وِ‌بِ‌هتغیش‌‌(          ) 

g‌‌ِدس‌طبمِ‌هشبَط‌بdpِشىست‌‌ای‌ٍابستِ‌است‌وِ‌دس‌ًتیج
‌ایجاد‌شذُ‌است.‌'g'‌‌ٍdpاًذیس‌‌اای‌برسُ

یه‌تفاضل‌هحذٍد‌هشاب1‌‌ِبشای‌واسبشد‌واهپیَتشی‌سابطِ‌
‌تفاضل ‌است. ‌ًیاص ‌هَسد ‌ػولی ‌هحاسبات ‌هحذٍد‌‌بشای ّای

‌الگَسیتن‌شٌاختِ‌شذُهٌاسب‌بِ‌خَبی‌ ّای‌هحاسباتی‌با‌‌اًذ‌ٍ
اًذ.‌بش‌ایي‌اساس‌با‌‌ثبات‌ٍ‌لابل‌اػتوادی‌سا‌دس‌اختیاس‌لشاس‌دادُ

اًطباق‌سابطِ‌آستیي‌ٍ‌لَوی‌هتٌاسب‌با‌اّذاف‌هَسد‌ًظش‌سابطِ‌
‌[.11اسایِ‌شذُ‌است‌]‌4
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‌اًذیس4دس‌سابطِ‌ ‌ i ‌،jّای‌‌، ،k‌‌ٍlهؼشف‌هتغیشّای‌‌g ‌،
dp ‌،g'‌‌ٍd'p‌ِبِ‌ششح‌صیش‌است.‌5اًذ؛‌بٌابشایي‌سابط‌

‌ه‌همالِ ‌ٍضؼیت ‌هَسد ‌دس ‌واًیای ‌آصادشذگی ‌اسایِ‌‌ذلساصی ّا
‌پیششفت‌دادُ ‌با ‌ًاآشٌایی ‌صَست ‌دس ٍ‌ ‌ایي‌‌اًذ ‌دس ‌حاصل ّای

شَد‌وِ‌ایي‌همالِ‌هفیذ‌بشای‌وسب‌اطلاػات‌‌صهیٌِ،‌تَصیِ‌هی
‌[.8]هَسد‌ًیاص‌هطالؼِ‌شَد‌

تَضیح‌هَاصًِ‌جوؼیتی‌بٌیادی‌خشدایش‌هَاد‌جاهذ‌دس‌یه‌
‌گلَلِبخش‌هخلَط ‌آسیای ‌واهل ‌سا‌وٌٌذُ ‌دس ‌ای آٍسد1‌‌ُبطِ
‌[11شذُ‌است.‌]

‌
(1)  (    )   (    ) (    ) 

  ∫  (           )
  

 (      )      
   (    ) 

‌
‌وِ‌دس‌آى:

g:‌‌ٍ1یه‌همذاس‌اسىالش‌دس‌فاصلِ‌بیي‌صفش‌‌
 (    ) ‌ ‌دٍ‌: ‌بِ ‌ٍابستِ ‌جضیی ‌دٍ ‌تَصیغ ‌چگالی تابغ

‌هشبَط‌بِ‌هحتَیات‌آسیا‌‌g‌‌ٍdpهتغیش‌
ٍ‌اًذاصُ‌ g ًشخ‌هخصَص‌شىست‌رسات‌دس‌ػیاس:‌‌(    ) 

dp ‌‌
‌تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی:‌‌(    ) 

τ‌‌:است.وٌٌذُ‌واهل‌‌صهاى‌هاًذ‌هیاًگیي‌دس‌هخلَط‌
‌ ‌سابطِ ‌‌1دس ‌شاهل ‌اّویت ‌تشتیب ‌بِ هتغیشّای‌هتغیشّا

‌اًذاصُ‌ ٍ‌ ‌شذُ( ‌هؼذًی‌شىستِ ‌هادُ ‌)جشم ‌ػیاس ‌اٍلیِ، هستمل
‌ ‌با ‌تشتیب ‌بِ ‌هتغیشّا ‌ایي ‌است. ‌‌gرسات ٍdp‌‌ُداد‌ ًوایش

ّای‌دٍتایی‌است‌اًذ.‌دس‌ایي‌تحمیك‌تَجِ‌هحذٍد‌بِ‌واًی‌شذُ
گزاسد‌صیشا‌دٍ‌هادُ‌‌پس‌است.‌ػیاس‌رسُ‌بش‌ًشخ‌شىست‌تاثیش‌هی

اٍت‌داسًذ‌هؼوَلا‌بِ‌یه‌اًذاصُ‌وِ‌اص‌ًظش‌ًَع‌هؼذًی‌با‌ّن‌تف
تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی‌است‌‌(    ) شىٌٌذُ‌ًیستٌذ.‌

‌آى ‌اًذاصُ ٍ‌ ‌رسات ‌تشویب ‌تَصیغ ‌خَسان‌‌وِ ‌دس ‌سا ّا
‌[.11دّذ‌]‌وٌٌذُ‌واهل‌ششح‌هی‌هخلَط

‌تابغ‌ ‌دسن ‌سابطِ ‌ایي ‌دس ‌هْن ٍ‌ ‌اصلی هسالِ
یه‌تابغ‌چگالی‌دٍ‌جضیی‌‌است.‌ایي‌تابغ،‌‌(           ) 
‌هتغیش ‌دٍ ‌بِ ‌دس‌ g ٍ dp ٍابستِ ‌هتغیش ‌تَصیغ‌ایي‌دٍ است‌وِ

سا‌ 'dp ٍ‌اًذاصُ 'g رسات‌حاصل‌شذُ‌اص‌شىست‌یه‌رسُ‌با‌ػیاس
‌هی ‌ًوی‌تَضیح ‌سا ‌تابغ ‌ایي ‌هذل‌دّذ. ‌اص ‌آصادشذگی‌‌تَاى ّای

هؼوَلی‌رسات‌بضسي‌)تابغ‌شىست‌هؼوَلی(‌بِ‌دست‌آٍسد‌صیشا‌
دس‌ًظش‌ 'g' ٍ dp ایذ‌با‌ّش‌تشویب‌هحتولی‌اصشىست‌رسات‌سا‌ب

‌هی ‌اصل ‌دس ‌‌گشفت. ‌هشاّذُ‌‌(           ) تَاى ‌با سا
تَاى‌بِ‌‌تجشبی‌هستمین‌اًذاصُ‌گشفت.‌بش‌ایي‌اساس‌رسات‌سا‌هی

بٌذی‌وشد‌ٍ‌رسات‌‌دستِ 'g' ٍ dp ّای‌طَس‌فیضیىی‌دس‌فشاوسیَى‌
‌ ‌ّش ‌اص ‌رسات‌شىستِ‌تَلیذشذُ ‌ػیاس ‌اًذاصُ ‌تَصیغ ٍ‌ فشاوسیَى

‌اًذاصُ ‌سا ‌اًذاصُ‌شذُ ‌چٌیي ‌ّشچٌذ ‌وشد. ‌شذت‌‌گیشی ‌بِ گیشی
‌ٍالغ‌ّیچ‌اًذاصُ‌دشَاس‌ٍ‌خستِ گیشی‌جاهؼی‌‌وٌٌذُ‌است‌ٍ‌دس

‌1یه‌ٍیژگی‌هْن‌سابطِ‌دس‌ایي‌سابطِ‌تاوٌَى‌اًجام‌ًشذُ‌است.‌
ول‌است‌وِ‌اًتگشال‌دس‌آى‌ػ‌g-dpدس‌فضای‌‌'Rًاحیِ‌هحذٍد‌

‌ًاحیِ‌هی ‌با‌شىست‌رسُ‌اٍلیِ ّش‌تشویب‌'Rوٌذ. ای‌هتٌاظش‌سا
‌ ‌اًذاصُ ‌ػیاس‌ٍ ‌‌'gبا ٍdp'‌ٍُ‌تَلیذ‌رس‌ ‌ػیاس ‌‌gای‌با ‌اًذاصُ ٍdp‌،

‌هی ‌اسایِ ‌ًاحیِ ‌شىل ‌تحلیل ٍ‌ ‌تجضیِ ‌ٍ‌‌'Rوٌذ. ‌شٌاخت دس
ًمش‌بسیاس‌هْوی‌داسد.‌‌(           ) تؼبیش‌سیاضی‌تابغ‌

ب2‌‌ِتؼبیش‌با‌تجضیِ‌تابغ‌شىست‌بِ‌صَست‌سابطِ‌‌پیچیذگی‌ایي
‌گیشی‌لابل‌واّش‌است.طَس‌چشن

(2
) 

/ / / / /( , ; , ) ( | ; , ) ( ; , )p p p p p pb g d g d b g d g d b d g d 

‌فشآیٌذّای‌ ‌جذاشذى ‌سبب ‌هؤثش ‌طَس ‌بِ ‌سابطِ ایي
‌‌3شَد‌وِ‌تمشیب‌آى‌با‌سابطِ‌ّا‌هی‌آصادشذگی‌ٍ‌شىست‌واًی

‌ًشاى‌دادُ‌شذُ‌است:
(3) / / /( ; , ) ( , )p p p pb d g d b d d 

ٍلتی‌دسست‌است‌وِ‌تَصیغ‌اًذاصُ‌هحصَل‌ًاشی‌اص‌‌3سابطِ‌
یه‌شىست‌سادُ‌ٍ‌هستمل‌اص‌تشویب‌خَسان‌باشذ.‌ایي‌هسالِ‌

‌واًی ‌اص ‌خیلی ‌بشای ‌خَبی ‌فشض ‌احتوالا ‌سابطِ ‌دس ‌2ّاست.
چگالی‌تَصیغ‌هششٍط‌است‌وِ‌بِ‌هتغیش‌‌(          ) 

g‌‌ِدس‌طبمِ‌هشبَط‌بdpِشىست‌‌ای‌ٍابستِ‌است‌وِ‌دس‌ًتیج
‌ایجاد‌شذُ‌است.‌'g'‌‌ٍdpاًذیس‌‌اای‌برسُ

یه‌تفاضل‌هحذٍد‌هشاب1‌‌ِبشای‌واسبشد‌واهپیَتشی‌سابطِ‌
‌تفاضل ‌است. ‌ًیاص ‌هَسد ‌ػولی ‌هحاسبات ‌هحذٍد‌‌بشای ّای

‌الگَسیتن‌شٌاختِ‌شذُهٌاسب‌بِ‌خَبی‌ ّای‌هحاسباتی‌با‌‌اًذ‌ٍ
اًذ.‌بش‌ایي‌اساس‌با‌‌ثبات‌ٍ‌لابل‌اػتوادی‌سا‌دس‌اختیاس‌لشاس‌دادُ

اًطباق‌سابطِ‌آستیي‌ٍ‌لَوی‌هتٌاسب‌با‌اّذاف‌هَسد‌ًظش‌سابطِ‌
‌[.11اسایِ‌شذُ‌است‌]‌4

(4) 

//

/

1

1

1

ijl

ijl

Kj

ij jl kl ijkl kl
l k K

ij
ij

f b S b p
p

S







 






 

 
‌

‌اًذیس4دس‌سابطِ‌ ‌ i ‌،jّای‌‌، ،k‌‌ٍlهؼشف‌هتغیشّای‌‌g ‌،
dp ‌،g'‌‌ٍd'p‌ِبِ‌ششح‌صیش‌است.‌5اًذ؛‌بٌابشایي‌سابط‌

)1(

‌ه‌همالِ ‌ٍضؼیت ‌هَسد ‌دس ‌واًیای ‌آصادشذگی ‌اسایِ‌‌ذلساصی ّا
‌پیششفت‌دادُ ‌با ‌ًاآشٌایی ‌صَست ‌دس ٍ‌ ‌ایي‌‌اًذ ‌دس ‌حاصل ّای

شَد‌وِ‌ایي‌همالِ‌هفیذ‌بشای‌وسب‌اطلاػات‌‌صهیٌِ،‌تَصیِ‌هی
‌[.8]هَسد‌ًیاص‌هطالؼِ‌شَد‌

تَضیح‌هَاصًِ‌جوؼیتی‌بٌیادی‌خشدایش‌هَاد‌جاهذ‌دس‌یه‌
‌گلَلِبخش‌هخلَط ‌آسیای ‌واهل ‌سا‌وٌٌذُ ‌دس ‌ای آٍسد1‌‌ُبطِ
‌[11شذُ‌است.‌]

‌
(1)  (    )   (    ) (    ) 

  ∫  (           )
  

 (      )      
   (    ) 

‌
‌وِ‌دس‌آى:

g:‌‌ٍ1یه‌همذاس‌اسىالش‌دس‌فاصلِ‌بیي‌صفش‌‌
 (    ) ‌ ‌دٍ‌: ‌بِ ‌ٍابستِ ‌جضیی ‌دٍ ‌تَصیغ ‌چگالی تابغ

‌هشبَط‌بِ‌هحتَیات‌آسیا‌‌g‌‌ٍdpهتغیش‌
ٍ‌اًذاصُ‌ g ًشخ‌هخصَص‌شىست‌رسات‌دس‌ػیاس:‌‌(    ) 

dp ‌‌
‌تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی:‌‌(    ) 

τ‌‌:است.وٌٌذُ‌واهل‌‌صهاى‌هاًذ‌هیاًگیي‌دس‌هخلَط‌
‌ ‌سابطِ ‌‌1دس ‌شاهل ‌اّویت ‌تشتیب ‌بِ هتغیشّای‌هتغیشّا

‌اًذاصُ‌ ٍ‌ ‌شذُ( ‌هؼذًی‌شىستِ ‌هادُ ‌)جشم ‌ػیاس ‌اٍلیِ، هستمل
‌ ‌با ‌تشتیب ‌بِ ‌هتغیشّا ‌ایي ‌است. ‌‌gرسات ٍdp‌‌ُداد‌ ًوایش

ّای‌دٍتایی‌است‌اًذ.‌دس‌ایي‌تحمیك‌تَجِ‌هحذٍد‌بِ‌واًی‌شذُ
گزاسد‌صیشا‌دٍ‌هادُ‌‌پس‌است.‌ػیاس‌رسُ‌بش‌ًشخ‌شىست‌تاثیش‌هی

اٍت‌داسًذ‌هؼوَلا‌بِ‌یه‌اًذاصُ‌وِ‌اص‌ًظش‌ًَع‌هؼذًی‌با‌ّن‌تف
تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی‌است‌‌(    ) شىٌٌذُ‌ًیستٌذ.‌

‌آى ‌اًذاصُ ٍ‌ ‌رسات ‌تشویب ‌تَصیغ ‌خَسان‌‌وِ ‌دس ‌سا ّا
‌[.11دّذ‌]‌وٌٌذُ‌واهل‌ششح‌هی‌هخلَط

‌تابغ‌ ‌دسن ‌سابطِ ‌ایي ‌دس ‌هْن ٍ‌ ‌اصلی هسالِ
یه‌تابغ‌چگالی‌دٍ‌جضیی‌‌است.‌ایي‌تابغ،‌‌(           ) 
‌هتغیش ‌دٍ ‌بِ ‌دس‌ g ٍ dp ٍابستِ ‌هتغیش ‌تَصیغ‌ایي‌دٍ است‌وِ

سا‌ 'dp ٍ‌اًذاصُ 'g رسات‌حاصل‌شذُ‌اص‌شىست‌یه‌رسُ‌با‌ػیاس
‌هی ‌ًوی‌تَضیح ‌سا ‌تابغ ‌ایي ‌هذل‌دّذ. ‌اص ‌آصادشذگی‌‌تَاى ّای

هؼوَلی‌رسات‌بضسي‌)تابغ‌شىست‌هؼوَلی(‌بِ‌دست‌آٍسد‌صیشا‌
دس‌ًظش‌ 'g' ٍ dp ایذ‌با‌ّش‌تشویب‌هحتولی‌اصشىست‌رسات‌سا‌ب

‌هی ‌اصل ‌دس ‌‌گشفت. ‌هشاّذُ‌‌(           ) تَاى ‌با سا
تَاى‌بِ‌‌تجشبی‌هستمین‌اًذاصُ‌گشفت.‌بش‌ایي‌اساس‌رسات‌سا‌هی

بٌذی‌وشد‌ٍ‌رسات‌‌دستِ 'g' ٍ dp ّای‌طَس‌فیضیىی‌دس‌فشاوسیَى‌
‌ ‌ّش ‌اص ‌رسات‌شىستِ‌تَلیذشذُ ‌ػیاس ‌اًذاصُ ‌تَصیغ ٍ‌ فشاوسیَى

‌اًذاصُ ‌سا ‌اًذاصُ‌شذُ ‌چٌیي ‌ّشچٌذ ‌وشد. ‌شذت‌‌گیشی ‌بِ گیشی
‌ٍالغ‌ّیچ‌اًذاصُ‌دشَاس‌ٍ‌خستِ گیشی‌جاهؼی‌‌وٌٌذُ‌است‌ٍ‌دس

‌1یه‌ٍیژگی‌هْن‌سابطِ‌دس‌ایي‌سابطِ‌تاوٌَى‌اًجام‌ًشذُ‌است.‌
ول‌است‌وِ‌اًتگشال‌دس‌آى‌ػ‌g-dpدس‌فضای‌‌'Rًاحیِ‌هحذٍد‌

‌ًاحیِ‌هی ‌با‌شىست‌رسُ‌اٍلیِ ّش‌تشویب‌'Rوٌذ. ای‌هتٌاظش‌سا
‌ ‌اًذاصُ ‌ػیاس‌ٍ ‌‌'gبا ٍdp'‌ٍُ‌تَلیذ‌رس‌ ‌ػیاس ‌‌gای‌با ‌اًذاصُ ٍdp‌،

‌هی ‌اسایِ ‌ًاحیِ ‌شىل ‌تحلیل ٍ‌ ‌تجضیِ ‌ٍ‌‌'Rوٌذ. ‌شٌاخت دس
ًمش‌بسیاس‌هْوی‌داسد.‌‌(           ) تؼبیش‌سیاضی‌تابغ‌

ب2‌‌ِتؼبیش‌با‌تجضیِ‌تابغ‌شىست‌بِ‌صَست‌سابطِ‌‌پیچیذگی‌ایي
‌گیشی‌لابل‌واّش‌است.طَس‌چشن

(2
) 

/ / / / /( , ; , ) ( | ; , ) ( ; , )p p p p p pb g d g d b g d g d b d g d 

‌فشآیٌذّای‌ ‌جذاشذى ‌سبب ‌هؤثش ‌طَس ‌بِ ‌سابطِ ایي
‌‌3شَد‌وِ‌تمشیب‌آى‌با‌سابطِ‌ّا‌هی‌آصادشذگی‌ٍ‌شىست‌واًی

‌ًشاى‌دادُ‌شذُ‌است:
(3) / / /( ; , ) ( , )p p p pb d g d b d d 

ٍلتی‌دسست‌است‌وِ‌تَصیغ‌اًذاصُ‌هحصَل‌ًاشی‌اص‌‌3سابطِ‌
یه‌شىست‌سادُ‌ٍ‌هستمل‌اص‌تشویب‌خَسان‌باشذ.‌ایي‌هسالِ‌

‌واًی ‌اص ‌خیلی ‌بشای ‌خَبی ‌فشض ‌احتوالا ‌سابطِ ‌دس ‌2ّاست.
چگالی‌تَصیغ‌هششٍط‌است‌وِ‌بِ‌هتغیش‌‌(          ) 

g‌‌ِدس‌طبمِ‌هشبَط‌بdpِشىست‌‌ای‌ٍابستِ‌است‌وِ‌دس‌ًتیج
‌ایجاد‌شذُ‌است.‌'g'‌‌ٍdpاًذیس‌‌اای‌برسُ

یه‌تفاضل‌هحذٍد‌هشاب1‌‌ِبشای‌واسبشد‌واهپیَتشی‌سابطِ‌
‌تفاضل ‌است. ‌ًیاص ‌هَسد ‌ػولی ‌هحاسبات ‌هحذٍد‌‌بشای ّای

‌الگَسیتن‌شٌاختِ‌شذُهٌاسب‌بِ‌خَبی‌ ّای‌هحاسباتی‌با‌‌اًذ‌ٍ
اًذ.‌بش‌ایي‌اساس‌با‌‌ثبات‌ٍ‌لابل‌اػتوادی‌سا‌دس‌اختیاس‌لشاس‌دادُ

اًطباق‌سابطِ‌آستیي‌ٍ‌لَوی‌هتٌاسب‌با‌اّذاف‌هَسد‌ًظش‌سابطِ‌
‌[.11اسایِ‌شذُ‌است‌]‌4
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)2(
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‌ه‌همالِ ‌ٍضؼیت ‌هَسد ‌دس ‌واًیای ‌آصادشذگی ‌اسایِ‌‌ذلساصی ّا
‌پیششفت‌دادُ ‌با ‌ًاآشٌایی ‌صَست ‌دس ٍ‌ ‌ایي‌‌اًذ ‌دس ‌حاصل ّای

شَد‌وِ‌ایي‌همالِ‌هفیذ‌بشای‌وسب‌اطلاػات‌‌صهیٌِ،‌تَصیِ‌هی
‌[.8]هَسد‌ًیاص‌هطالؼِ‌شَد‌

تَضیح‌هَاصًِ‌جوؼیتی‌بٌیادی‌خشدایش‌هَاد‌جاهذ‌دس‌یه‌
‌گلَلِبخش‌هخلَط ‌آسیای ‌واهل ‌سا‌وٌٌذُ ‌دس ‌ای آٍسد1‌‌ُبطِ
‌[11شذُ‌است.‌]

‌
(1)  (    )   (    ) (    ) 

  ∫  (           )
  

 (      )      
   (    ) 

‌
‌وِ‌دس‌آى:

g:‌‌ٍ1یه‌همذاس‌اسىالش‌دس‌فاصلِ‌بیي‌صفش‌‌
 (    ) ‌ ‌دٍ‌: ‌بِ ‌ٍابستِ ‌جضیی ‌دٍ ‌تَصیغ ‌چگالی تابغ

‌هشبَط‌بِ‌هحتَیات‌آسیا‌‌g‌‌ٍdpهتغیش‌
ٍ‌اًذاصُ‌ g ًشخ‌هخصَص‌شىست‌رسات‌دس‌ػیاس:‌‌(    ) 

dp ‌‌
‌تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی:‌‌(    ) 

τ‌‌:است.وٌٌذُ‌واهل‌‌صهاى‌هاًذ‌هیاًگیي‌دس‌هخلَط‌
‌ ‌سابطِ ‌‌1دس ‌شاهل ‌اّویت ‌تشتیب ‌بِ هتغیشّای‌هتغیشّا

‌اًذاصُ‌ ٍ‌ ‌شذُ( ‌هؼذًی‌شىستِ ‌هادُ ‌)جشم ‌ػیاس ‌اٍلیِ، هستمل
‌ ‌با ‌تشتیب ‌بِ ‌هتغیشّا ‌ایي ‌است. ‌‌gرسات ٍdp‌‌ُداد‌ ًوایش

ّای‌دٍتایی‌است‌اًذ.‌دس‌ایي‌تحمیك‌تَجِ‌هحذٍد‌بِ‌واًی‌شذُ
گزاسد‌صیشا‌دٍ‌هادُ‌‌پس‌است.‌ػیاس‌رسُ‌بش‌ًشخ‌شىست‌تاثیش‌هی

اٍت‌داسًذ‌هؼوَلا‌بِ‌یه‌اًذاصُ‌وِ‌اص‌ًظش‌ًَع‌هؼذًی‌با‌ّن‌تف
تابغ‌چگالی‌تَصیؼی‌دٍ‌جضیی‌است‌‌(    ) شىٌٌذُ‌ًیستٌذ.‌

‌آى ‌اًذاصُ ٍ‌ ‌رسات ‌تشویب ‌تَصیغ ‌خَسان‌‌وِ ‌دس ‌سا ّا
‌[.11دّذ‌]‌وٌٌذُ‌واهل‌ششح‌هی‌هخلَط

‌تابغ‌ ‌دسن ‌سابطِ ‌ایي ‌دس ‌هْن ٍ‌ ‌اصلی هسالِ
یه‌تابغ‌چگالی‌دٍ‌جضیی‌‌است.‌ایي‌تابغ،‌‌(           ) 
‌هتغیش ‌دٍ ‌بِ ‌دس‌ g ٍ dp ٍابستِ ‌هتغیش ‌تَصیغ‌ایي‌دٍ است‌وِ

سا‌ 'dp ٍ‌اًذاصُ 'g رسات‌حاصل‌شذُ‌اص‌شىست‌یه‌رسُ‌با‌ػیاس
‌هی ‌ًوی‌تَضیح ‌سا ‌تابغ ‌ایي ‌هذل‌دّذ. ‌اص ‌آصادشذگی‌‌تَاى ّای

هؼوَلی‌رسات‌بضسي‌)تابغ‌شىست‌هؼوَلی(‌بِ‌دست‌آٍسد‌صیشا‌
دس‌ًظش‌ 'g' ٍ dp ایذ‌با‌ّش‌تشویب‌هحتولی‌اصشىست‌رسات‌سا‌ب

‌هی ‌اصل ‌دس ‌‌گشفت. ‌هشاّذُ‌‌(           ) تَاى ‌با سا
تَاى‌بِ‌‌تجشبی‌هستمین‌اًذاصُ‌گشفت.‌بش‌ایي‌اساس‌رسات‌سا‌هی

بٌذی‌وشد‌ٍ‌رسات‌‌دستِ 'g' ٍ dp ّای‌طَس‌فیضیىی‌دس‌فشاوسیَى‌
‌ ‌ّش ‌اص ‌رسات‌شىستِ‌تَلیذشذُ ‌ػیاس ‌اًذاصُ ‌تَصیغ ٍ‌ فشاوسیَى

‌اًذاصُ ‌سا ‌اًذاصُ‌شذُ ‌چٌیي ‌ّشچٌذ ‌وشد. ‌شذت‌‌گیشی ‌بِ گیشی
‌ٍالغ‌ّیچ‌اًذاصُ‌دشَاس‌ٍ‌خستِ گیشی‌جاهؼی‌‌وٌٌذُ‌است‌ٍ‌دس

‌1یه‌ٍیژگی‌هْن‌سابطِ‌دس‌ایي‌سابطِ‌تاوٌَى‌اًجام‌ًشذُ‌است.‌
ول‌است‌وِ‌اًتگشال‌دس‌آى‌ػ‌g-dpدس‌فضای‌‌'Rًاحیِ‌هحذٍد‌

‌ًاحیِ‌هی ‌با‌شىست‌رسُ‌اٍلیِ ّش‌تشویب‌'Rوٌذ. ای‌هتٌاظش‌سا
‌ ‌اًذاصُ ‌ػیاس‌ٍ ‌‌'gبا ٍdp'‌ٍُ‌تَلیذ‌رس‌ ‌ػیاس ‌‌gای‌با ‌اًذاصُ ٍdp‌،

‌هی ‌اسایِ ‌ًاحیِ ‌شىل ‌تحلیل ٍ‌ ‌تجضیِ ‌ٍ‌‌'Rوٌذ. ‌شٌاخت دس
ًمش‌بسیاس‌هْوی‌داسد.‌‌(           ) تؼبیش‌سیاضی‌تابغ‌

ب2‌‌ِتؼبیش‌با‌تجضیِ‌تابغ‌شىست‌بِ‌صَست‌سابطِ‌‌پیچیذگی‌ایي
‌گیشی‌لابل‌واّش‌است.طَس‌چشن

(2
) 

/ / / / /( , ; , ) ( | ; , ) ( ; , )p p p p p pb g d g d b g d g d b d g d 

‌فشآیٌذّای‌ ‌جذاشذى ‌سبب ‌هؤثش ‌طَس ‌بِ ‌سابطِ ایي
‌‌3شَد‌وِ‌تمشیب‌آى‌با‌سابطِ‌ّا‌هی‌آصادشذگی‌ٍ‌شىست‌واًی

‌ًشاى‌دادُ‌شذُ‌است:
(3) / / /( ; , ) ( , )p p p pb d g d b d d 

ٍلتی‌دسست‌است‌وِ‌تَصیغ‌اًذاصُ‌هحصَل‌ًاشی‌اص‌‌3سابطِ‌
یه‌شىست‌سادُ‌ٍ‌هستمل‌اص‌تشویب‌خَسان‌باشذ.‌ایي‌هسالِ‌

‌واًی ‌اص ‌خیلی ‌بشای ‌خَبی ‌فشض ‌احتوالا ‌سابطِ ‌دس ‌2ّاست.
چگالی‌تَصیغ‌هششٍط‌است‌وِ‌بِ‌هتغیش‌‌(          ) 

g‌‌ِدس‌طبمِ‌هشبَط‌بdpِشىست‌‌ای‌ٍابستِ‌است‌وِ‌دس‌ًتیج
‌ایجاد‌شذُ‌است.‌'g'‌‌ٍdpاًذیس‌‌اای‌برسُ

یه‌تفاضل‌هحذٍد‌هشاب1‌‌ِبشای‌واسبشد‌واهپیَتشی‌سابطِ‌
‌تفاضل ‌است. ‌ًیاص ‌هَسد ‌ػولی ‌هحاسبات ‌هحذٍد‌‌بشای ّای

‌الگَسیتن‌شٌاختِ‌شذُهٌاسب‌بِ‌خَبی‌ ّای‌هحاسباتی‌با‌‌اًذ‌ٍ
اًذ.‌بش‌ایي‌اساس‌با‌‌ثبات‌ٍ‌لابل‌اػتوادی‌سا‌دس‌اختیاس‌لشاس‌دادُ

اًطباق‌سابطِ‌آستیي‌ٍ‌لَوی‌هتٌاسب‌با‌اّذاف‌هَسد‌ًظش‌سابطِ‌
‌[.11اسایِ‌شذُ‌است‌]‌4
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که در آن: 
fij : مقدار خوراک در بازه عیاری iام و طبقه سرندی jام 

و  jام  سرندی  طبقه  در  معمولی  شکست  تابع  مقدار   :  bij

ستون lام Skl مقدار تابع انتخاب برای بازه عیاری kام و طبقه 
سرندی lام 

bijkl : مقدار تابع شکست مربوط به بازه عیاری iام و طبقه 

 l و طبقه سرندی k ام در بازه عیاریj سرندی
pkl : مقدار محصول به دست آمده از طریق این رابطه در 

بازه‌های عیاری و طبقات سرندی پیشین 
مدل  کامل  مخلوط‌کننده‌های  ماند  زمان‌های  τ: ‌‌‌مجموع 

توزیع زمان ماند است.
آسیای  یک  در  معمول  طور  به‌   Skl و   bij مقادیر  محاسبه 
بخش‌های  در  اندازه  تک  ذرات  از  استفاده  با  و  آزمایشگاهی 
شکست  تابع  مقادیر  می‌شود.  انجام  استاندارد  سرند  مختلف 
در  مستقیم  طور  به  محیطی‌اند،  شرایط  از  مستقل  چون 
مدلسازی آسیای صنعتی قابل استفاده‌‌اند. در مقابل مقادیر تابع 
انتخاب به شدت وابسته به شرایط محیطی‌اند و به همین دلیل 
یا باید با ضرایبی افزایش مقیاس شوند و یا با محاسبه معکوس 
مربوط  اصلی  مشکل  شوند.  تعیین  صنعتی  داده‌های  روی  از 
به تعیین مقادیر bijkl است. این تابع معرف نحوه توزیع ذرات 
شکسته شده هم بر اساس اندازه و هم بر اساس توزیع کانی‌های 
تشکیل‌دهنده است. برای روشن شدن مطلب نیاز به شناخت 

مفهوم درجه آزادی کانی‌ها و مدلسازی آن است.

2-2- مفهوم مدلسازی درجه آزادی کانی‌ها

تخصص  در  مهم  بسیار  مفهوم  یک  کانی‌ها  آزادی  درجه 
گزارش‌ها  از  بسیاری  در  است.  معدنی  مواد  فرآوری  مهندسی 
بخشی به مطالعات درجه آزادی پرداخته می‌شود که در اکثر 
موارد هم روش تعیین درجه آزادی دقیق نیست و هم ارتباط 
منطقی میان نتایج آن و سایر بخش های گزارش وجود ندارد. 
واقعیت این است که بحث درجه آزادی پیچیدگی‌‌های بسیاری 
موضوع  انحراف  باعث  پیچیدگی‌ها  این  به  توجه  عدم  و  دارد 

می‌شود. به ‌طور معمول تعیین درجه آزادی با سری سرندهای 
تقسیم می‌شود.  به بخش‌های مختلفی  نمونه  ذرات  استاندارد 
برای هر یک از این بخش‌ها مقاطع میکروسکوپی تهیه و سپس 
نمونه  تهیه  می‌شود.  مطالعه  میکروسکوپ  زیر  در  مقاطع  این 
معرف، برش صحیح ذرات و مطالعه دقیق هر یک، پارامترهای 
بسیار مهمی‌اند که باید با تخصص و صبر انجام شود. با توجه 
به این موضوعات نحوه محاسبه درجه آزادی نیز مهم است. در 
اکثر موارد مشاهده می‌شود که درجه آزادی بر اساس شمارش 
ذرات آزاد و درگیر کانی با ارزش و گانگ تبیین می‌شود. در این 
روش سهم کانی با ارزش موجود در کانی درگیر به طور دقیق 
در نظر گرفته نمی‌شود. این کار باعث خطای زیادی می‌شود. 
آزاد  ارزش  با  کانی  جرمی  نسبت  آزادی  درجه  تعریف  طبق 
نرم‌افزارهای پردازش  امروزه  ارزش است.  با  به جرم کل کانی 
ذرات  در  ارزش  با  کانی  بالایی سهم  با دقت  تصویر می‌توانند 
درگیر را محاسبه کنند اما این نرم‌افزارها نیز هزینه‌برند. برای 
ارزش  با  کانی  سهم  می‌توان  آزادی  درجه  دقیق‌تر  محاسبه 
موجود در ذرات را به نسبت‌های مختلفی تقسیم کرد. هر چه 
این تقسیم‌بندی کمتر باشد، دقت بیشتر و البته هزینه و زمان 
نیز بیشتر می‌شود. این مفهوم ابتدا توسط اندروز و میکا ارایه 
مناسب،  اقدام  یک  عنوان  به‌  اساس  این  بر   .]11[ است  شده 
تقسیم‌بندی 12 تایی ذرات درگیر می‌تواند بسیار مناسب باشد. 
به این ترتیب که از صفر تا 100 درصد به بازه‌های 10 درصدی 
درصد   100 و  صفر  نقطه‌ای  مقدار  دو  می‌شود.  تقسیم‌بندی 
گرفته  نظر  در  ارزش  با  کانی خالص  و  گانگ  کانی  معنای  به 
می‌شود. به عبارتی سهم کانی با ارزش در ذره به ‌صورت درصد 
بیان می‌شود. ده بازه 10 درصدی مقدار کانی با ارزش درگیر 
را در ذره نشان می‌دهد. به این ترتیب fij نشانگر مقدار کانی 
با ارزش موجود در طبقه اندازه jام و سهم iدرصدی است. به 
عنوان مثال f34=5 به این معنا است که از کل کانی با ارزش 
اندازه چهارم سرندی مقدار 5 درصد آن در  موجود در طبقه 
بخش 10 تا 20 درصد محتوای کانی قرار دارد. به این ترتیب 
که  ستونی  بردار  یک  جای  به‌  آسیا  ورودی  بار  توصیف  برای 
فقط به اندازه ذرات مرتبط بود، یک ماتریس مستطیلی وجود 
دارد که تعداد سطر 12 و ستون آن برابر طبقات سرندی است. 
ارزش  با  کانی  کل  از  درصدی  ماتریس  این  آرایه  هر  مقادیر 
آن طبقه اندازه است و بنابراین مجموع مقادیر هر ستون این 
ماتریس برابر 100 خواهد شد. برای توصیف مدلسازی عیاری 
)درجه آزادی(، شناخت ماهیت شکست و سرعت شکست در 
هر یک از واحد‌های این ماتریس ضروری است. به این ترتیب 
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 کِ در آى: 
fij  : هقذار خَراک در تازُ ػیاریi ام ٍ طثقِ سرًذیj ام 
bij :  هقذار تاتغ ضکست هؼوَلی در طثقِ سرًذیj ٍ ام
ام ٍ طثقِ kهقذار تاتغ اًتخاب ترای تازُ ػیاری  Sklام lستَى 

 ام lسرًذی 
bijkl  : هقذار تاتغ ضکست هرتَط تِ تازُ ػیاریi ِام ٍ طثق
  lٍ طثقِ سرًذی  kام در تازُ ػیاری jسرًذی 
pkl :  هقذار هحصَل تِ دست آهذُ از طریق ایي راتطِ در

 ّای ػیاری ٍ طثقات سرًذی پیطیي تازُ
τ: ّای کاهل هذل  کٌٌذُّای هاًذ هخلَطهجوَع زهاى

  تَزیغ زهاى هاًذ
طَر هؼوَل در یک آسیای   تِ bij  ٍSklهحاسثِ هقادیر 

ّای  اًذازُ در تخصآزهایطگاّی ٍ تا استفادُ از ررات تک 
ضَد. هقادیر تاتغ ضکست چَى  هختلف سرًذ استاًذارد اًجام هی

اًذ، تِ طَر هستقین در هذلسازی هستقل از ضرایط هحیطی
اًذ. در هقاتل هقادیر تاتغ اًتخاب تِ   آسیای صٌؼتی قاتل استفادُ

اًذ ٍ تِ ّویي دلیل یا تایذ تا  ضذت ٍاتستِ تِ ضرایط هحیطی
هقیاس ضًَذ ٍ یا تا هحاسثِ هؼکَس از رٍی  ضرایثی افسایص

ّای صٌؼتی تؼییي ضًَذ. هطکل اصلی هرتَط تِ تؼییي  دادُ
است. ایي تاتغ هؼرف ًحَُ تَزیغ ررات ضکستِ  bijklهقادیر 

ّای  ضذُ ّن تر اساس اًذازُ ٍ ّن تر اساس تَزیغ کاًی
دٌّذُ است. ترای رٍضي ضذى هطلة ًیاز تِ ضٌاخت  تطکیل

 ّا ٍ هذلسازی آى است. آزادی کاًی هفَْم درجِ

 ها مفهوم مدلسازی درجه آزادی کانی -2-2
ّا یک هفَْم تسیار هْن در تخصص  درجِ آزادی کاًی

ّا  هٌْذسی فرآٍری هَاد هؼذًی است. در تسیاری از گسارش
ضَد کِ در اکثر  تخطی تِ هطالؼات درجِ آزادی پرداختِ هی

ٍ ّن ارتثاط  هَارد ّن رٍش تؼییي درجِ آزادی دقیق ًیست
هٌطقی هیاى ًتایج آى ٍ سایر تخص ّای گسارش ٍجَد ًذارد. 

ّای تسیاری   ٍاقؼیت ایي است کِ تحث درجِ آزادی پیچیذگی
ّا تاػث اًحراف هَضَع  دارد ٍ ػذم تَجِ تِ ایي پیچیذگی

طَر هؼوَل تؼییي درجِ آزادی تا سری سرًذّای  ضَد. تِ  هی

ضَد.  هختلفی تقسین هی ّای استاًذارد ررات ًوًَِ تِ تخص
ّا هقاطغ هیکرٍسکَپی تْیِ ٍ سپس  ترای ّر یک از ایي تخص

ضَد. تْیِ ًوًَِ  ایي هقاطغ در زیر هیکرٍسکَج هطالؼِ هی
هؼرف، ترش صحیح ررات ٍ هطالؼِ دقیق ّر یک، پاراهترّای 

اًذ کِ تایذ تا تخصص ٍ صثر اًجام ضَد. تا تَجِ تِ تسیار هْوی
هحاسثِ درجِ آزادی ًیس هْن است. در ایي هَضَػات ًحَُ 

ضَد کِ درجِ آزادی تر اساس ضوارش  اکثر هَارد هطاّذُ هی
ضَد. در ایي  ررات آزاد ٍ درگیر کاًی تا ارزش ٍ گاًگ تثییي هی

رٍش سْن کاًی تا ارزش هَجَد در کاًی درگیر تِ طَر دقیق 
ضَد.  ضَد. ایي کار تاػث خطای زیادی هی در ًظر گرفتِ ًوی

تؼریف درجِ آزادی ًسثت جرهی کاًی تا ارزش آزاد تِ  طثق
افسارّای پردازش تصَیر  جرم کل کاًی تا ارزش است. اهرٍزُ ًرم

تَاًٌذ تا دقت تالایی سْن کاًی تا ارزش در ررات درگیر را  هی
ترًذ. ترای هحاسثِ  افسارّا ًیس ّسیٌِ هحاسثِ کٌٌذ اها ایي ًرم

کاًی تا ارزش هَجَد در تَاى سْن  تر درجِ آزادی هی دقیق
-ّای هختلفی تقسین کرد. ّر چِ ایي تقسین ررات را تِ ًسثت

تٌذی کوتر تاضذ، دقت تیطتر ٍ الثتِ ّسیٌِ ٍ زهاى ًیس تیطتر 
ضَد. ایي هفَْم اتتذا تَسط اًذرٍز ٍ هیکا ارایِ ضذُ است  هی

تٌذی ػٌَاى یک اقذام هٌاسة، تقسین  [. تر ایي اساس ت11ِ]
تَاًذ تسیار هٌاسة تاضذ. تِ ایي  ت درگیر هیتایی ررا 11

درصذی  11ّای  درصذ تِ تازُ 111ترتیة کِ از صفر تا 
درصذ تِ  111ای صفر ٍ  ضَد. دٍ هقذار ًقطِ تٌذی هیتقسین

هؼٌای کاًی گاًگ ٍ کاًی خالص تا ارزش در ًظر گرفتِ 
صَرت درصذ  ضَد. تِ ػثارتی سْن کاًی تا ارزش در ررُ تِ  هی

درصذی هقذار کاًی تا ارزش درگیر را  11ضَد. دُ تازُ  یتیاى ه
ًطاًگر هقذار کاًی تا  fijدّذ. تِ ایي ترتیة  در ررُ ًطاى هی

درصذی است. تِ iام ٍ سْن jارزش هَجَد در طثقِ اًذازُ 
تِ ایي هؼٌا است کِ از کل کاًی تا ارزش  f34=5ػٌَاى هثال 

درصذ آى در  5هَجَد در طثقِ اًذازُ چْارم سرًذی هقذار 
درصذ هحتَای کاًی قرار دارد. تِ ایي ترتیة  11تا  11تخص 

جای یک تردار ستًَی کِ فقط   ترای تَصیف تار ٍرٍدی آسیا تِ
تِ اًذازُ ررات هرتثط تَد، یک هاتریس هستطیلی ٍجَد دارد 

ٍ ستَى آى تراتر طثقات سرًذی است.  11کِ تؼذاد سطر 
ی از کل کاًی تا ارزش آى هقادیر ّر آرایِ ایي هاتریس درصذ

طثقِ اًذازُ است ٍ تٌاترایي هجوَع هقادیر ّر ستَى ایي 
خَاّذ ضذ. ترای تَصیف هذلسازی ػیاری  111هاتریس تراتر 

)درجِ آزادی(، ضٌاخت هاّیت ضکست ٍ سرػت ضکست در ّر 
ّای ایي هاتریس ضرٍری است. تِ ایي ترتیة  یک از ٍاحذ
ّای لازم ترای  ترای تؼییي دادُ ػٌَاى ًوًَِ ضَد تِ  هلاحظِ هی

آزهَى ضکست ٍ هطالؼِ  111طثقِ سرًذی،  11یک ًوًَِ تا 
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ملاحظه می‌شود به ‌عنوان نمونه برای تعیین داده‌های لازم برای 
یک نمونه با 10 طبقه سرندی، 120 آزمون شکست و مطالعه 
درجه آزادی لازم است. هرچند این تعداد آزمایش زیاد به نظر 
برسد اما در مورد یک نمونه خاص یک بار انجام آن‌ها کفایت 
انواع  با داشتن این اطلاعات مفید، در آینده می‌توان  می‌کند. 
یا شبیه‌سازی  و  را طراحی  پرعیارسازی  و  مدارهای خردایش 
افزایش  با  متناسب  مدل  کیفیت  افزایش  کلی  به ‌طور  کرد. 
داده‌های آن است. پر واضح است که افزایش داده‌ها نیز مستلزم 
برای   CMCS شبيه‌ساز  نرم‌افزار  است.  هزینه  و  زمان  صرف 
مدلسازی آسیا بر مبنای توزیع درجه آزادی کانی‌ها، طراحی و 
 Continuous“ مخفف عبارت CMCS تهيه شده است. کلمه
Milling Circuits Simulation” است. این نرم‌افزار بر پایه 
زبان‌های برنامه‌نویسی php و JavaScript نوشته شده است. 
زبان php  یک زبان برنامه‌نویسی است که برای طراحی وب 
توسعه یافته ‌است اما می‌توان از آن به عنوان یک زبان عمومی 
بالا،  سطح  برنامه‌نویسی  زبان   JavaScript استفاده ‌کرد.  نیز 
پویا، مبتنی بر شی، وابستگی کم به نوع، چند رویه و تفسیری 
است. در کنار HTML و JavaScript ،CSS یکی از سه هسته 
صفحات دنیای وب است. هدف این نرم‌افزار پیش‌بینی ابعادی 
و عیاری محصول خروجی آسیا است که کاربرد گسترده‌ای در 

کارخانه‌های فرآوری دارد ]12[.

CMCS 3- معرفی شبیه‌ساز

3-1- مقدمه 

یک  خردایش  شبیه‌سازی  هدف  با   CMCS شبیه‌ساز 
آسیای گلوله‌ای در مدار باز با کاربری آسان و اطلاعات خروجی 
مفید تهیه و کد نویسی شده است. در این شبیه‌ساز متناسب 
با اطلاعات موجود دو نوع مدل برای پیش‌بینی خروجی آسیا 
معمول  جمعیتی  موازنه  مدل  یک  است.  شده  گرفته  نظر  در 
و  انتخاب  تابع  و  معمولی  شکست  تابع  اطلاعات  ورود  با  که 
مبنای  بر  فقط  آسیا  خروجی  پیش‌بینی  به  قادر  ماند  زمان 
مانند  موجود  شبیه‌سازهای  اکثر  )همانند  است  ذرات  اندازه 
در  که  دیگر  مدل   .)BMCS  ،JKSimMet  ،USIM PAC
بر  مبتنی  مدل  است،  شبیه‌ساز  این  متمایزکننده  نکته  واقع 
در  آن  علمی  مبانی  که  کانی‌هاست  آزادشدگی  طیف  مفهوم 
بخش روش تحقیق ارایه شده است. همان‌طور که در شکل 1 
مشاهده می‌شود، بخش‌های مختلف ورود اطلاعات متناسب با 
داده‌های موجود به راحتی قابل دسترس و تغییر است. همانند 
سایر شبیه‌سازهای مرتبط، این شبیه‌ساز نیز دارای قابلیت‌های 
داده‌های  ارایه  همچنین  و  ورودی  اشتباه  داده‌های  کنترل 
خروجی به فرمت‌های مختلف جدول و یا شکل در دو یا سه 

بعد است.  

CMCS شکل 1: تصویر جدول طراحی شده برای وارد کردن اطلاعات اولیه

درجِ آزادی لازم است. ّرچٌذ ایي تؼذاد آزهایص زیاد تِ ًظر 
ّا کفایت ترسذ اها در هَرد یک ًوًَِ خاظ یک تار اًجام آى

تَاى اًَاع  کٌذ. تا داضتي ایي اطلاػات هفیذ، در آیٌذُ هی هی
سازی  ای خردایص ٍ پرػیارسازی را طراحی ٍ یا ضثیِهذارّ

طَر کلی افسایص کیفیت هذل هتٌاسة تا افسایص  کرد. تِ 
ّا ًیس هستلسم  پر ٍاضح است کِ افسایص دادُّای آى است.  دادُ

ترای  CMCSساز  افسار ضثیًِرم صرف زهاى ٍ ّسیٌِ است.
راحی ٍ ّا، ط هذلسازی آسیا تر هثٌای تَزیغ درجِ آزادی کاًی

 Continuous“هخفف ػثارت  CMCSتْیِ ضذُ است. کلوِ 
Milling Circuits Simulation ”افسار تر پایِ  است. ایي ًرم

ًَضتِ ضذُ است.  php  ٍJavaScriptًَیسی  ّای ترًاهِ زتاى
ًَیسی است کِ ترای طراحی ٍب  یک زتاى ترًاهِ  phpزتاى 

تَاى از آى تِ ػٌَاى یک زتاى ػوَهی  است اها هی تَسؼِ یافتِ 
ًَیسی سطح تالا،  زتاى ترًاهِ JavaScriptکرد.  ًیس استفادُ 

پَیا، هثتٌی تر ضی، ٍاتستگی کن تِ ًَع، چٌذ رٍیِ ٍ تفسیری 
یکی از سِ ّستِ  HTML  ٍCSS ،JavaScriptاست. در کٌار 

تیٌی اتؼادی ٍ  سار پیصاف صفحات دًیای ٍب است. ّذف ایي ًرم
ای در ػیاری هحصَل خرٍجی آسیا است کِ کارترد گستردُ

 [.21ّای فرآٍری دارد ] کارخاًِ

 CMCSساز  معرفی شبیه -3

 مقدمه  -3-1

سازی خردایص یک آسیای  تا ّذف ضثیِ CMCSساز  ضثیِ
ای در هذار تاز تا کارتری آساى ٍ اطلاػات خرٍجی هفیذ  گلَلِ

ساز هتٌاسة تا  ت. در ایي ضثیِتْیِ ٍ کذ ًَیسی ضذُ اس
 تیٌی خرٍجی آسیا در اطلاػات هَجَد دٍ ًَع هذل ترای پیص

ًظر گرفتِ ضذُ است. یک هذل هَازًِ جوؼیتی هؼوَل کِ تا 
ٍرٍد اطلاػات تاتغ ضکست هؼوَلی ٍ تاتغ اًتخاب ٍ زهاى هاًذ 

تیٌی خرٍجی آسیا فقط تر هثٌای اًذازُ ررات است  قادر تِ پیص
، USIM PACسازّای هَجَد هاًٌذ  کثر ضثیِ)ّواًٌذ ا

JKSimMet ،BMCS ِهذل دیگر کِ در ٍاقغ ًکت .)
ساز است، هذل هثتٌی تر هفَْم طیف  هتوایسکٌٌذُ ایي ضثیِ

ّاست کِ هثاًی ػلوی آى در تخص رٍش آزادضذگی کاًی
هطاّذُ  2طَر کِ در ضکل تحقیق ارایِ ضذُ است. ّواى

ّای  اطلاػات هتٌاسة تا دادُّای هختلف ٍرٍد  ضَد، تخص هی
هَجَد تِ راحتی قاتل دسترس ٍ تغییر است. ّواًٌذ سایر 

ّای کٌترل  ساز ًیس دارای قاتلیت سازّای هرتثط، ایي ضثیِ ضثیِ
ّای خرٍجی تِ  ّای اضتثاُ ٍرٍدی ٍ ّوچٌیي ارایِ دادُ دادُ

 ّای هختلف جذٍل ٍ یا ضکل در دٍ یا سِ تؼذ است.   فرهت
 

. 

 
 CMCSتصویر جدول طراحی شده برای وارد کردن اطلاعات اولیه  -1شکل 
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CMCS 3-2- الگوریتم شبیه‌سازی

با توجه به اینکه در شبیه‌ساز CMCS، دو نوع مدل برای 
شده  گرفته  نظر  در  گلوله‌ای  آسیای  خردایش  شبیه‌سازی 
دو  به  نیز  استفاده  مورد  محاسباتی  الگوریتم  بنابراین  است، 
الگوریتم که برای محاسبه  صورت کدنویسی شده است. یک 
آزادشدگی  طیف  ملاحظه  بدون  آسیا  خروجی  ذرات  اندازه 
منابع  در  بازگشتی  صورت  به  الگوریتم  این  است.  کانی‌ها 
مدلسازی خردایش مواد معدنی به خوبی ارایه و توضیح داده 
شده است ]7[. الگوریتم دوم مربوط به خردایش مواد معدنی 
دورن آسیا با لحاظ طیف آزادشدگی کانی‌ها است. رابطه 1، 
رابطه اصلی خردایش مواد معدنی درون یک آسیای گلوله‌ای 
این  استفاده  برای  است.  آزادشدگی  طیف  نظرگرفتن  در  با 
رابطه در محیط نرم افزار نیاز به تبدیل رابطه به تفاضل‌های 
محدود است. همان‌طور که در بخش روش تحقیق اشاره شد 
رابطه 4 به ‌خوبی این ارتباط را برقرار کرده است. در محیط 
نشان  الگوریتم  از   4 رابطه  کاربرد  برای   CMCS شبیه‌ساز 
است. همان‌گونه که در  استفاده شده   2 داده شده در شکل 
شکل 2 مشاهده می‌شود برای محاسبه تغییرات در هر بخش 
در  است.  شده  استفاده  برگشتی  حلقه‌های  از  عیار  اندازه- 
این الگوریتم ND تعداد طبقات سرندی نمونه و NG تعداد 
است.  کانی‌ها  آزادشدگی  مطالعه طیف  برای  عیاری  بازه‌های 
در  بیان ‌شده  توضیحات  اساس  بر  که  است  توضیح  به  لازم 
با 12 در  برابر   CMCS NG در  بخش روش تحقیق، مقدار 

نظر گرفته شده است.

CMCS 4- اعتبارسنجی شبیه‌ساز

نرم‌افزار  نتایج  و  داده‌ها  صحت  و  دقت  ارزیابی  برای 
شبیه‌ساز  و  واقعی  داده‌های  با  آن  مقایسه خروجی   CMCS
MODSIM بررسی و مشاهده شد. عملکرد هر نرم‌افزار از دو 
جنبه باید بررسی شود. یک جنبه مربوط به صحت کدنویسی 
باشد و جنبه مهم‌تر  نداشته  باگی وجود  آن است که در آن 
اینکه  به  با توجه  اعتبار خروجی آن است.  صحت عملیاتی و 
تولید داده‌های دقیق مورد نیاز این شبیه‌ساز بسیار سخت و 
داده‌های  از  تا  این شد  بر  تصمیم  بنابراین  بود  البته هزینه‌بر 
 ]1[ شود.  استفاده  اشنایدر  آقای  پایان‌نامه  در  موجود  دقیق 
بر این اساس داده‌های مربوط به یک آسیای پیوسته صنعتی 
که در آن فرآیند خردایش کانسنگ تاکونیتی انجام شده بود، 
مورد استفاده قرار گرفت. فلوشیت این مدار در شکل 3 نشان 

و  ثانویه  خردایش  مدار  از  بخشی  مدار  این  است.  شده  داده 
در  واقع  فارلین1  کارخانه  تاکونیت  آهن  سنگ  پرعیارسازی 
متحده  ایالات  مینه‌سوتا  ایالت  در  اولس2  معدنی  منطقه 
تمامی  از  اصلی  منبع  در  مدار  این  شبیه‌‌سازی  برای  است. 
جریان‌های آن نمونه‌برداری شده و مطالعات طیف آزادشدگی 
کانی‌ مگنتیت ) به‌ عنوان کانی با ارزش آهن‌دار( انجام شده 
اینجا  در  اما  است  شده  مقایسه  شبیه‌سازی  با  آن  نتایج  و 
بار  مشخصات  فقط   CMCS شبیه‌ساز  توانایی  با  متناسب 
ورودی و محصول آسیا مورد توجه و بررسی قرار گرفته است. 
بار ورودی  همان‌طور که در فلوشیت شکل 3 مشخص است 
به آسیای گلوله‌ای از اختلاط سه جریان کنسانتره کوبر، ته‌ریز 

هیدروسیکلون و کنسانتره مغناطیس آبگیر تولید می‌شود.
در  کانی  عیار  توزیع  به  مستقیم  به ‌طور  اصلی  منبع  در 
جریان ورودی به آسیای گلوله‌ای اشاره نشده است و این کار بر 
اساس موازنه جرم توسط خود MODSIM انجام شده است به 
همین علت با توجه به نیاز اطلاعاتی خود جریان ورودی آسیا، 
به ‌صورت جداگانه اطلاعات عیاری بر اساس موازنه جرم و سهم 
هر جریان محاسبه و در CMCS استفاده شده است. جدول 1 
مقادیر توزیع عیاری کانی مگنتیت در جریان ورودی به آسیای 

گلوله‌ای نشان می‌دهد. 
معروف  مدل  برازش  از  شکست  تابع  مقادیر  تعیین  برای 

 CMCSسازی الگوریتم شبیه -3-2
هذل برای ، دٍ ًَع CMCSساز  با تَجِ بِ ایٌکِ در ضبیِ

ای در ًظر گرفتِ ضذُ است،  سازی خردایص آسیای گلَلِ ضبیِ
بٌابرایي الگَریتن هحاسباتی هَرد استفادُ ًیس بِ دٍ صَرت 
کذًَیسی ضذُ است. یک الگَریتن کِ برای هحاسبِ اًذازُ 

ّا  ررات خرٍجی آسیا بذٍى هلاحظِ طیف آزادضذگی کاًی
ٌابغ هذلسازی است. ایي الگَریتن بِ صَرت بازگطتی در ه

خردایص هَاد هؼذًی بِ خَبی ارایِ ٍ تَضیح دادُ ضذُ است 
[. الگَریتن دٍم هربَط بِ خردایص هَاد هؼذًی دٍرى آسیا با 7]

، رابطِ اصلی 1ّا است. رابطِ  لحاظ طیف آزادضذگی کاًی
ای با در  خردایص هَاد هؼذًی درٍى یک آسیای گلَلِ

تفادُ ایي رابطِ در ًظرگرفتي طیف آزادضذگی است. برای اس
ّای هحذٍد است.  هحیط ًرم افسار ًیاز بِ تبذیل رابطِ بِ تفاضل

بِ  4طَر کِ در بخص رٍش تحقیق اضارُ ضذ رابطِ ّواى
ساز  خَبی ایي ارتباط را برقرار کردُ است. در هحیط ضبیِ 

CMCS  ِاز الگَریتن ًطاى دادُ ضذُ در  4برای کاربرد رابط
هطاّذُ  2گًَِ کِ در ضکل . ّواىاستفادُ ضذُ است 2ضکل 

ػیار از  -ضَد برای هحاسبِ تغییرات در ّر بخص اًذازُ هی
 NDّای برگطتی استفادُ ضذُ است. در ایي الگَریتن  حلقِ

ّای ػیاری برای  تؼذاد بازُ NGتؼذاد طبقات سرًذی ًوًَِ ٍ 
ّا است. لازم بِ تَضیح است کِ  هطالؼِ طیف آزادضذگی کاًی

ضذُ در بخص رٍش تحقیق، هقذار  یحات بیاى بر اساس تَض
NG  درCMCS  در ًظر گرفتِ ضذُ است. 12برابر با 

 

 

بینی خروجی آسیای  الگوریتم محاسباتی برای پیش -2شکل 
 ها  ی با لحاظ طیف آزادشدگی کانی ا گلوله

 CMCSساز  اعتبارسنجی شبیه -4
 CMCSافسار  ّا ٍ ًتایج ًرم صحت دادُ برای ارزیابی دقت ٍ

 MODSIMساز  ّای ٍاقؼی ٍ ضبیِ هقایسِ خرٍجی آى با دادُ
افسار از دٍ جٌبِ بایذ بررسی ٍ هطاّذُ ضذ. ػولکرد ّر ًرم

بررسی ضَد. یک جٌبِ هربَط بِ صحت کذًَیسی آى است کِ 
تر صحت ػولیاتی ٍ  هْندر آى باگی ٍجَد ًذاضتِ باضذ ٍ جٌبِ 

ّای دقیق  اػتبار خرٍجی آى است. با تَجِ بِ ایٌکِ تَلیذ دادُ
بر بَد بٌابرایي  ساز بسیار سخت ٍ البتِ ّسیٌِ هَرد ًیاز ایي ضبیِ

ًاهِ آقای  ّای دقیق هَجَد در پایاى تصوین بر ایي ضذ تا از دادُ
ِ یک ّای هربَط ب [ بر ایي اساس داد1ُاضٌایذر استفادُ ضَد. ]

آسیای پیَستِ صٌؼتی کِ در آى فرآیٌذ خردایص کاًسٌگ 
تاکًَیتی اًجام ضذُ بَد، هَرد استفادُ قرار گرفت. فلَضیت ایي 

ًطاى دادُ ضذُ است. ایي هذار بخطی از هذار  3هذار در ضکل 
خردایص ثاًَیِ ٍ پرػیارسازی سٌگ آّي تاکًَیت کارخاًِ 

سَتا ایالات  در ایالت هیٌِ 2ٍاقغ در هٌطقِ هؼذًی اٍلس 1فارلیي
سازی ایي هذار در هٌبغ اصلی از تواهی   هتحذُ است. برای ضبیِ

برداری ضذُ ٍ هطالؼات طیف آزادضذگی  ّای آى ًوًَِ جریاى
دار( اًجام ضذُ ٍ  ػٌَاى کاًی با ارزش آّي  هگٌتیت ) بِ  کاًی

ست اها در ایٌجا هتٌاسب سازی هقایسِ ضذُ ا ًتایج آى با ضبیِ
فقط هطخصات بار ٍرٍدی ٍ  CMCSساز  با تَاًایی ضبیِ

طَر هحصَل آسیا هَرد تَجِ ٍ بررسی قرار گرفتِ است. ّواى
هطخص است بار ٍرٍدی بِ آسیای  3کِ در فلَضیت ضکل 

ریس  ای از اختلاط سِ جریاى کٌساًترُ کَبر، تِ گلَلِ
 ضَد. یر تَلیذ هیّیذرٍسیکلَى ٍ کٌساًترُ هغٌاطیس آبگ

 

                                                           
 
 

1 - Fairlane 
2 - Eveleth 
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برادبنت و کلکات بر داده‌های آزمایشگاهی استفاده شده است 
]3[. مقادیر پارامترهای این مدل در جدول 2 نشان داده شده 
است. همچنین برای تابع انتخاب از مدل ساده شده آستین  به 
‌صورت رابطه 6 استفاده شده است. مقادیر پارامترهای این مدل 

نیز در جدول 2 ارایه شده است ]1[.

جدول 1: توزیع طیف آزادشدگی کانی مگنتیت در بار ورودی آسیای گلوله‌ای مدار خردایش تاکونیت کارخانه فارلین

جدول 2: پارامترهای مدل سینتیکی آسیای گلوله‌ای ]1[

 
 فلوشیت مدار خردایش تاکونیت در کارخانه فارلین  -3شکل 

طَر هستقین بِ تَزیع عیار کاًی در  در هٌبع اصلی بِ 
ای اشارُ ًشذُ است ٍ ایي کار بر جریاى ٍرٍدی بِ آسیای گلَلِ
است بِ  اًجام شذُ MODSIMاساس هَازًِ جرم تَسط خَد 

ّویي علت با تَجِ بِ ًیاز اطلاعاتی خَد جریاى ٍرٍدی آسیا، 
صَرت جذاگاًِ اطلاعات عیاری بر اساس هَازًِ جرم ٍ سْن  بِ 

 1استفادُ شذُ است. جذٍل  CMCSّر جریاى هحاسبِ ٍ در 

هقادیر تَزیع عیاری کاًی هگٌتیت در جریاى ٍرٍدی بِ آسیای 
 دّذ.  ای ًشاى هی گلَلِ

یي هقادیر تابع شکست از برازش هذل هعرٍف برای تعی
ّای آزهایشگاّی استفادُ شذُ است  برادبٌت ٍ کلکات بر دادُ

ًشاى دادُ شذُ  2[. هقادیر پاراهترّای ایي هذل در جذٍل 3]
است. ّوچٌیي برای تابع اًتخاب از هذل سادُ شذُ آستیي  بِ 

هذل  استفادُ شذُ است. هقادیر پاراهترّای ایي 6صَرت رابطِ  
 [.1ارایِ شذُ است ] 2ًیس در جذٍل 

 

(6)      (
  
    )

 
 

  
کٌٌذُ کاهل هذل  زهاى هاًذ آسیا ًیس بر سلَل سری هخلَط

ّا ٍ در ًتیجِ  شذُ است کِ زهاى هاًذ ّر یک از ایي سلَل
 ًشاى دادُ شذُ است. 2زهاى هاًذ هیاًگیي کل آسیا در جذٍل 

 ای مدار خردایش تاکونیت کارخانه فارلین توزیع طیف آزادشدگی کانی مگنتیت در بار ورودی آسیای گلوله -1جدول 

 

شکل 3: فلوشیت مدار خردایش تاکونیت در کارخانه فارلین 

 
 فلوشیت مدار خردایش تاکونیت در کارخانه فارلین  -3شکل 

طَر هستقین بِ تَزیع عیار کاًی در  در هٌبع اصلی بِ 
ای اشارُ ًشذُ است ٍ ایي کار بر جریاى ٍرٍدی بِ آسیای گلَلِ
است بِ  اًجام شذُ MODSIMاساس هَازًِ جرم تَسط خَد 

ّویي علت با تَجِ بِ ًیاز اطلاعاتی خَد جریاى ٍرٍدی آسیا، 
صَرت جذاگاًِ اطلاعات عیاری بر اساس هَازًِ جرم ٍ سْن  بِ 

 1استفادُ شذُ است. جذٍل  CMCSّر جریاى هحاسبِ ٍ در 

هقادیر تَزیع عیاری کاًی هگٌتیت در جریاى ٍرٍدی بِ آسیای 
 دّذ.  ای ًشاى هی گلَلِ

یي هقادیر تابع شکست از برازش هذل هعرٍف برای تعی
ّای آزهایشگاّی استفادُ شذُ است  برادبٌت ٍ کلکات بر دادُ

ًشاى دادُ شذُ  2[. هقادیر پاراهترّای ایي هذل در جذٍل 3]
است. ّوچٌیي برای تابع اًتخاب از هذل سادُ شذُ آستیي  بِ 

هذل  استفادُ شذُ است. هقادیر پاراهترّای ایي 6صَرت رابطِ  
 [.1ارایِ شذُ است ] 2ًیس در جذٍل 

 

(6)      (
  
    )

 
 

  
کٌٌذُ کاهل هذل  زهاى هاًذ آسیا ًیس بر سلَل سری هخلَط

ّا ٍ در ًتیجِ  شذُ است کِ زهاى هاًذ ّر یک از ایي سلَل
 ًشاى دادُ شذُ است. 2زهاى هاًذ هیاًگیي کل آسیا در جذٍل 

 ای مدار خردایش تاکونیت کارخانه فارلین توزیع طیف آزادشدگی کانی مگنتیت در بار ورودی آسیای گلوله -1جدول 

 

)6(

 ای مدار خردایش تاکونیت کارخانه فارلین توزیع طیف آزادشدگی کانی مگنتیت در بار ورودی آسیای گلوله -1جدول 
 

 

gv Size Rang (microns) 

(%) -1000+710 -710+500 -500+355 -355+250 -250+180 -180+106 -106+75 -75+53 -53+45 -45+38 -38 

0 0.00 0.00 0.08 0.00 0.08 0.18 2.54 3.23 2.81 1.35 9.37 

0-10 0.09 0.09 0.01 2.00 9.66 5.87 3.96 2.10 3.79 3.55 2.33 

10-20 3.31 0.75 1.53 3.72 3.12 5.12 3.41 3.71 4.65 2.02 2.48 

20-30 38.56 24.76 42.25 27.35 14.90 9.62 4.49 2.73 2.60 0.25 0.19 

30-40 46.33 64.93 34.64 26.67 23.83 11.37 3.61 0.89 0.56 0.33 0.56 

40-50 10.70 4.65 11.50 20.92 9.76 11.96 2.07 0.77 0.39 0.58 0.05 

50-60 0.56 4.43 7.85 9.16 10.46 6.40 1.38 0.11 0.94 0.22 0.06 

60-70 0.13 0.18 2.00 5.34 9.63 11.04 1.60 0.07 0.54 0.40 0.11 

70-80 0.09 0.12 0.11 2.90 7.97 4.05 6.55 0.46 1.54 1.76 1.38 

80-90 0.11 0.05 0.02 1.89 10.17 22.28 29.15 13.71 12.04 13.22 13.41 

90-100 0.11 0.01 0.00 0.04 0.42 12.06 41.24 67.66 64.61 51.86 54.49 

100 0.00 0.03 0.01 0.00 0.00 0.06 0.00 4.55 5.53 24.45 15.57 

 

 

 [1] ای پارامترهای مدل سینتیکی آسیای گلوله -2جدول 
 
 

α = 1.28855 
𝑆𝑆1 = 1.28076 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 پارامترهای تابع انتخاب 
∅ = 0.46085 
β = 0.44601 
γ = 0.98684 

 پارامترهای تابع شکست

𝜏𝜏1 = 0.0548 
𝜏𝜏2 = 0.8492 
𝜏𝜏2 = 3.0960 

زمان ماند میانگین در سه 
 سلول سری مخلوط کامل

𝜏𝜏1 = 4.0 
زمان ماند میانگین کل 

 )دقیقه(
 

 

 
 

 [1]ای مدار فارلین گیری شده در خروجی آسیای گلولهتوزیع عیاری کانی مگنتیت اندازه -4شکل 
 دهد. در گیری شده را در خروجی آسیای مدار خردایش کارخانه فارلین نشان می توزیع عیار کانی مگنتیت اندازه 4شکل 
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زمان ماند آسیا نیز بر سلول سری مخلوط‌کننده کامل مدل 
نتیجه  این سلول‌ها و در  از  ماند هر یک  شده است که زمان 
زمان ماند میانگین کل آسیا در جدول 2 نشان داده شده است.
شکل 4 توزیع عیار کانی مگنتیت اندازه‌گیری شده را در 
خروجی آسیای مدار خردایش کارخانه فارلین نشان می‌دهد. 
با دو شبیه‌ساز  در شکل 5 توزیع عیاری خروجی آسیا را که 
می‌دهد.  نشان  است  شده  انجام   CMCS و   MODSIM
همان‌طور که در شکل 5 مشخص است نتایج هر دو شبیه‌ساز 
اندازه‌گیری شده  با داده‌های واقعی   CMCS  و MODSIM
برای خروجی آسیای گلوله ای مقداری اختلاف دارد اما نتایج 

دو شبیه‌ساز انطباق قابل توجهی دارد.

و   MODSIM نرم‌افزار  دو  در  شبیه‌ساز  نتایج  اختلاف 
شبیه‌سازی  در  استفاده  مورد  مدل‌های  قابلیت  به   ،CMCS
اشاره  تحقیق  روش  بخش  در  که  همان‌طور  می‌شود.  مربوط 
دارد  را  خود  پیچیدگی‌های  کانی‌ها  عیاری  مدلسازی  شد 
این  همه  که  است  نتوانسته  تاکنون  شده  ارایه  مدل‌های  و 
پیچیدگی‌ها و خطاها را برطرف کند. هرچند تلاش‌ها در این 
زمینه در میان محققان برجسته ادامه دارد اما مشابهت نتایج 
نشان‌دهنده   ،MODSIM و   CMCS شبیه‌ساز  مدلسازی 
است.   CMCS محیط  در  شده  استفاده  مدل  دقت  و  صحت 
علاوه بر این محصول خروجی آسیا به ‌صورت غیرعیاری نیز با 
CMCS شبیه‌سازی شد که نتیجه آن به ‌صورت مقایسه‌ای با 
داده‌های واقعی در شکل 6 نشان داده شده است. در شکل 6 
نقاط مربوط به داده‌های اندازه‌گیری شده و خط‌ها مربوط به 
شبیه‌ساز CMCS برای هر دو جریان ورودی و خروجی آسیا 

دقت  و  صحت  است،  مشخص  شکل  در  که  همان‌طور  است. 
شبیه‌ساز در این حالت بسیار قابل توجه است. دقت شبیه‌ساز 
به اعتبار مدل سینتیکی شبیه‌سازی آسیا مربوط می‌شود که 

قابل توجه است.

5- نتیجه‌گیری

در  کانی‌ها  آزادشدگی  طیف  موضوع  اهمیت  به  توجه  با 
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 [1]ای مدار فارلین گیری شده در خروجی آسیای گلولهتوزیع عیاری کانی مگنتیت اندازه :4شکل 
 

دَذ. در شکل  می گیری شذٌ را در خريجی آسیای مذار خردایش کارخاوٍ فارلیه وشان تًزیع عیار کاوی مگىتیت اوذازٌ 4شکل 
 5طًر کٍ در شکل دَذ. َمان اوجام شذٌ است وشان می CMCSي  MODSIMساز  تًزیع عیاری خريجی آسیا را کٍ با دي شبیٍ 5

گیری شذٌ برای خريجی آسیای گلًلٍ ای  َای ياقعی اوذازٌ با دادٌ CMCSي   MODSIMساز  مشخص است وتایج َر دي شبیٍ
 ساز اوطباق قابل تًجُی دارد. ج دي شبیٍمقذاری اختلاف دارد اما وتای

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 4: توزیع عیاری کانی مگنتیت اندازه‌گیری شده در خروجی 
آسیای گلوله‌ای مدار فارلین ]1[

 

 
 CMCS ي   MODSIMای مدار فارلیه با  سازی عیاری خريجی آسیای گلًلٍ وتایج شبیٍ :5شکل 

 
سازی مربًط  َای مًرد استفادٌ در ضبیٍ ، بٍ قابلیت مذلCMCSي  MODSIMافسار  ساز در دي ورم اختلاف وتایج ضبیٍ

َای ارایٍ ضذٌ  َای خًد را دارد ي مذل َا پیچیذگی طًر کٍ در بخص ريش تحقیق اضارٌ ضذ مذلسازی عیاری کاویضًد. َمان می
ر میان محققان برجستٍ َا در ایه زمیىٍ د َا ي خطاَا را برطرف کىذ. َرچىذ تلاش تاکىًن وتًاوستٍ است کٍ َمٍ ایه پیچیذگی
دَىذٌ صحت ي دقت مذل استفادٌ ضذٌ در محیط  ، وطانMODSIMي  CMCSساز  ادامٍ دارد اما مطابُت وتایج مذلسازی ضبیٍ

CMCS  ٍصًرت غیرعیاری ویس با  است. علايٌ بر ایه محصًل خريجی آسیا بCMCS ٍصًرت  سازی ضذ کٍ وتیجٍ آن بٍ  ضبی
َا مربًط  گیری ضذٌ ي خط َای اوذازٌ وقاط مربًط بٍ دادٌ 6وطان دادٌ ضذٌ است. در ضکل  6ی در ضکل َای ياقع ای با دادٌ مقایسٍ

طًر کٍ در ضکل مطخص است، صحت ي دقت برای َر دي جریان يريدی ي خريجی آسیا است. َمان CMCSساز  بٍ ضبیٍ
ضًد کٍ قابل  سازی آسیا مربًط می ل سیىتیکی ضبیٍساز بٍ اعتبار مذ ساز در ایه حالت بسیار قابل تًجٍ است. دقت ضبیٍ ضبیٍ

 تًجٍ است.
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شکل 5: نتایج شبیه‌سازی عیاری خروجی آسیای گلوله‌ای مدار 
CMCS  و  MODSIM فارلین با

شکل 6: مقایسه نتایج شبیه‌سازی CMCS با داده‌های صنعتی
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فرآوری مواد معدنی و ارتباط آن با عیار ماده با ارزش موجود 
در ماده معدنی، نرم‌افزار شبیه‌ساز CMCS بر مبنای پیش‌بینی 
توزیع کانی‌ها در خروجی آسیای گلوله‌ای، طراحی و تولید شد. 
مدلسازی مفهوم طیف آزادشدگی کانی‌ها پیچیدگی‌های زیادی 
دارد. از جمله این مشکلات، فرض تصادفی ‌بودن این فرآیند در 
است. هرچند تلاش‌های  موازنه جمعیتی  بر  مبتنی  مدلسازی 
بسیاری برای درک بهتر مفهوم طیف آزادشدگی کانی‌ها انجام 
 CMCS شده و همچنان ادامه دارد. بر این اساس در شبیه‌ساز
با توجه به مدل ارایه شده توسط آقای کینگ و همکاران که 
این  تا  استفاده شده است، سعی شد   MODSIM در محیط 
اختیار  در  و  تهیه  بومی  و  جدید  نرم‌افزاری  محیط  در  مدل 
محققان قرار گیرد. مدل مورد استفاده با فرض ترکیب دوتایی 
ماده معدنی )کانی- گانگ( در نظر گرفته شده است. مقایسه 
 MODSIM نتایج این شبیه‌ساز با داده‌های واقعی و شبیه‌ساز
نشان‌دهنده دقت و صحت مدل مورد استفاده بود. هرچند نتایج 
هر دو شبیه‌ساز با مقدار واقعی اندکی اختلاف داشت که این 
عدم انطباق ناشی از ضعف در دقت مدلسازی بود.  در مقایسه 
با سایر نرم‌افزارهای شبیه‌سازی آسیا، شبیه‌ساز CMCS دارای 
نتایج  ارایه  و  فارسی  منوهای  آسان،  کاربری  از جمله  مزایایی 
به صورت جدول و نمودارهای دو و سه بعدی است. همچنین 
CMCS بر خلاف MODSIM بدون هیچ‌گونه محدودیتی به 
راحتی در کشور قابل استفاده است. در نهايت این شبیه‌ساز به 
‌عنوان ابزاري بسيار مناسب براي طراحي، بهينه‌سازي و كنترل 

مدارهاي آسياكني مي‌تواند استفاده شود.
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Abstract 

Tehran Shomal highway passes through Alborz mountains with a tunnel length of 6400 meters. 
There are two main tunnels. A full three-dimensional (3D) numerical analysis coupled with elasto-
plastic material models was conducted on the inclined access tunnel. Bending moment, axial force 
and the lining displacements due to the internal forces applied on the shotcrete lining are 
calculated. Axial force and bending moment applied on the lining have been evaluated using the 
FLAC 3D software program. The axial force versus bending moment of the lining is plotted. A 
criterion for assessing the effect of intersection on main tunnel behavior has been established, and 
investigated stability main tunnels by excavation of inclined access tunnel and a new support 
system suggested because of high-stress concentration at the junction. Raising support axial forces 
and bending moments may endanger tunnel stability during construction in the intersection of the 
inclined access and main tunnels. The results indicate that the existing thickness of the tunnel lining 
is safe and provides the appropriate load and moment bearing capacity. 
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Abstract: When comminution precedes mineral beneficiation processes, the liberation spectrum of the 
particles in a comminution process is of great importance. The calculation of the liberation spectrum in a 
continuous closed milling circuit is a vastly more difficult task. Here, a method has been incorporated into 
the CMCS simulation software to calculate the product size distribution and liberation spectrum in ball 
mills. The model requires a minimum amount of experimental data and is capable of calculating the detailed 
liberation spectrum. While, other existing methods account only for the completely liberated particles and 
a broad group of unliberated particles are not represented. An easy-to-use ball mill simulation environment 
has been developed and the results are compared with measured grinding data and previously existing 
simulators, particularly MODSIM, demonstrating firmly tested performance both in terms of accuracy and 
precision of obtained results.

Keywords: Simulation, Ball mill, CMCS, Minerals Liberation Spectrum. 

INTRODUCTION 
The purpose of a mineral processing plant is to separate the valuable component of the ore from the 

gangue, and to concentrate them to make a saleable product. The concentration steps are usually preceded 
by a comminution stage to break the ore to a size small enough to free or “liberate” the valuable components 
from the gangue. In mineral processing jargon, the term “liberation” is used as synonymous to the‌ study 
of mineral particle composition. In the same way, “liberation spectrum” is used in a broad manner to refer 
to the distribution of particle grades in a particle population [1]. One of the most critical design criteria for 
mineral processing plants is the choice of size to which the comminution step must reduce the host (grind 
size) to ensure an economic level of liberation. The size reduction and liberation processes are inextricably 
linked. To ensure an efficient process, therefore, mineral liberation and its association with size reduction 
should be well characterized. However, the understanding of liberation, and its coupling to the prediction 
of size reduction, has not kept pace with the modelling of other operations in mineral processing, for 
three main reasons: first; the lack, until recently, of accurate and convenient means to measure the degree 
of liberation in process streams on a size-by-size basis, second: the lack of a validated and manageable 
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description of the process of liberation during comminution, and the last reason is: the complexity of the 
problem of describing of liberation [2]. With this interpretation, most of the grinding softwares are based on 
the size reduction phenomena regardless of the mineral liberation spectrum (USIM PAC [3], JKSimMet [2], 
BMCS [4], COMSIM [5], GrindSim [6]). Although the liberation models have not yet been widely applied, 
some of them have been included in computer simulation packages. Principally this includes King and 
Schneider’s model which is incorporated in MODSIM [7]. In this paper an easy-to-use software (CMCS) 
has been developed based on minerals liberation spectrum.  

METHODS
The population balance model is now universally accepted as the appropriate method for the calculation 

of the particle size distribution that will be produced in a continuously operating milling circuit. This method 
relies on the so-called breakage-selection function model for the mill and on a model that will describe 
the classification of a particle population in any classification unit in the closed milling circuit. These 
models have been well researched and the general characteristics of the selection function and breakage 
function are known for most industrially important mill types. This approach to milling circuit analysis 
is comprehensively described by Austin, Klimpel and Luckie [8]. Extensions to the original models to 
accommodate autogenous comminution effects have been thoroughly researched particularly by Austin’s 
group and appropriate models are now available and widely used [9].  

The fundamental population balance description of the comminution of composite solid materials in a 
perfectly mixed segment of a ball mill is given by Equation 1.

In Equation (1) the variables have the following significance: the primary independent variables are the 
grade (mass fraction of mineral) and size of the particle. These are represented by g and dp respectively. 
Here, we restrict attention to binary ores so that g is a scalar quantity in the range [0,1]; p(g,dp) is the 
bivariate distribution density function with respect to the two variables g and dp in the mill contents. 
S(g,dp) is the specific rate of breakage of particles of grade g and size dp. The grade of the particle affects 
the rate of breakage because the two different mineralogical components will usually not be equally brittle; 
f(g,dp) is the bivariate distribution density function that describes the distribution of particle composition 
and size in the material that is fed to the perfectly mixed zone; τ is the mean residence time in the perfectly 
mixed region. The function b(g,dp;g′,d′ p) is the main concern here. It is a bivariate density function in the 
two variables g and dp and it describes the distribution of these two variables in the progeny particles that 
results from the fracture of a particle of grade exactly equal to g′ and size equal to d′p. A finite difference 
analogue to Equation (1) is required for practical calculations. Suitable finite difference representations are 
well known and provide convenient stable computational algorithms. We adopt the notation of Austin and 
Luckie (1986) and represent Equation (1) by [10]:

In Equation (2) the subscripts i, j, k and l index the variables g, dp, g′ and d′p respectively. 
The model for liberation by comminution of two-phase particles based on Equation 2 developed in 

CMCS (Continuous Milling Circuits Simulation) for the calculation of the liberation spectrum of products 
produced in a continuous ball mill. CMCS has been coded based on php and javascript [11]. 
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(Continuous Milling Circuits Simulation) for the calculation of the liberation spectrum of products 
produced in a continuous ball mill. CMCS has been coded based on php and javascript.  

 
FINDINGS AND ARGUMENT 
From a software engineering point of view, verification and validation (V&V) is a required step in the 
development of any computer program. A considerable effort was spent to check consistency and finding 
semantic and syntactic errors of CMCS. To verify the performance of CMCS, many tests were run to 
detect various errors and bugs. To demonstrate the validity of CMCS simulation results, a number of real 
grinding circuits were simulated. Here, the results simulations using CMCS and MODSIM software and 
their comparison with measured particle size distribution are presented. The grinding circuit of the 
Fairlane Plant, located at mile 4 on county road 17, south of Eveleth (USA), was chosen to be the subject 
of CMCS validation. It was assumed that the transport in the mill can be described by three perfectly 
mixed regions in series. The breakage function model chosen for the Taconite ore was Broadbent and 
Calcot’s three parameter normalizable function. The selection function for the Taconite ore was modeled 
by: 
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semantic and syntactic errors of CMCS. To verify the performance of CMCS, many tests were run to 
detect various errors and bugs. To demonstrate the validity of CMCS simulation results, a number of real 
grinding circuits were simulated. Here, the results simulations using CMCS and MODSIM software and 
their comparison with measured particle size distribution are presented. The grinding circuit of the Fairlane 
Plant, located at mile 4 on county road 17, south of Eveleth (USA), was chosen to be the subject of CMCS 
validation. It was assumed that the transport in the mill can be described by three perfectly mixed regions 
in series. The breakage function model chosen for the Taconite ore was Broadbent and Calcot’s three 
parameter normalizable function. The selection function for the Taconite ore was modeled by:

It is interesting that the best model for the selection function did not require a description for an 
abnormal breakage region, perhaps due to the comparatively small particle sizes in the mill’s feed. The final 
parameters for the comminution model of the ball mill are shown in Table 1, including breakage function 
and selection function parameters, and the residence times in the mill.

The measured and simulated size/grade spectrum in the Ball Mill Discharge is shown in Figure 1. 
The calculated spectrum is considerably smoother than the measured spectrum, and the main reason for 
this is the smooth nature of the liberation model, which is continuous in both size and grade domains, 
and consequently dampens the noise from stereological correction that is imputed through the measured 
spectrum of the feed streams. Clearly, the simulation results obtained from CMCS are highly in agreement 
with the results obtained from the MODSIM simulator.

CONCLUSIONS
The method has been incorporated into the CMCS simulation software and thus the product size 

distribution and liberation spectrum can be calculated in ball mills. The model requires a minimum amount 
of experimental data but is capable of calculating the detailed liberation spectrumWhile, other existing 
methods account only for the completely liberated material and a broad group of particles that contains all 
incompletely liberated particles. The authors developed an easy-to-use ball mill simulation environment. 
By comparing the outputs of CMCS with measured grinding data and previously existing simulators, 
particularly MODSIM, its performance was firmly tested both in terms of accuracy and precision of 
obtained results.
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difference representations are well known and provide convenient stable computational algorithms. We 
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Figure 1. The measured and simulated (MODSIM-CMCS) particle size/grade spectrum in 
the Ball Mill Discharge 
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