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هاي معادلات ده چهارپره با رويكرد جايابي قطبربات پرنبراي يك مسير ردياب  ركنترلگ
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 چكيده

از آنجايي كه ربات پرنده چهارپره قادر به برخاست و افزايش است.  رو به هاي اخير به شدتدههبويژه ربات پرنده چهارپره در هاي پرنده در بكارگيري رباتعلاقه 
گيرد. اين ميباشد، به طور گسترده در هر ماموريتي كه حضور انسان در آنجا خطرناك است يا زمان حائز اهميت است مورد استفاده قرار نشست عمودي مي

-ميم هاي معادلات ديناميكي خطا برمبناي تحقق ديفومورفيزده چهارپره با رويكرد جايابي قطببراي ربات پرن رديابپژوهش در ارتباط با طراحي يك كنترلر 

لات نهايي سيستم و همچنين فرم فضاي حالت معاداويلر،  - ي نيوتني چهارپره توسط رابطهسازي ديناميكي ربات پرندهباشد. براي اين منظور، پس از مدل
كند، استراتژي پيشنهادي در گردد. از آنجايي كه خروجي بايد قادر باشد خروجي مرجع هموار خود را به صورت مجانبي رديابي هاي كنترل استخراج ميسيگنال

پذيري خروجي سيستم و سپس تحقق ديفومورفيزم بين دو باشد. لذا در ابتدا كنترلخروجي مي - اين پژوهش انتقال معادلات حالت سيستم به فضاي ورودي
 گردد.قطب پيشنهاد مي ييك طراحي جاياب، نامعيني و حضور آنها جملهگردد. سپس با فرض عدم وجود بررسي مي فضاي حالت اصلي و فضاي تبديل يافته

 .جايابي قطب، معادلات ديناميكي خطاروش ربات پرنده چهارپره، تحقق ديفومورفيزم، :كليدي هاي واژه
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Abstract 
Interest in applying flying robots especially quadcopters for civil purposes has dramatically grown in the last decade. In fact, since 
quadcopters are capable of vertical takeoff and landing (VTOL), they can be widely employed for nearly any aerial task where a 
human presence is hazardous or response time is critical. This paper is concerned with a tracking control design of a quadrotor via 
Pole Placement Technique based on presence of a diffeomorphism. To this end, after dynamic modeling of the flying robot using 
Newton-Euler equations, the state space form of the acquired final model as well as the signal controls are presented. Since the main 
objective of this work is to track the smooth reference signals, the differential equations described the dynamics of the system, based 
on our proposed approach, should be transformed from the state space into input-output space. So, the output controllability of the 
system, as well as the presence of a diffeomorphism between two state spaces are considered, respectively. Finally, a tracking 
control design via Pole Placement Technique, in the presence and absence of uncertainty, is proposed. 
Keywords: Quadrotor, Diffeomorphism, Pole Placement Technique, Dynamic Equations of Errors. 

 
 

  مقدمه - ١
 يك ربات پرنده چهارپره داراي مزاياي قابل توجهي نسبت به

اولين پرواز  ١٩٠٧در سال  ]. ٢و١هواپيماهاي با بال ثابت است [
عمودي توسط انسان در يك هليكوپتر (در واقع يك كوادروتور) توسط 

در فرانسه با استفاده از ژايروپلين شماره يك آنها انجام  ١برادران بروگه
اگرچه اين وسيله به عنوان نمونه آزمايشي اوليه ساخته شده بود شد. 

در  ].٤و  ٣[شد حذفولي اين پروژه در نهايت، به دليل كمبود بودجه 
تحقيق بر روي كوادروتور در دانشگاه ورساليس فرانسه از سال  ادامه،

هاي كنترلي هدف اصلي اين پروژه، اعمال تكنيك شروع شد. ٢٠٠١
 جملاتاز كه در مدل ديناميكي آن  روي پلتفورم آزمايشي جديد بود

                                                             
1 Breguet 

. ]٥[ شده است نظرصرفژايروسكوپي نسبت به دوران چهار روتور، 
] آورده ٦سازي با همان اغتشاشات به تدريج در [نتايج شبيههمچنين، 
خطي، در 𝐺𝐻ஶ ربات پرنده نيز يك كنترل در مورد كنترل  شده است.

] براي تعديل ٨و يك مود لغزشي مرتبه بالا در مرجع []  ٧مرجع [
بيان شده ارائه شده است. هر دوي اين  پسخوردر خطي سازي گكنترل
ربات پرنده در حضور اغتشاشات  ٢ها به حفظ پايداري مجانبيروش

با  ٣اغتشاش نوع ضربهها با كنند. شبيه سازيخارجي و نويز كمك مي
بخشي را به همراه در موقعيت و وضعيت، نتايج رضايت ثانيه ٢٠نمو 
يك كنترل در ادامه، اند. ابي به موقعيت مطلوب، اثبات كردهدستي

-ائه شده است. نتايج حاصل از شبيه] ار٩در مرجع [ ٤پسگام انتگرالي

                                                             
2 Asymptotically Stability   
3 Impulse 
4 Backstepping 
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حفظ هاور ر، قادر به دستيابي و گسازي نشان داده است كه اين كنترل
 ]١١] و [١٠روش كنترلي در مراجع [ اينبدون حضور اغتشاش است. 

ها اضافه سازيشبيه ارائه شده است كه در آن يك اغتشاش ضربه به نيز
زدن اغتشاشات كوچك را نيز دهد كنترلر، قابليت پسشده كه نشان مي

در سال X-4 Flyer دانشگاه ملي استراليا كار خود را بر روي  داراست.
خود را به همراه دانشگاه نتايج پژوهشهاي ] و ١٢شروع كرد [ ٢٠٠٢

] در همان ١٤] و دانشگاه پنسيلوانيا [١٣تكنولوژي كامپين فرانسه [
پلتفورم تجربي بود كه  يك سال ارائه كرد. هدف اصلي اين پروژه، تهيه

هاي كنترل متفاوت را در محيط آزمايشگاهي توانست طرحدر آن مي
] با اضافه شدن اثرات ١٢. مدل سيستم تهيه شده در مرجع [دبسنج

ها ژايروسكوپ، نيروهاي پساي آيروديناميك و ديناميك حركت تيغه
گفتني است كه ] تغيير كرده است. ١٥حول لولاي افقي در مرجع [

 ٢٠٠٢كوادروتور در دانشگاه پنسيلوانيا در سال  در زمينه تحقيقات
پسخورد علاقه به تحقيقات در استفاده از ها شروع شد. در اين پژوهش

جاي تكيه بر پرنده ب دوربين براي تخمين موقعيت و وضعيت وسيله
همچنين يك طرح كنترل بر اساس اشباع . سنسورهاي سنتي بود

با استفاده از يك كوادروتور آزمايش  ٢٠٠٤اولين بار در سال  ١تودرتو
در انستيتو  ٢٠٠٣در سال  هاكوادروتورمرتبط با تحقيقات  ]. ١٦شد [

. اين پروژه شامل توسعه نمونه آغاز گرديدفدرال تكنولوژي سوئيس 
هاي كنترل متفاوت بر تكنيك بررسيآزمايشي يك كوادروتور به منظور 

اين . در ]١٧[ روي آن، با هدف بلند مدت ناوبري داخلي خودكار بود
ژايروسكوپي مرجع يك مدل از سيستم ارائه شده است كه شامل اثرات 

از دوران بدنه صلب و چهار روتور است. به دليل اينكه نمونه آزمايشي 
ساز و كنترلرهاي سرعت كس دستبا گيربا DC اوليه، از موتورهاي

كرد، لذا در اين پژوهش يك مدل روتور ساده نيز ارائه شده استفاده مي
بر مبناي تصميم  ] در ارتباط با تعقيب مسير١٨مرجع [در ادامه، است. 
سازي و كنترل خطي  ه مدل] ب١٩[ دراشد. همچنين بمي برخطگيري 

  است. شده پرداختهو غيرخطي پرواز مسيكوپتر 
از آنجايي كه خروجي بايد قادر باشد خروجي مرجع هموار خود را به  

صورت مجانبي رديابي كند، استراتژي پيشنهادي در اين پژوهش انتقال 
باشد. لذا در ابتدا خروجي مي - م به فضاي وروديمعادلات حالت سيست

پذيري خروجي سيستم و سپس تحقق ديفومورفيزم بين دو كنترل
گردد. سپس با فرض بررسي مي فضاي حالت اصلي و فضاي تبديل يافته

  گردد.نامعيني، يك طراحي جاياب قطب پيشنهاد مي جملهعدم وجود 
  

  ديناميكي ربات پرنده چهارپره مدل -٢
 و شكل Xاصلي  قاب يك ي چهارپره ازربات پرنده اصلي ساختارمعمولا 

 آنهـا  از يـك  هر به و قرار دارند اصلي قاب گوشه چهار در كه چهارموتور
، نمـايي از  ١در شـكل   .اسـت  شـده  تشكيل مي باشد، متصل پروانه يك

ي چهـارپره نشـان داده شـده    جهت چرخش روتورهاي يك ربات پرنده
در ادامـه، نمـايي از حركـات رول، پـيچ و يـاو يـك ربـات پرنـده          است.

نشـان داده شـده    ٢چهارپره در دو دستگاه بـدني و اينرسـي در شـكل    
  است.

                                                             
1 Nested Saturation 

 
 نمايي از جهت چرخش روتورها. -١شكل 

  
  

 
  در دستگاه بدني و اينرسي.نمايي از حركات رول، پيچ و ياو  -٢شكل 

  
اي از اويلـر، مجموعـه   – نيوتنسازي ديناميكي توسط روش پس از مدل

  :]٢١[ آيندهاي كنترل به شكل زير بدست ميسيگنال
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ــه در آن  𝑢  (𝑖كــ = ــوده  ورودي (1,2,3,4 ــتم بــ ــاي سيســ هــ
𝛺و


  (𝑖 = ــه (1,2,3,4 ــور مــياي چهــار ســرعت زاوي ــا باشــد. روت ب

يـك از  هر ايزاويـه  بالا، سرعت روابطكردن ماتريس ضرايب در معكوس
  آيند:به شرح ذيل بدست مي يكنترل هايوروديروتورها برحسب 
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  به بيان ديگر:
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بـه شـكل   اويلر  – توسط روش نيوتن اي معادلات حركت زاويههمچنين 
  ]:٢٠آيند [زير بدست مي
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,𝜓 كه در آن 𝜃, ي پيچ حول محور ، زاويه𝑥ي رول حول محور زاويه ∅
𝑦 ي ياو حول محور و زاويه𝑧 باشد. همچنين مي 𝐼, 𝐼 , 𝐼  ممان

به ترتيب ممان  𝑙و  𝐼ோ،𝑏  ،𝑑اينرسي بدنه حول سه محور است. 
ثابت  پساي، ضريب تراست ثابت، ضريب 𝑧اينرسي هر روتور حول محور 
هاي ع سرعتوجمم 𝛺ோند. همچنين باشو طول هر بازوي ممان مي

  شود:محاسبه مياي روتورها بوده و به شكل زير زاويه
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به شكل زير بدسـت   اويلر –توسط روش نيوتن معادلات حركت انتقالي 
  :]٢١[ آيندمي

�̈�  الف) ٦( = sin (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

�̈�  ب) ٦( = −sin (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

�̈�  پ) ٦( = −𝑔 + cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

به ترتيب جرم ربات پرنده چهارپره و شـتاب گـرانش    𝑔و  𝑚كه در آن 
تر معادلات فوق، ضرايب مورد اسـتفاده  باشند. براي بيان سادهميزمين 

  شوند:در اين معادلات به صورت زير در نظر گرفته مي
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به فرم زير  )٦(و )٤(لذا در نهايت مجموعه معادلات بيان شده در روابط 
  شوند:تبديل مي

̈∅  الف) ٨( = 𝑎ଵ�̇��̇� − 𝑎ଶ�̇�𝛺ோ + 𝑏ଵ𝑢ଵ 

�̈�  ب) ٨( = 𝑎ଷ∅̇�̇� + 𝑎ସ∅̇𝛺ோ + 𝑏ଶ𝑢ଶ 

�̈�  پ) ٨( = 𝑎ହ∅̇�̇� + 𝑏ଷ𝑢ଷ 

�̈�  ت) ٨( = si n(θ) co s(∅) 𝑏ସ𝑢ସ 

�̈�  ث) ٨( = −si n(∅) 𝑏ସ𝑢ସ 

�̈�  ج) ٨( = −𝑔 + co s(θ) co s(∅) 𝑏ସ𝑢ସ 

مدل كوادروتور ارائه شده، مجموعه معادلات ارائـه شـده    براي بيان بهتر
ي يك تبديل فضاي حالت مرتبه شكلبا تغيير متغيرهاي زير به  )٨(در 
  شوند: مي

)٩(  𝑥ଵ = ∅ , 𝑥ଶ = ∅̇, 𝑥ଷ = 𝜃, 𝑥ସ = �̇�, 𝑥ହ = 𝜓, 𝑥 = �̇� 
𝑥 = 𝑥 , 𝑥଼ = �̇�, 𝑥ଽ = 𝑦, 𝑥ଵ = �̇�, 𝑥ଵଵ = 𝑧, 𝑥ଵଶ = �̇� 

ي يـك بـراي ربـات پرنـده     ي فضاي حالـت مرتبـه  يافتهتبديلشكل لذا 
  باشد:نظر به شرح ذيل ميي موردچهارپره

)١٠(  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

�̇�ଵ

�̇�ଶ

�̇�ଷ

�̇�ସ

�̇�ହ

�̇�

�̇�

�̇�଼

�̇�ଽ

�̇�ଵ

�̇�ଵଵ

�̇�ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
0
0

𝑎ଷ𝑥 + 𝑎ସ𝛺ோ

0
𝑎ହ𝑥ସ

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
𝑎ଵ𝑥 − 𝑎ଶ𝛺ோ

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ
𝑥ସ

𝑥ହ
𝑥

𝑥
𝑥଼

𝑥ଽ
𝑥ଵ

𝑥ଵଵ
𝑥ଵଶ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0
𝑏ଵ

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
𝑏ଶ

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
𝑏ଷ

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

𝑏ସ sin(xଷ) cos (xଵ)
0

−𝑏ସsin (xଵ)
0

−
𝑔

𝑢ସ

+ 𝑏ସ cos(xଷ) cos (xଵ)
⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

[𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଷ 𝑢ସ] 
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٢٧٢ 

ي تعـادل را نيـز   براي دستيابي بـه درك بهتـر از سيسـتم، يـك نقطـه     
  كنيم:استخراج مي

)١١(  
�̇� = 0 →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0 = 𝑥ଶ

0 = 𝑥ସ𝑥𝑎ଵ − 𝑎ଶ𝑥ସ𝛺ோ + 𝑏ଵ𝑢ଵ

0 = 𝑥ସ

0 = 𝑥ଶ𝑥𝑎ଷ + 𝑎ସ𝑥ଶ𝛺ோ + 𝑏ଶ𝑢ଶ

0 = 𝑥

0 = 𝑥ଶ𝑥ସ𝑎ହ + 𝑏ଷ𝑢ଷ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

→ ൜
𝑥ଶ = 𝑥ସ = 𝑥 = 0
𝑢ଵ = 𝑢ଶ = 𝑢ଷ = 0

ൠ 

ي به طور مشابه اگر فرم فضاي حالت معادلات انتقالي موجود در رابطـه 
  را مساوي صفر قرار دهيم، خواهيم داشت: )٨(

)١٢(  �̇� = 0 →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0 = 𝑥଼

0 = − sin(𝑥ଷ) cos(𝑥ଵ) 𝑏ସ𝑢ସ

0 = 𝑥ଵ

0 = sin(𝑥ଵ) 𝑏ସ𝑢ସ

0 = 𝑥ଵଶ

0 = −𝑔 + cos(𝑥ଷ) cos(𝑥ଵ) 𝑏ସ𝑢ସ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

→ {𝑥଼ = 𝑥ଵ = 𝑥ଵଶ = 0} 
، هـر  �̇�ଵଶي ي بـالا، بـراي برقـراري رابطـه    لازم به ذكر است در رابطـه 

توانـد آن را ارضـا نمايـد. در ايـن صـورت      مي 𝑢ସو  𝑥ଵ ،𝑥ଷتركيبي از 
  خواهيم داشت:

)١٣(  𝑖𝑓  𝑥ଵ = 𝑥ଷ = 0  →   𝑢ସ =
𝑔

𝑏ସ

=
𝑔𝑚

𝑏
 

از روابـط زيـر بدسـت    ي تعادل كوادروتور مـوردنظر  در اين حالت نقطه
  آيد:مي

𝛺ଵ  الف) ١٤( = 𝛺ଶ = 𝛺ଷ = 𝛺ସ = ට
𝑔𝑚

4𝑏
   (𝑟𝑎𝑑/𝑠) 

𝐱  ب) ١٤( = 0 → 𝐮 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
0

𝑔𝑚

𝑏 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  كنترلي رويكرد -٣
هدف اصلي در اين پژوهش ايـن اسـت چهـار متغيـر حالـت خروجـي       

𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓 هاي مرجع خود را كه از قبل تعريـف شـده   بتوانند سيگنال
هاي مسير مرجع پيشنهاد شده به صورت زيـر  سيگنال. كننداند رديابي 

  باشند:مي
𝑥  الف) ١٥( = 30𝑠𝑖𝑛 (0.1𝑡) 

𝑦  ب) ١٥( = 30𝑠𝑖𝑛 (0.05𝑡) 

𝑧  پ) ١٥( = 15 + 3𝑠𝑖𝑛 (0.1𝑡) 

𝜓  ت) ١٥( = 5𝜋/180 sin (0.1𝑡) 

نشـان داده   ٣ي فـوق در شـكل   مسير مرجع توليد شده مطابق با رابطه
  شده است.

 
   شنهاد شده جهت طراحي كنترل رديابمسير مرجع پي  -٣شكل 

  
عادلات حالت سيسـتم بـه   استراتژي پيشنهادي در اين پژوهش انتقال م

باشـد. لـذا بايـد در ابتـدا كنتـرل پـذيري       خروجـي مـي   - فضاي ورودي

خروجي سيستم و سپس تحقق ديفومورفيزم بين دو فضاي حالت اصلي 
  .خروجي بررسي گردد ي ورودي وو فضاي تبديل يافته

  

   كنترل پذيري خروجي و تحقق ديفومورفيزم - ٤
پذيري خروجي و سپس تحقق ديفومـورفيزم  در اين قسمت ابتدا كنترل

بحث در ايـن  نجايي كه ديناميك كوادروتور موردكنيم. از آرا بررسي مي
پـذيري  رخطـي اسـت، كـافي اسـت مـاتريس كنتـرل      پژوهش كاملا غي

 جـاكوبي ي سيسـتم از طريـق محاسـبه    خروجي را به كمـك معـادلات  
كاري ربـات پرنـده   ها را در فضايآن ١يتشكيل داده و كامل بودن رتبه

  بررسي كنيم. اگر بردار متغيرهاي حالت را به شكل زير در نظر بگيريم:
)١٦(  𝑋 = [∅  ∅̇  𝜃  �̇�  𝜓  �̇�  𝑥  �̇�  𝑦  �̇�  𝑧  �̇�] 

به شرح جاكوبي ي محاسبههاي سيستم از طريق در اين صورت ماتريس
  آيند:ذيل بدست مي

  لذا خواهيم داشت:
    الف)١٨(

𝐴

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
0
0
0
0
0

−𝑏ସ𝑢ସ∅̇ sin(∅) sin (θ)
0

−𝑏ସ𝑢ସ∅̇ cos(∅)
0

−𝑏ସ𝑢ସ∅̇ sin(∅) cos (θ)

1
0
0

𝑎ଷ�̇� + 𝑎ସ𝛺ோ

0
𝑎ହ�̇�

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

𝑏ସ𝑢ସ�̇� cos(θ) sin (∅)
0
0
0

𝑏ସ𝑢ସ�̇� sin(θ) cos (∅)

𝑎ଵ

𝐵  ب) ١٨( =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
𝑏ଵ

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
𝑏ଶ

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
𝑏ଷ

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

𝑏ସ sin(θ) cos (∅)
0

−𝑏ସsin (∅)
0

𝑏ସ cos(θ) cos (∅)⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  پ) ١٨(

𝐶

=  

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
1

0
0
0
0

1
0
0
0

0
0
0
0

0
1
0
0

0
0
0
0

0
0
1
0

0
0
0
0

 

𝐷  ت) ١٨( = [0] 

  دهيم:شرح ذيل تشكيل مي پذيري خروجي را بهحال ماتريس كنترل
)١٩(  Output Controllability = [𝐶𝐵   𝐶𝐴𝐵 …   𝐶𝐴11𝐵    𝐷] 

                                                             
1 Full Rank 
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�̇�  الف) ١٧( = 𝑓(𝑥, 𝑢) = 
𝑓ଵ(𝑥, 𝑢)

⋮
𝑓ଵଶ(𝑥, 𝑢)

൩     

where: 𝑥் = [𝑥ଵ … 𝑥ଵଶ]  , 𝑢் = [𝑢ଵ … 𝑢ସ] 

𝐴  ب) ١٧( = ቈ
𝜕𝑓

𝜕𝑥

 , (𝑖 = 1, … ,12) , (𝑗 = 1, … ,12) 

𝐵  پ) ١٧( = ቈ
𝜕𝑓

𝜕𝑢

 , (𝑖 = 1, … ,12), (𝑗 = 1, … ,4) 
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كـاري ربـات مطـابق    ي ماتريس فوق، رژيمبراي بررسي كامل بودن رتبه
با توجه به پارامترهاي جدول ارائـه شـده كـه     .شودتعريف مي ١جدول 
شـود  باشد، بسادگي مشاهده مـي ي موردنظر ميكاري ربات پرندهفضاي

داراي رتبه كامل است و لذا  )١٩(پذيري خروجي در كه ماتريس كنترل
پـذير خروجـي   كاري كنتـرل ي داخلي از اين فضايسيستم در هر نقطه

  خواهد بود.
  

  ي چهارپرهرژيم كاري تعيين شده براي ربات پرنده -١جدول 
 پارامترها كران پايين كران بالا

5 0 𝑣௫ 
5 0 𝑣௬ 
5 0 𝑣௭ 

𝜋/2 −𝜋/2 ∅ 
𝜋/2 −𝜋/2 𝜃 
20 −20 ∅̇ 
20 −20 �̇� 
20 −20 �̇� 

  

پـذيري خروجـي، بـراي تبـديل معـادلات      حال پس از بررسـي كنتـرل  
 - ي سيستم از فضاي حالت به فضـاي ورودي  ديفرانسيل توصيف كننده

, 𝑥خروجي كافي است كه از متغيرهاي خروجـي   𝑦     مشـتقات سـوم و
چهارم نيز گرفته شده و معادلات ديفرانسيل سيستم در فضـاي ورودي  

  خروجي به شكل زير بازنويسي شود: - 

𝑥  الف) ٢٠( [ସ] = (𝐴𝑥)𝑢ସ + (𝐵𝑥)𝑢ଶ𝑢ସ − (𝐶𝑥)𝑢ଵ𝑢ସ + (𝐷𝑥)�̇�ସ

+ (𝐸𝑥)�̈�ସ   
𝑦[ସ]  ب) ٢٠( = (𝐴𝑦)𝑢ସ − (𝐵𝑦)𝑢ଵ𝑢ସ − (𝐶𝑦)�̇�ସ − (𝐷𝑦)�̈�ସ 

�̈�  پ) ٢٠( = −𝑔 + cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

�̈�  ت) ٢٠( = ∅̇�̇�
𝐼 − 𝐼

𝐼

+
𝑑

𝐼

𝑢ଷ 

  كه در آن:

  الف) ٢١(

𝐴𝑥 = (𝑎ଷ𝑏ସ∅̇�̇� cos(θ) cos(∅)

+ 𝑎ସ𝑏ସ∅̇𝛺ோ cos(θ) cos(∅)

− 𝑏ସ�̇�ଶ sin(θ) cos(∅)

− 𝑏ସ�̇�∅̇ cos(θ)sin (∅)

− 𝑎ଵ𝑏ସ�̇��̇� sin( θ) sin(∅)

+ 𝑎ଶ𝑏ସ�̇�𝛺ோ sin(θ)sin(∅)

− 𝑏ସ∅̇�̇�cos(θ)sin(∅)

− 𝑏ସ∅̇ଶsin(θ)cos(∅)) 
𝐵𝑥  ب) ٢١( = (𝑏ଶ𝑏ସ cos(θ)cos (∅))𝑢ଶ𝑢ସ 

𝐶𝑥  پ) ٢١( = (𝑏ଵ𝑏ସ sin(θ)sin (∅)) 

𝐷𝑥  ت) ٢١( = ൫2𝑏ସ�̇� cos(θ) cos(∅) − 2𝑏ସ∅̇ sin(θ) sin(∅)൯ 

𝐸𝑥  ث) ٢١( = (𝑏ସ sin(θ) cos (∅)) 

𝐴𝑦  ج) ٢١( = (𝑎ଵ𝑏ସ�̇��̇� cos(∅) + 𝑎ଶ𝑏ସ�̇�𝛺ோ cos(∅)

+ 𝑏ସ∅̇ଶ sin(∅)) 

𝐵𝑦  چ) ٢١( = (𝑏ଵ𝑏ସcos(∅)) 

𝐶𝑦  ح) ٢١( = (2𝑏ସ ∅̇ cos (∅)) 

𝐷𝑦  خ) ٢١( = (𝑏ସsin(∅)) 

باشـد. پـس از   مـي  )٩(بردار حالت اصلي كوادروتور به شـكل معـادلات   
خروجـي،  بـردار حالـت     - بازنمايي معادلات سيستم در فضـاي ورودي  

  كند:سيستم به شكل زير تغيير مي

قسمت تحقق ديفومورفيزم بين دو بـردار حالـت جديـد و قـديم     در اين 
شـت بـين ايـن دو بـردار     گردد. براي چنين منظوري بايد نگابررسي مي

تبديل بين دو ي رابطه جاكوبيپذير باشد. در نتيجه بايد حالت، معكوس
توان در هر زمان باشد تا ب ١ناتكينكاري ربات پرنده بردار حالت در رژيم

پذير بين دوفضاي حالت قديم و جديد ايجـاد كـرد.   معكوسيك ارتباط 
شود بين دو بردار حالت، هشـت متغيـر حالـت    همانطور كه ملاحظه مي

 �̅�ସتـا    �̅�ଵيكسان وجود دارد. چهار متغير حالت جديد سيستم يعنـي  
  شوند:براساس بردار حالت قبلي از روابط زير محاسبه مي

�̈�  الف) ٢٣( = sin (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝑥  ب) ٢٣( [ଷ] = �̇�𝑏ସ𝑢ସ cos(θ) cos(∅) − ∅̇𝑏ସ𝑢ସ sin(θ) sin(∅)
+ 𝑏ସ�̇�ସ sin(θ) cos(∅) 

�̈�  پ) ٢٣( = −sin (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝑦[ଷ]  ت) ٢٣( = −∅̇𝑏ସ𝑢ସ cos(∅) − 𝑏ସ�̇�ସ sin(∅) 

روابـط نگاشـتي مربـوط بـه ايـن چهـار       جاكوبي  اگر بتوان نشان داد كه
باشـد، در آن  ي چهـار) مـي  ي كامـل (رتبـه  متغير باقيمانده داراي رتبه

روابـط   جـاكوبي صورت تحقق ديفومورفيزم رخ خواهد داد. ماتريس زير 
حالت باقيمانـده را براسـاس متغيرهـاي حالـت     نگاشتي بين چهار متغير

  دهد:قبلي نشان مي

  كه در آن:

𝐽ଵଵ  الف) ٢٥( = −sin(θ)sin (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝐽ଵଷ  ب) ٢٥( = cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝐽ଶଵ  پ) ٢٥( = −�̇�𝑏ସ𝑢ସ cos(𝜃) sin(∅) − ∅̇𝑏ସ𝑢ସ sin(𝜃) cos(∅)
− 𝑏ସ�̇�ସ sin(𝜃) sin(∅) 

𝐽ଶଶ  ت) ٢٥( = −𝑏ସ𝑢ସ sin(𝜃) sin(∅) 

𝐽ଶଷ  ث) ٢٥( = −�̇�𝑏ସ𝑢ସ sin(𝜃) cos(∅) − ∅̇𝑏ସ𝑢ସ cos(𝜃) sin(∅)
+ 𝑏ସ�̇�ସ cos(𝜃) cos(∅) 

𝐽ଶସ  ج) ٢٥( = 𝑏ସ𝑢ସ cos(𝜃) cos(∅) 

𝐽ଷଵ  چ) ٢٥( = −cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝐽ସଵ  ح) ٢٥( = ∅̇𝑏ସ𝑢ସ sin(∅) − 𝑏ସ�̇�ସ cos(∅) 

𝐽ସଶ  خ) ٢٥( = 𝑏ସ𝑢ସ cos(∅) 

ــه مشــاهده مــي  ــاتريس همــانطور ك ــه ازاي  جــاكوبيشــود،  م ــوق ب ف
−

గ

ଶ
< ∅ <

గ

ଶ
−و  

గ

ଶ
< 𝜃 <

గ

ଶ
 كامل اسـت، ي همواره داراي رتبه 

لذا نگاشت بين بردار حالـت قـديم و جديـد يـك ديفومـورفيزم اسـت.        
پذير خروجي بوده و از طرفـي  سيستم كنترلهمانطور كه ملاحظه شد، 

خروجي و فضاي اصلي يـك   - ي بين بردار حالت در فضاي وروديرابطه
ژي كنترل ردياب را در فضـاي  توان استراتباشد. لذا ميديفومورفيزم مي

  خروجي پياده سازي كرد. - ورودي
  

  ر ردياب با رويكرد جايابي قطبگطراحي كنترل - ٥
- مبتني بر جايابي قطب به گونـه بر اين اساس يك روش طراحي كنترل 

هاي دستگاه معادلات ديفرانسيل مبتنـي  گردد كه قطباي پيشنهاد مي
 - هـا، جهـت ارضـاء معيـار پايـداري راث      بر خطاي هريـك از خروجـي  

                                                             
1 Non-singular  

)٢٢(  �̅�ଵ = �̈�, �̅�ଶ = 𝑥   �̅�ଷ = �̈� , �̅�ସ = 𝑦, �̅�ହ = 𝜓, �̅� = �̇� 
𝑥 = 𝑥 , �̅�଼ = �̇�, �̅�ଽ = 𝑦, �̅�ଵ = �̇�, �̅�ଵଵ = 𝑧, �̅�ଵଶ = �̇� 

)٢٤(  𝐽 = ൦

𝐽ଵଵ

𝐽ଶଵ

𝐽ଷଵ

𝐽ସଵ

0
𝐽ଶଶ

0
𝐽ସଶ

𝐽ଵଷ

𝐽ଶଷ

0
0

0
𝐽ଶସ

0
0

൪ 
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٢٧٤ 

ر در اين قسمت، ابتدا چهار گمنفي باشند. براي طراحي كنترل ١هرويتس
𝑣௫ورودي كمكي  , 𝑣௬ , 𝑣௭ , 𝑣ట  كنيم:تعريف ميرا به شكل زير  

𝑣௫  الف) ٢٦( = (𝐴𝑥)𝑢ସ + (𝐵𝑥)𝑢ଶ𝑢ସ − (𝐶𝑥)𝑢ଵ𝑢ସ + (𝐷𝑥)�̇�ସ

+ (𝐸𝑥)�̈�ସ   
𝑣௬  ب) ٢٦( = (𝐴𝑦)𝑢ସ − (𝐵𝑦)𝑢ଵ𝑢ସ − (𝐶𝑦)�̇�ସ − (𝐷𝑦)�̈�ସ 

𝑣௭  پ) ٢٦( = −𝑔 + cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ 

𝑣ట  ت) ٢٦( = ∅̇�̇�
𝐼 − 𝐼

𝐼

+
𝑑

𝐼

𝑢ଷ 

بـه شـكل زيـر     در اين صورت يك بيان ساده شده از سيستم غيرخطـي 
  آيد:بدست مي

𝑥  الف) ٢٧( [ସ] = 𝑣௫ 

𝑦[ସ]  ب) ٢٧( = 𝑣௬ 

�̈�  پ) ٢٧( = 𝑣௭ 

�̈�  ت) ٢٧( = 𝑣ట 

هـاي  اكنون در ابتدا براي معادلات سـاده شـده فـوق بـر اسـاس ورودي     
ر بر مبناي جايـابي قطـب انجـام شـده و سـپس      گكمكي، طراحي كنترل

- اينجـا  ورودي آينـد. در  بدست مي )٢٦(هاي اصلي از معادلات ورودي

ي دينـاميكي خطـا بـا    كه يك معادله نداشدههاي كمكي طوري تعريف 
برقرار ها به شرح ذيل ي پايدار براي هريك از خروجيي مشخصهمعادله
  باشد:

𝑒௫  الف) ٢٨(
[ସ]

+ 𝑘௫ଷ𝑒௫
[ଷ]

+ 𝑘௫ଶ𝑒௫
[ଶ]

+ 𝑘௫ଵ�̇�௫ + 𝑘௫𝑒௫ = 0      ,    𝑒௫

= 𝑥 − 𝑥 

𝑒௬  ب) ٢٨(
[ସ]

+ 𝑘௬ଷ𝑒௬
[ଷ]

+ 𝑘௬ଶ𝑒௬
[ଶ]

+ 𝑘௬ଵ�̇�௬ + 𝑘௬𝑒௬ = 0     ,     𝑒௬

= 𝑦 − 𝑦 

𝑒௭  پ) ٢٨(
[ଶ]

+ 𝑘௭ଵ�̇�௭ + 𝑘௭𝑒௭ = 0          ,      𝑒௭ = 𝑧 − 𝑧 

𝑒ట  ت) ٢٨(
[ଶ]

+ 𝑘టଵ�̇�ట + 𝑘ట𝑒ట = 0       ,     𝑒ట = 𝜓 − 𝜓 

اي تعيـين شـوند كـه    بايست به گونههريك از معادلات فوق مي ضرايب
هاي مربوط به معادلـه دينـاميكي خطـا بـر     مشخصهي هاي معادلهريشه

هـرويتس همگـي منفـي باشـند. در ايـن       - اساس معيـار پايـداري راث   
كـه در تمـام معـادلات     انـد شـده اي تعيـين  پژوهش، ضـرايب بـه گونـه   

  شوند. به عبارت ديگر: - ٢هاي سيستم همگي  ي بالا، قطبمشخصه
𝑒௫  الف) ٢٩(

[ସ]
+ 8𝑒௫

[ଷ]
+ 24𝑒௫

[ଶ]
+ 32�̇�௫ + 16𝑒௫ = 0   

𝑒௬  ب) ٢٩(
[ସ]

+ 8𝑒௬
[ଷ]

+ 24𝑒௬
[ଶ]

+ 32�̇�௬ + 16𝑒௬ = 0 

𝑒௭  پ) ٢٩(
[ଶ]

+ 4�̇�௭ + 4𝑒௭ =  0 

𝑒ట  ت) ٢٩(
[ଶ]

+ 4�̇�ట + 4𝑒ట = 0 

شوند، از تلفيق روابـط   برقراربراي اينكه معادلات ديناميكي خطاي فوق 
  خواهيم داشت: )٢٨(و  )٢٧(
𝑣௫  الف) ٣٠( = 𝑥

[ସ]
− 𝑘௫ଷ𝑒௫

[ଷ]
− 𝑘௫ଶ𝑒௫

[ଶ]
− 𝑘௫ଵ�̇�௫ − 𝑘௫𝑒௫ 

𝑣௬  ب) ٣٠( = 𝑦
[ସ]

− 𝑘௬ଷ𝑒௬
[ଷ]

− 𝑘௬ଶ𝑒௬
[ଶ]

− 𝑘௬ଵ�̇�௬ − 𝑘௬𝑒௬ 

𝑣௭  پ) ٣٠( = 𝑧
[ଶ]

− 𝑘௭ଵ�̇�௭ − 𝑘௭𝑒௭ 

𝑣ట  ت) ٣٠( = 𝜓
[ଶ]

− 𝑘టଵ�̇�ట − 𝑘ట𝑒ట 

، ٣٠و ٢٦هاي كمكـي در معـادلات   در نهايت با معادل قرار دادن ورودي
منظـور كـافي اسـت    هاي اصلي بدست خواهند آمـد. بـراي ايـن    ورودي

  مطابق روابط زير عمل شود:

step1: 𝑢ସ  الف) ٣١( = (𝑣௭ + 𝑔)/(cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
 

                                                             
1 Routh-Hurwitz Criteria 

step2: 𝑢ଷ  ب) ٣١( = ൬𝑣ట − ∅̇�̇�
𝐼 − 𝐼

𝐼

൰ /(
𝑑

𝐼

) 

step3: 𝑢ଵ  پ) ٣١( = −൫𝑣௬ − (𝐴𝑦)𝑢ସ + (𝐶𝑦)�̇�ସ + (𝐷𝑦)�̈�ସ൯

/(𝐵𝑦𝑢ଵ) 

step4: 𝑢ଶ  ت) ٣١( = (𝑣௫ − (𝐴𝑥)𝑢ସ + (𝐶𝑥)𝑢ଵ𝑢ସ − (𝐷𝑥)�̇�ସ

− (𝐸𝑥)�̈�ସ  )/((𝐵𝑥)𝑢ସ) 
دار سينوسي قطعيت جمعي كرانيك عدممسئله فوق را در حضور  حال

هاي ديناميكي، ساختاري و محيطي مي باشد) (كه مجموع عدم قطعيت
معـادلات ديفرانسـيل سيسـتم در     ،بررسي مي كنيم. براي ايـن منظـور  

ــاي ورودي  ــي در ( –فضــ ــود  ٢٠خروجــ ــا وجــ ــلات) را بــ  جمــ
𝛾ناميعني


(𝑡) , (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓) :در نظر بگيريد  

  الف) ٣٢(
𝑥 [ସ] = (𝐴𝑥)𝑢ସ + (𝐵𝑥)𝑢ଶ𝑢ସ − (𝐶𝑥)𝑢ଵ𝑢ସ + (𝐷𝑥)�̇�ସ

+ (𝐸𝑥)�̈�ସ   + 𝛾௫(𝑡)    ,   |𝛾௫(𝑡)|
< �̅�௫ 

𝑦[ସ]  ب) ٣٢( = (𝐴𝑦)𝑢ସ − (𝐵𝑦)𝑢ଵ𝑢ସ − (𝐶𝑦)�̇�ସ − (𝐷𝑦)�̈�ସ

+ 𝛾௬(𝑡)    ,   ห𝛾௬(𝑡)ห < �̅�௬ 

�̈�  پ) ٣٢( = −𝑔 + cos (θ)cos (∅) 
𝑏

𝑚
𝑢ସ + 𝛾௭(𝑡)    ,   |𝛾௭(𝑡)|

< �̅�௭ 

�̈�  ت) ٣٢( = ∅̇�̇�
𝐼 − 𝐼

𝐼

+
𝑑

𝐼

𝑢ଷ + 𝛾ట(𝑡)  , ห𝛾ట(𝑡)ห < �̅�ట 

, �̅�(𝑡)كه در آن  (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓)  كران بالاي نامعيني جمعي مي
نامعيني متغيـر بـا زمـان مـورد اسـتفاده در ايـن پـژوهش         جملهباشد. 

5𝜋/180 sin (0.01𝑡)  توانـد ناشـي از   كه ايـن نـامعيني مـي    است
ي پرنـده بـه ربـات   ٢سازي سيستم و يا برخورد يـك تنـدباد  خطاي مدل

 ردياب چهارپره باشد. مشابه روش ارائه شده در اين قسمت، يك كنترل
شـود.  نـامعيني طراحـي مـي    جمـلات در حضور  مبتني بر جايابي قطب

ر ردياب در قسمت نتايج حاصل از شـبيه سـازي ارائـه    گنتايج اين كنترل
  شده است.

 
  سازيشبيهنتايج حاصل از  - ٦

مشخصات فيزيكي ربات پرنده بكارگرفته شده در اين پژوهش در جدول 
- نتايج حاصل از رديابي مسير مرجع توسط سـيگنال  ارائه شده است. ٢

ارائه شده است. همانطور كه مشاهده  ٨تا  ٤هاي هاي خروجي، در شكل
هاي مرجع را بخـوبي  اند سيگنالهاي خروجي توانستهشود، سيگنالمي
- هاي خطاي خروجي ربات پرندهيابي نمايند. نتايج حاصل از سيگنالرد

نمايش داده شده است. همـانطور كـه    ١٢تا  ٩هاي ي چهارپره در شكل
هاي خطاي شود، پس از گذشت مدت زماني اندك، سيگنالمشاهده مي

  كنند.  رديابي به سمت صفر ميل مي
  

   بكارگرفته شده  ربات پرندهمشخصات فيزيكي   -٢جدول 

 مقدار و واحد پارامتر
٥٢/١  جرم ربات پرنده (𝑘𝑔) 

٢٣٢/٠  طول هر بازوي ممان (𝑚) 
٠٠٠٠٣١٣/٠  ضريب تراست ثابت (𝑁. 𝑠ଶ) 
.𝑁) ٠٠٠٠٠٠٧٥/٠  ضريب درگ ثابت 𝑚. 𝑠ଶ) 

٠٠٦٢٢٨/٠   𝐱ممان اينرسي بدنه حول محور  (𝑘𝑔. 𝑚ଶ) 

٠٠٦٢٢٥/٠   𝐲ممان اينرسي بدنه حول محور  (𝑘𝑔. 𝑚ଶ) 

.𝑘𝑔) ٠١١٢١/٠   𝐳ممان اينرسي بدنه حول محور  𝑚ଶ) 

٠٠٠٠٦/٠   𝐳ممان اينرسي هر موتور حول محور  (𝑘𝑔. 𝑚ଶ) 
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هاي رديابي سه بعدي مسير مرجع توسط سيگنال  - ٤شكل 

   خروجي.

  
  

 
   xرديابي مسير مرجع توسط سيگنال خروجي  -٥ شكل

  

 
   yرديابي مسير مرجع توسط سيگنال خروجي   -٦شكل

  

 
   zرديابي مسير مرجع توسط سيگنال خروجي   - ٧ شكل

     

 
رديابي سيگنال مرجع توسط سيگنال خروجي زاويه  -٨ شكل

  ياو

  

  
   x سيگنال خطاي رديابي خروجي -٩ شكل

      

 
  yسيگنال خطاي رديابي خروجي  - ١٠ شكل                

  
هـاي  براي ربات پرنده چهارپره در شـكل  𝑢ସتا  𝑢ଵهاي كنترل سيگنال

  ارائه شده است. ١٦تا  ١٣
  

   zسيگنال خطاي رديابي خروجي   -١١ شكل                  
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٢٧٦ 

 
  سيگنال خطاي رديابي خروجي زاويه ياو  -١٢شكل            

  

 
   ١سيگنال كنترلي شماره   -١٣شكل

  

 
   ٢سيگنال كنترلي شماره  -١٤ شكل                 

  

 
   ٣سيگنال كنترلي شماره  -١٥ شكل

  

 
   ٤سيگنال كنترلي شماره  -١٦ شكل                

  

 
هاي خروجي رديابي سه بعدي مسير مرجع توسط سيگنال  -١٧شكل 

   دارنامعيني جمعي كران ر ترمدر حضو

  
 بهينـه و يـا    PIDر گ ـبكـارگيري يـك كنترل  در ادامه، اگرچه اگرچه با 

SDREهاي سيسـتم غلبـه كـرده و سيسـتم را در     مي توان بر نامعيني
نامعيني مقاوم ساخت، ولي اين موضوع صـرفا بـا تنظـيم     جملاتمقابل 

ر ميسر بوده و لذا تحليل مناسبي از پايداري سيسـتم  گكنترل ١بهره هاي
  همانند روش پيشنهادي در اين پژوهش نمي توان ارائه داد.  

  

  گيري نتيجهبندي و جمع - ٧
اين پژوهش طراحي يك كنترلـر  در هدف اصلي ، شد عنوانهمانطور كه 

هـاي معـادلات   ده چهارپره با رويكرد جايابي قطـب براي ربات پرن ردياب
نتـايج حاصـل از    .باشـد خطا برمبناي تحقق ديفومورفيزم مي ديناميكي

هاي سازي نشان داد كه پس از گذشت مدت زماني اندك، سيگنالشبيه
هـاي خروجـي   خطاي رديابي به سـمت صـفر ميـل كـرده و  سـيگنال     

همچنـين   هاي مرجع را بـه خـوبي رديـابي نماينـد.    اند سيگنالتوانسته
دار سينوسي (كـه  قطعيت جمعي كراني فوق در حضور يك عدممسئله

هاي ديناميكي، سـاختاري و محيطـي مـي باشـد)     مجموع عدم قطعيت
بررسي گرديد و نشان داده شد كه سيگنال هاي خروجي قـادر نيسـتند   
مسير مرجع خود را در حضور ترم نامعيني بخوبي رديابي نمايند. لذا در 

د لغزشـي ارائـه   نامعيني، بايد رويكردي هماننـد مـو   جملهصورت وجود 
بدرسـتي  هـاي مرجـع را   هاي خروجي بتوانند سـيگنال گردد تا سيگنال

  رديابي كنند.
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