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 پلاستيك-راه حل تقريبي جديد براي حل پيچش الاستيكيكارائه

 تنش تسليم متغيربا مقاطع توپر دلخواه

3و محمد حسن نائي2كارن ابري نيا،1مجيد بني اسدي

 تهراندانشگاه دانشكده فني، مهندسي مكانيك، گروه

 چكيده

در كارهاي قبلي انجام. با تنش تسليم متغير مورد بررسي قرار گرفته استي پلاستيك مقاطع توپر بدون كارسخت-در اين تحقيق، پيچش الاستيك
با)مقاطع تنش تسليم ثابت( پلاستيك-گرفته در زمينه پيچش الاستيك و يا عددي دقيق استفاده شده، اما در اين مقاله ، از روشهاي تحليلي

فرض تنش تسليم. ستيك مقاطع تنش تسليم متغير انجام شده استپلا-سازي معادله ديفرانسيل پيچش، حل پيچش الاستيك كمك غيركوپل
و يا ريخته گري شده مي متغير براي قطعاتي كه عمليات حرارتي براي انجام حل عددي مورد نظر نرم افزاري با كمك برنامه نويسي. باشد اند درست

حل. كوپل تدوين شده است ثا در مورد و برتري روش هاي صورت گرفته براي حالت تنش تسليم بت نتايج با نتايج اجزاء محدود مقايسه گرديده
حل. مذكور تاييد گرديده است . استفاده شده استABAQUSافزار از نرم هاي اجزاء محدود از طرفي، براي

 پلاستيك، تنش تسليم متغير، مقاطع توپر دلخواه-پيچش، الاستيك: واژه هاي كليدي

Introduction of a New Approximate Solution to Elastoplastic Torsion 
of Arbitrary Solid Sections with Variable Yield Stress 

M. Baniassadi, K. Abrinia, and M.H. Naei 
Mech. Eng. Group, School of Eng., Univ. of Tehran 

 
ABSTRACT
In this work, the elastoplastic torsion of solid sections without work hardening with variable yield stress is 
examined. In similar previous works with constant yield stress assumption, exact numerical or analytical 
approaches were utilized. In view of the new assumptions, the coupled elastoplastic differential equations were 
decoupled. In variable yield stress assumption, a yield stress gradient from surface to core is assumed, which is a 
valid and reasonable assumption in cast and heat treated parts. Thus, in elastoplastic torsion of prismatic bars with 
the aforementioned yield stress gradient assumption, the above mentioned method was used. To carry out the 
computations, a new software with coupled programming approach was used. A few examples were run both on 
our developed software and on an accredited finite element software (ABAQUS). Comparison of the results 
affirms the benefit of our approach.  
 
Key words: Torsion, Elastoplastic, Variable Yield Stress, Arbitrary Solid Sections
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epψپلاستيك-يكتابع پيچش حل الاست 

 مقدمهـ1

در زمينة پيچش مقاطع، كارهاي گوناگوني انجام شده است،
 صورت گرفته 1990كه اكثر كارهاي انجام شده قبل از سال 

ج مياست، كارهاي .باشند ديد در اين زمينه محدودتر
از جمله كارهاي انجام شده حل نيمه معكوس پيچش مقاطع

البته قابل ذكر است كه اين حل يكي].1[باشد توپر اوال مي
 از متدهاي ارائه شده براي حل نيمه معكوس مقاطع 
مي باشد كه البته براي ماده الاستيك كاملاً پلاستيك صادق

 هم با روش تغييرات متدي براي حل1نوكاچا. باشد مي
ول].2[الاستيك پلاستيك مقطع مربعي ارائه داد  از2ساوت

 براي تحليل پيچش الاستيك پلاستيك مقاطع3متد ديگري
Lو مثلث استفاده كردند ، افراد ديگري نيز با همين]3[، مربع

].4[متد به تحليل مقاطع ديگر پرداختند
 فاده از متغيرهاي محلي،همكارانش با استو4بنچاك
و چند ضلعي-حل الاستيك پلاستيك براي مقاطع مربعي

].5[ارائه دادند 

1- Kachanov, 1961 
2- Southwell, 1965 
3- Relaxation Method 
4- Banichuk, 1966 

پلاستيك- راه حلي براي پيچش الاستيك5پرلين
مقاطعي كه هستة الاستيك محصور در ناحيه پلاستيك دارند 

].6[ارائه داد
از جمله كارهاي ديگر صورت گرفته در زمينه پيچش

ميپلاستيك-يكالاست و مقاطع توخالي توان به كارهاي هاج
].7[هراكويچ اشاره كرد

 با متد خط مستقيم راه حلي تقريبي براي پيشرفت6آنين
اين متد].8[ناحيه پلاستيك در مقاطع مستطيلي ارائه دادند

مي براي پيشرفت .شود هاي اوليه ناحيه پلاستيك استفاده
د-در زمينه پيچش الاستيك ر نظر گرفتن پلاستيك مقاطع با

7مندلسون. كار سختي نيز كارهاي گوناگوني انجام شده است

 پلاستيك-يك روش عددي براي تحليل پيچش الاستيك
].9[تيركهاي منشوري با كرنش سختي ارائه داده است

توان به حل عددي از جمله كارهاي عددي صورت گرفته مي
اختلاف محدود معادلات ديفرانسيل پيچش الاستيك 

، كه البته براي مادة الاستيك كاملاً]10[تيك اشاره كردپلاس
براي پيچش ناچيز مقاطع نيز. پلاستيك انجام شده است

توان كارهاي گوناگوني انجام شده است كه از آن جمله مي
را نام برد، در اين مقاله با كمك توابع بيضوي، تحليل]11[

تغيير شكل كم پيچشي براي پيچش الاستيك پلاستيك 
.مقاطع مورد بررسي قرار گرفته است

اشاره]12[از ديگر كارهاي انجام شده مي توان به مرجع
كرد، كه در آن حل اجزاي محدود پيچش مقاطع منشوري با 

در زمينه. گشتاور موضعي، مورد بررسي قرار گرفته است
بحث رياضي پيچش الاستيك پلاستيك هم كارهاي بسيار 

ميگوناگوني انجام شده كه از توان به تصديق وجود آن جمله
و يكتايي جواب براي پيچش الاستيك پلاستيك  جواب

].13[مقاطع اشاره كرد 
]14[در زمينه پيچش مقاطع مسي تحت فشار در مرجع

ي تحقيقات ديگري انجام شده است همچنين در زمينه
پيچش مقاطعي كه تغيير فرم الاستيك خالص ندارند نيز 

پيچش]15[م شده است مثلاً در مرجع كارهاي ديگري انجا
و پلاستيك  الاستيك پلاستيك مقطعي كه خاصيت الاستيك

مورد بررسي قرار گرفته) مثل آلومينيوم(باشد را با هم دارا مي
در. است بارگذاري مركب پيچشي، كششي براي ميله آلياژي

 
5- Perlin, 1961 
6- Annin, 1981 
7- Mendelson, 1968 
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دو]16[مرجع ي مسي و پيچش الاستيك پلاستيك ميله
در. مورد بررسي قرارگرفته است]17[سر آزاد در مرجع ولي

پلاستيك-يكالاستهيچيك از كارهاي انجام شده پيچش 
.مقاطع با گراديان تنش تسليم بررسي نشده است

 تئوريـ2
-يكحل تقريبي براي بررسي پيچش الاست براي ارائه راه

پلاستيك مقاطع دلخواه بدون كار سختي از فرض ساده
 الاستيكي تنش در مرز ناحيه كننده عدم پيوستگي تابع
فرضي كه در ابتدا نامعقول. كنيمو پلاستيك استفاده مي

حل هاي اجزاي محدود  به نظر ميرسد در حالي كه در اكثر
و يكي از دلايلي كه از  چنين فرضي در نظر گرفته مي شود

كنيم همين روشهاي جديد، مثل مش لس استفاده مي
[18[باشد موضوع مي ي قابل توجه اين است نكته.]19]

كه نتايج بدست آمده از اين فرض در نهايت ناپيوستگي
كمتري نسبت به نتايج اجزاي محدود بدست مي دهد 

براي مقطع مستطيلي نتايج مقايسه در قسمت نتايج ذكر(
مي). شده است گردد معادله فرض مذكور باعث
هاي حاكم بر سيستم از حالت كوپل خارج شوند ديفرانسيل

 به دو معادله ديفرانسيل مشتقات جزئي روي يك ناحيهو
.گردند تبديل

حل نيمه معكوس پيچش الاستيك توسط كار سنت
و].20[ونان انجام گرفته است با تركيب قانون هوك

و فرض تابعي كه در معادلات تنش  معادلات سازگاري
كند، معادله مشتقات جزئي حاكم بر مسئله پيچش صدق 

ميدر حالت الا شكل زير استخراج :گردد ستيك به

)1(,0),( =
∂

Ψ∂
Γs

yx

)2(.θGyx 2),(2 −=Ψ∇

 تابعي است كه با كمك آن تنش هايΨدر معادلات فوق
و برشي را پيدا مي  زاويه پيچشθو مدول برشيGكنيم
.باشد بر واحد طول مي
 داراي مقدار ثابتي روي مرز جسمΨبراي يك جسم

مي مي توان آنرا صفر باشد كه براي مرز خارجي جسم
سوراخهاي داخل(اختيار كرد ولي براي مرز داخل جسم 

مي) جسم توابع تنش. شود معمولاً مقدار ثابت غيرصفر
 به ترتيب توسط روابط زير بدستzyτوxzτبرشي 

:آيد مي

)3(,
y
yx

xz ∂
Ψ∂= ),(τ

)4(,
x
yx

yz ∂
Ψ∂

−= ),(τ

داZكه محور تعبير فيزيكي.رد در راستاي طول ميله قرار
معادله ديفرانسيل حاكم بر پيچش الاستيك مشابه معادله 

ي است كه از يك سمت تحت فشار هوا قرار گرفتهيغشا
است زيرا در اين حالت معادله ديفرانسيل حاكم سيستم

:به شكل زير است

)5(,
s
pyxz −=∇ ),(2

وzكه وp معرف ارتفاع غشا در هر نقطه  معرف فشار هوا
sكه مشابهz ثابت نيروي كششي مي باشد واضح است
باpوΨبا باsوθ2 متناسب  متناسب

G
.باشند مي1

براي حل پلاستيك مقطع معادله ديفرانسيل سيستم به
ب ميسادگي آيد در صورتي كه از معيار تسليم فون دست

]:21[ميسز استفاده كنيم با توجه به برش خالص داريم 
)6(,τσσ == 21

:آوريم كه با جايگذاري در رابطه فون ميسز بدست مي

)7(.YsY 3
3=

 را مشخصzyτوxzτحال با توجه به اين كه اندازه
: به رابطه زير مي رسيم،كرديم

)8(,222 )()()( YSyx
=

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂

 مي باشد كه تنش تسليم برشيys،كه در رابطهء فوق
شد)7(مقدار آن در رابطهء Ψتعبير فيزيكي. محاسبه

براي پيچش كاملاً پلاستيك مقطع مشابه سطحي است كه
در اثر ريختن شن بر روي مقطع ناحيه تحت پيچش ايجاد 

و يا به عبارت ديگر همانند اكسترود يك سطح مي شود،
سادگي توسط تحت يك زاويه مشخص است كه به 

 قابل ايجاد Solid Workافزارهاي مدل سازي نظير نرم
.است

پلاستيك يك مقطع بدون�تعبير فيزيكي پيچش الاستيك
كار سختي را به كمك تعابير فيزيكي ذكر شده براي 
و پيچش كاملاً پلاستيك يك مقطع قابل  پيچش الاستيك

به اين شكل كه زماني كه مقطعي تحت پيچش. بيان است
ميقر  با توجه به تعبير غشايي، با افزايش زاويه،گيرد ار
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و پيچش، همانند غشايي است كه فشار آن افزايش مي يابد
تعبير(كند تا به سطح گراديان ثابت برخورد نمايد رشد مي

اين سطح گراديان ثابت از رشد) فيزيكي تسليم شدن فلز
در. كند بيشتر غشاء در جهت عمود برسطح جلوگيري مي

مي اقع با همين نوع مدلو توانيم سازي فيزيكي به راحتي
پيشرفت مناطق پلاستيك به داخل مناطق الاستيك را 

.مشاهده كنيم
تر در گام بعدي براي ساده و حل تقريبي ساده سازي

معادلات سيستم فرض پيوستگي تنش در مرز نواحي 
مي-الاستيك كنيم اين فرض باعث پلاستيك را حذف

م مي .عادلات سيستم از حالت كوپل خارج شوندگردد كه
:تم درحالت كوپل به شكل زير مي باشندسمعادلات سي

)9(,0),( =Ψ Γyx
)10(,θGyx 2),(2 −=Ψ∇

)11(.222 )()( ySyx
=

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂

درمعادلات فوق
y∂
Ψ∂و

x∂
Ψ∂و توابعي پيوسته مي باشند

)(همچنين توابع  2

2

y∂
Ψ∂و)( 2

2

x∂
Ψ∂در كراندار مي باشند و

شكل زير مي باشند :حالت غيركوپل به
)12(,0),( =Ψ Γyx
)13(,θGyx 2),(2 −=Ψ∇

)14(,222 )()( ysyx
=

∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂

 پيوستهΨكه درمعادلات غير كوپل مذكور تنها تابع
.فرض شده است

معادلات به حالتΨبا فرض حذف پيوستگي مشتق تابع
آيند كه تعبير فيزيكي عبارت فوق به اين غيركوپل درمي

 شكل است كه سقف گراديان ثابت مانع رشد غشاء 
حل الاستيك، به حالت مستقل از نمي شود، بلكه رويه
حل پلاستيك، مي تواند رشد كند، از اينرو رويه  ي رويه

حل الاست را-يكي ي پلاستيك ي دربر گيرنده رويه
حل پلاستيك  و ي حل الاستيك حجم مشترك دو رويه
و براي محاسبه گشتاور لازم براي  در نظر مي گيريم
پيچش مقطع هم از حجم مشترك بين دو رويه استفاده 

پلاستيك يك مقطع-يكبراي حل تقريبي الاست. مي كنيم

حل  و حل الاستيك با فرض عدم پيوستگي تابع تنش بايد
ازك املاً پلاستيك مقطع را پيدا كنيم، سپس با استفاده

 كمتر در هر نقطه را پيداΨيك برنامة كامپيوتري مقدار
و با توجه به رابطةΨنمائيم، با كمك تابع  بدست آمده

:مي كنيمر ترك اعمال شده به مقطع را مشخص زي
)15(.dxdyyxT ),(2 ψ∫∫=

نويسي ويژوال اي به زبان برنامه به همين منظور برنامه
و ويژوال فرترن نوشته شده است كه در برنامة  بيسيك
حل الاستيك از روش اختلاف  مذكور براي پيدا كردن

در اين روش براي. محدود اصلاح شده استفاده شده است
د تا مرز مقادير نودهاي نودهاي مرزي با توجه به فاصله نو

ميشود اين موض مرزي محاسبه مي گردد دقت وع باعث
. براي حل الاستيك افزايش يابدمحاسبه تابع

معادلات اختلاف محدود مورد استفاده به شكل زير
: باشند مي

)16(
0و

212

4

1

3

22

2

11

12

22
)1(

2
)1(

2

)1(
2

)1(
2

Ψ







+−

+
Ψ+

+
Ψ

+
+
Ψ+

+
Ψ=Ψ∇

ββββ

ββββ

)17(,
h
hi

i =β

وihكه معرفhمعرف فاصله نود كناري تا مرز مي باشد
.فاصله بين نودها مي باشد

حل پلا تنش تسليم ثابت(ستيكبراي تدوين الگوريتم
از حكم اثبات شده زير استفاده شده است،) مقطعبراي

ي اگر فرض كنيم معادلة مقطع جسم بصورت منحن
شكل زير تعريف پارامتري باشد در صورتي كه تابعي به

:كنيم
)18(,),(),( yxkuyx Γ=Ψ

),(كه yxuΓمينيمم فاصلة هر نقطه به مختصات 
(x,y) تا مرز Γو جسم باشدkهم يك ثابت باشد در 

وان ثابت كرد كه تابع ذكر شده در معادلهت اين صورت مي
ميزيرديفرانسيل پيچش كاملاً پلاستيك  :كند صدق

)19(.222 )()( K
yx

=
∂
Ψ∂+

∂
Ψ∂

حل الاستيكΨپس ازاستخراج تابع به(براي كه وابسته
به) استθزاويه  و حل پلاستيك كامل، مقطع نوبت
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مي-يك براي حالت الاستΨمحاسبة تابع .رسد پلاستيك
معادلة ديفرانسيل پيچش براي حالت تنش تسليم متغير به

:شكل زير مي باشد

)20(,2

22

))y,x(f(
yx

=







∂
ψ∂+







∂
ψ∂

.o=ψ Γ)y,x(
در ابتدا معادله ارائه شده براي حل عددي معادلة ديفرانسيل

ديفرانسيل را به دستگاه معادلات غير خطي تبديل كرديم 
ولي متاسفانه دستگاه معادلات مربوطه با روش هاي شناخته 
و نيوتن حل نشد، زيرا در روش  شده عددي مثل نقطه ثابت
نيوتن با ماتريس هاي منفرد مواجه شد وحلهاي عددي براي 

ه مين منظور از تعميم همگرايي به جواب موفق نبودند، به
براي اين منظور فرض. روش تنش تسليم ثابت بهره برده ايم

كنيم كه در حالت تنش تسليم متغير نيز همانند تنش مي
، در راستايψتسليم ثابت تصويربردار گراديان، بر سطح روية 

.1 شكل نرمال مرز خارجي قراردارد
 عمل با فرض ذكر شده به شكل زيرψبراي پيداكردن تابع

:كنيم مي

)21(.∫=ψ
)y,x(

)y,x(p
pp ds)y,x(f

11

.ψگيري براي يافتن تابع مسيرهاي انتگرال:1شكل

ابتدا مقادير انتگرال فوق را به ازاي كل مسيرهاي متعامد به
و ميزان كمينه آنرا براي مرز سطح مقطع محاسبه مي كنيم

.گيريممي در هر نقطه در نظرψتابع 
 را براساس الگوريتم فوقψحال در صورتي كه بخواهيم

محاسبه كنيم لازم است براي هر نقطه داخل مقطع شرط
تعامد خط واصل گذرا از هر نقطه تا مرز سطح مقطع را چك 

و يا عدم تعامد اطمينان حاصل كنيم . كنيم تا از تعامد
و وقت رگي مشخص است چنين الگوريتمي بسيار طولاني

.است
الگوريتم تقريبي پيچش كاملاً پلاستيك با فرض گراديان

و وقت براي همين. گير است تنش تسليم بسيار طولاني
منظور با بررسي وضعيت فيزيكي الگوي تنش تسليم در 

بايد تابعي]21[مقاطع عمليات حرارتي شده با توجه به منبع 
 هر نقطه گيريم كه وابسته به فاصلة براي تنش تسليم در نظر 
اي كه در آن تنش فرض رابطه. باشد داخل مقطع تا سطح آن

تسليم تابع كمينه فاصله هر نقطه تا مرز باشد، موجب 
و الگوي مي شود كه الگوريتم ما از حالت دقيق پيدا كند،

 ساده تر گردد زيرا در اينصورت تنها لازم استψ يافتن 
و سپس با كمينه فاصله هر نقطه تا مرز را پيدا كرده

 راψگيري در روي مسير كمينه فاصله، مقدار تابع انتگرال
 به صورت اين موضوع)28(تا)22(در روابط. محاسبه نمائيم

:1 شكل اثبات شده استزير

)22(,∫=Ψ Γ

),(

),( 11
1

),()( pp yx

yxp dsyxf

)23(,∫=Ψ Γ

),(

),( 22
2

),()( pp yx

yxp dsyxf

)24(,o>)s(f,)(),( sfyxf =

)25(,∫=ψ Γ
1

1

D

p ds)s(f)(
o

)26(,∫=ψ Γ
2

2

D

p ds)s(f)(
o

)27(.∫=ψ−ψ ΓΓ
2

1
12

D

Dpp ds)s(f)()(

ميبا توجه به روابط فوق :يابيم در
)28(.( ) ( )

1
2

ΓΓ
ψ>ψ pp

نكته بسيار جالبي كه با ارائهءالگوي فاصله اي تنش تسليم
ي ديفرانسيل  بدست مي آوريم دقيق سازي حل براي معادله

با)20(پيچش  مي باشد، در واقع با فرض مذكور كانتوري
 ثابت در روي مرز هم فاصله تا مرز قطعه بدست ميΨمقدار
هم. آوريم و قائم بر كانتور با فرض سيستم مختصاتي مماس

م و با توجه به اينكه كه مي دانيم خط قائم بر رز فاصله
هم فاصله متعامد است تابع خارجي، متعامد بر كانتور هاي 

Ψي زير :2 شكلبدست مي آيد توسط رابطه

)29(.∫=Ψ→=
∂

Ψ∂ d

p
p dnyxfyxf
n 0

),(),(
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.سيستم مختصات مماس وقائم:2شكل

 مقدارpψبراي پيداكردن خطا، بايد با توجه به مقادير
و با ميزان تابع گراديان سطح در هر نقطه را محاسبه كرده

)y,x(f)براي پيداكردن. كنيممقايسه) تابع تنش تسليم
 بايد به طريق عددي، به شكل زير محاسبهpψمشتق تابع 

:شود

)30(
),,(

2
)1,()1,(

2
),1(),1(

5/0

2

2

yxg
jiji

jiii

pp

pp

=




























 −Ψ−+Ψ

+






 −Ψ−+Ψ

h

h

 محاسبهy,x(f(وg)y,x(كه مقادير خطا با مقايسة
در قسمت نتايج، خطا براي مقطع مستطيلي. شود مي
ود رحالت تنش تسليم متناسب با فاصله محاسبه شده است

.نتايج بدست آمده ذكر شده است
 به ازاي هر ترك ورودي ابتداθبراي محاسبة زاوية پيچش

وpψ را با توجه به مقياس محاسبه شده برايepψميزان

eψمي  درpψوeψ كمينه مقدارepψ(شود محاسبه
همانطور كه بحث تئوري بطور كامل بحث شد ). هر نقطه

:داريم
)31(.)(Fe θ=ψ
Ψالاستيك تابع زاويه پيچش θباشد از اينرو براي يافتنمي

 را آنقدر تغييرθترك، لازم است با كمك الگوريتمي مقدار 
به صورت زيرpψوeψدهيم تا حجم مشترك در روية

:برابر نصف ترك اعمالي شود

)32(,∑
=
Ψ=

n

i
iepp hT

1

2 )(**2

 گشتاور اعماليTp فاصلة نودها،h تعداد كل نودها،آن كه در
.باشد مي

 بحث بر روي نتايجـ3
و الاسـتيك بررسي حل كاملاً پلاسـتيك پلاسـتيك- نتايج

و متغيـر بـه شـرح ذيـل صـورت   مقاطع تنش تسليم ثابت
: مي پذيرد

و الاستيكـ1ـ3 پلاسـتيك- نتايج حل كاملاً پلاستيك
 ثابتبراي مقطع تنش تسليم 

وستگي تنش بدست آمدهيدر ابتدا به بررسي كانتورهاي ناپ
پلاستيك مقطع مستطيلي براي-براي پيچش الاستيك

.]22[ نيوتن متر مي پردازيم1300گشتاور 
در اين بررسي تعداد نودهاي در نظر گرفته شده براي
حل برنامه يكسان فرض  و هردوسيستم حل اجزاي محدود

.شده است
5تا3ستگي تنش نشان داده شده در شكل كانتور ناپيو

و تنش ميسز راyzτوxzτبه ترتيب ناپيوستگي تنش هاي
. دهند نشان مي

.xzτكانتور ناپيوستگي تنش:3شكل

.yzτكانتورناپيوستگي تنش:4شكل
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.ميسزناپيوستگي تنش:5شكل

 در مرز ناحيه الاستيك وپلاستيكxzτمشخص است كه
و70حدود در مرز ناحيهyzτ مگاپاسگال ناپيوستگي دارد

و پلاستيك حدود   مگاپاسگال ناپيوستگي90الاستيك
و. دارد ناپيوستگي تنش ميسز نيز در مرز ناحيه الاستيك
.مگا پاسگال مي باشد100ستيك حدود پلا

.yzτ كانتور تنش:6شكل

.xzτ كانتور تنش:7شكل

.ميسز كانتور تنش:8شكل

و كانتور هاي تنش بدست آمده توسط حل اجزاي محدود
با فرض( نيوتن متر، 1300برنامه مذكور براي گشتاور 

و پلاستيك ناپيوستگ ي الاستيك )ي تنش در مرز ناحيه
شكل هاي .مشخص شده است11تا6در

 با ناپيوستگي حداكثرyzτكانتور تنش:9شكل
.مگاپاسگال30

 با ناپيوستگي حداكثرxzτكانتور تنش:10شكل
.مگاپاسگال80

يوستگي حداكثر ميسز با ناپ كانتور تنش:11شكل
.مگاپاسگال90

و تشابه بسيار خوبي بين كانتورهاي تنش وجود دارد
مشخص است كه براي تعداد گره يكسان در هر دو حل، 
ناپيوستگي تنش بدست آمده با روش مذكور از ناپيوستگي 

. تنش در اجزاي محدود كمتر مي باشد
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نمودار زاويه پيچش بر حسب گشتاور براي:1نمودار
.مقطع مستطيلي

 پيشرفت ناحيه پلاستيك در الاستيك ازنتايج:12شكل
.بدست آمده توسط اجزاء محدود

 N.m گشتاور)ب(N.m 1000 گشتاور)الف(
 N.m 1300 گشتاور)د( N.m 1200 گشتاور)ج(1100

 پيشرفت ناحيه پلاستيك در الاستيك ازنتايج:13شكل
.بدست آمده توسط برنامه

 N.m گشتاور)ب(N.m 1000 گشتاور)الف(
 N.m 1300 گشتاور)د( N.m 1200 گشتاور)ج(1100

شده مشخص است تشابه همانطور از جواب هاي ذكر
و بسيار مناسبي  بين كانتورهاي حل اجزاء محدود

كانتورهاي برنامه وجود دارد نواحي تيره رنگ در حل اجزاء
حل صورت گرفته توسط برنامه،  و نواحي روشن در محدود

).13و12( شكلمعرف نواحي پلاستيك شده مي باشند
در گشتاور بر حسب زاويه پيچش همچنين با دقت

 در مي يابيم كه به ازاي يك گشتاور معين1نمودار
ي پيچش پيش جوابهاي برنامه يك حد بالا را براي زاويه

.]22[بيني مي كند

وـ2ـ3 پلاستيكـ الاستيك نتايج حل كاملاً پلاستيك
اي تنش مقطع با در نظر گرفتن گراديان فاصلهبراي
 تسليم
ترين الگويي كه براي گراديان تنش تسليم براي مقطعي ساده

كه عمليات حرارتي شده قابل بيان است، گراديان عمقي 
مي)اي فاصله( به اين صورت كه براي].21[باشد تنش تسليم

Yتنش تسليم تابعي مثل  = F (r)مي شود در نظر گرفته
تاrكه پارامتر   براي هر نقطه داخل مقطع، كمينه فاصلة آن

Fبه همين منظور بايد تابعي براي. باشد سطح مقطع مي (r) 
در نظر بگيريم كه تغييرات تنش تسليم را براي يك جنس

.نمونه توصيف نمايد
در صورتي كه فرضاً يك گراديان غيرخطي براي تنش

.بگيريمدر نظر)33(تسليم مطابق با رابطه 

)33(
1000

)1063523/2(105/3)( 98 rrF ×−×=

Fبراي تابع فرضي (r) ذكر شده است)33( كه در رابطه .
ي هاي كانتور پيشرفت، رويهΨ الگوي تنش تسليم، رويه

و كانتور خطا در شكل ي پلاستيك 17تا14هاي منطقه
البته قابل ذكر است. براي مقطع مستطيلي رسم شده است

و ديگر مش ذكر]22[خصات فيزيكي مقاطع در مرجعكه ابعاد
.شده است

 تنش تسليم فوق الگوي پيشرفت منطقةهبراي رابط
، 1350پلاستيك به درون ناحية پلاستيك براي گشتاورهاي

. نشان داده شده است16 نيوتن متر در شكل 1450، 1400
را2همچنين نمودار  تغييرات زاويه پيچش برحسب ترك

ت. دهد نشان مي نش پسماند به ازاي ترك كاملاً الگوي
و مقادير Mpa80≤yzτوMpa 90≤xzτپلاستيك

. نشان داده شده است18كانتور آن در شكل
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در17با دقت در كانتور خطاي بدست آمده در شكل
و اصل گوشه مي اي ايجاد يابيم كه ماكزيمم خطا در نواحي
و مقد مي مي5ار آن حداكثر شود در نواحي ديگر. باشد درصد

مي2كه روشن تر هستند خطا به كمتر از  .يابد درصد كاهش
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حل تورشن بار براي مقطع:2نمودار  مستطيلي منحني
.با در نظر گرفتن گراديان تنش تسليم

.كنندة تنش تسليم در هر نقطه روية مشخص:14شكل

حل پلاستيك تنشبψ روية تابع:15شكل  تسليم راي
.متغير، مقطع مستطيلي

پيشرفت ناحيه پلاستيك در الاستيك با در نظر:16شكل
گرفتن گراديان تنش تسليم نتايج بدست آمده توسط 

 گشتاور)ب(N.m1350 گشتاور)الف(برنامه 
N.m1400 )گشتاور)جN.m1450.

حل پلاستيك:17شكل  كانتور خطاي
.)تر حداكثر خطا در نقاط تيره(

yzxz كانتورهاي تنش پسماند:18شكل ττ حل تورشن(,
. نيوتن متر1450راي مقطع مستطيلي با گشتاورب)بار

 بحثـ3ـ3
حل در مقايسه حل و هاي هاي صورت گرفته توسط برنامه

 محدود براي مقاطع مختلف حل ارائه شده توسطياجزا
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بيني افزار تورشن بار زاويه پيچش بيشتري را پيش نرم
و يا به عبارت ديگر يك حد بالا را براي زاويه پيچش مي كند

مي به ازاي يك ترك اعمالي پيش مي. كند بيني توان از اينرو
هاي بدست آمده براي طراحي مقاطع مختلف بهره از جواب

.برد
نزديكي بين براي پيشرفت منطقه پلاستيك تشابه بسيار

و جواب جواب هاي اجزاي محدود به چشم هاي برنامه
مي مي از خورد، اين امر باعث شود كه توصيف مناسبي

ي پلاستيك به درون ناحيه الاستيك در هر  پيشرفت منطقه
الگوي تنش پسماند بدست آمده تشابه. لحظه داشته باشيم

از نظيري با جواب بسيار بي ي محدود دارد، اينرو هاي اجزا
توان در مواردي كه نياز به تعيين الگوي تنش پسماند مي

مي. است از آن بهره برد كه الگوي ناپيوستگي نشان دهد
در نقاط) گره هاي يكسان براي تعداد( ناپيوستگي تنش

اي كوچكتر يا مساوي ناپيوستگي بدست آمده غيرگوشه
ي محدود مي ب باشد، همين امر تأييد قوي توسط اجزا ر تري

 بدست آمدهψالگوي. جواب بدست آمده توسط برنامه است
براي پيچش كاملاً پلاستيك تنش تسليم غيرثابت با فرضي

باشد صورت گرفته كه مشابه حالت تنش تسليم ثابت مي
و در نهايت صحت جواب ارائه شده با توجه به مقادير  است

و كانتور آن درستي فرض اوليه را تأييد مي .كند خطا
 براي پيچش كاملاً پلاستيك تنشψابي به الگوي تابع دستي

و تنش پسماند را براي هر تسليم غيرثابت محاسبه ترك
همچنين با كمك تعميم فرض. سازد مقطع ممكن مي

مي غيركوپل توان پيشرفت منطقه سازي كه قبلاً ارائه شد
پلاستيك، الگوي تنش، رابطه گشتاور برحسب زاوية پيچش 

.را توصيف نمود

 گيري نتيجهـ4
 هاي هاي ارائه شده توسط برنامه با جواب مقايسه بين جواب

در( اجزاي محدود برتري تقريب ارائه شده نا پيوستگي تنش
مي) پلاستيك-مرز ناحيه الاستيك حل.كند را تأييد هاي در

پلاستيك-صورت گرفته در گذشته براي پيچش الاستيك
. اندو يا عددي دقيق بودهمقاطع همه بدنبال راه حل تحليلي

ولي در هيچيك از كارهاي ارائه شده بدنبال فرض معقولي كه
تري بازسازي نمايد معادلات ديفرانسيل را به شكل ساده

و از اين رو مسئله پيچش هيچ پيشرفت قابل نبوده اند

و در كلية ملاحظه اي بعد از دهة هشتاد ميلادي نداشته است
ه مطرح گرديده فرض تنش تسليم مسائلي كه در اين زمين

بازسازي معادلات ديفرانسيل. ثابت صورت گرفته است
پيچش به شكل غيركوپل دامنة حل معادلات را براي حالت 

و راه را براي ادامة كار تنش تسليم غيرثابت ممكن مي سازد
افزارهاي اجزاء كاري كه انجام آن با نرم(كند ممكن مي

و  حل آن نياز به ماكرو نويسي محدود بسيار مشكل است
و كاراتر نياز،در نهايت.)دارد  براي دستيابي به روش جديدتر

حد داريم معادلات ديفرانسيل حاكم بر مدل هاي فيزيكي را تا
و مدلي ساده شده براي آناليز ايجاد نمائيم .امكان ساده سازيم
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