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و هوا فضا، جلد 9659 الي95، از صفحه 1387، پاييز3، شماره4نشريه مكانيك

 همسانگردمستطيلي ضخيم هاي تحليلي ارتعاشات آزاد ورقحل

 اساس تئوري برشي مرتبه اول عرضي بر

2پورو سيد رسول آتشي1عليرضا سعيدي

و مهندسي، بخش مهندسي مكانيك شهيددانشگاه  باهنر كرمان، دانشكده فني
)26/08/1387:؛ تاريخ پذيرش19/02/1387: تاريخ دريافت(

 چكيده
م . پايه تئوري برشي مرتبه اول ارائه شده است بر3 عرضيهمسانگردهاي بندي جديدي از معادلات حركت ورق فرمولقاله،در اين

دو برخلاف دستگاه معادلات اصلي كه شامل سه معادله ديفرانسيل جزئي وابسته هستند، معادلات تغيير شكل يافته جديد شامل
كهمعادله ديفرانسيل جزئي مستقل مي هاي سپس، براي تحليل ارتعاشات آزاد ورق. تر خواهد بود حل آنها به مراتب سادهباشند

هاي گيري از بسط دوگانه فوريه، براي فركانسدر حالت اول، با بهره. اندهمسانگرد عرضي، معادلات مذكور در دو حالت حل شده
اسطبيعي ورق با شرايط مرزي تكيه در حالت دوم، ارتعاشات آزاد ورق با شرايط مرزي.تگاه ساده، پاسخ بسته دقيق ارائه شده

گاه ساده، روابطي براي توابع منظور ارضاي شرايط مرزي در دو لبه موازي غير تكيهبه. دلخواه در دو لبه موازي بررسي شده است
پا. مجهول دستگاه معادلات اصلي برحسب مجهولات دستگاه معادلات تغييرشكل يافته ارائه شده است  ضمن ارائه نتايج،ياندر

هاي همسانگرد پذير از شرايط مرزي كلاسيك، برخي از نتايج مهم حاصل از اين تحليل براي ورقعددي مربوط به شش حالت امكان
مجينتا.عرضي بيان شده است  نازك همسانگرديها در ورقيعيطبيها فركانسري كه با وجود اندك بودن اختلاف مقاددهدي نشان

ا،يرد عرض همسانگو هاي ثير افزايش ضخامت بر مقادير فركانسأتن،يهمچن. قابل توجه استميضخيها ورقي اختلاف براني اما
.طبيعي، براي يك ورق همسانگرد عرضي بيشتر از ورق همسانگرد است

 همسانگرد عرضي، ارتعاشات آزاد، ورق مستطيلي ضخيم، پاسخ تحليلي: هاي كليديواژه

Analytical Solution of Free Vibration of Thick Transversely Isotropic 
Rectangular Plates, Based on First Order Shear Deformation Theory 
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ABSTRACT 
In this paper, a reformulation for equations of motion for transversely isotropic plates has been obtained 
based on first shear deformation theory. Unlike the three coupled original equations, this new reformulation 
consists of two decoupled partial differential equations which can be solved much easier. For free vibration 
analysis of transversely isotropic plates, the mentioned equations have been solved for two cases. In the 
first case, using double Fourier series, closed-form solution has been achieved for natural frequencies of 
simply supported plates. In the second case, free vibration of a plate with arbitrary boundary conditions in 
two parallel edges has been considered. In order to satisfy the arbitray boundary conditions, some relations 
have been presented for unknown functions of the original system of equations in terms of the unknowns of 
the decoupled equations. Finally, numerical results for six possible cases of classical boundary conditions 
have been presented. Besides, some important results of the presented analysis have been presented for 
transversely isotropic plates. The results show that despite of the small differences between the natural 
frequencies of the thin isotropic and transversely isotropic plates, the differences are more significant for 
the natural frequencies of the thick plate. Also, effects of increasing thickness on the value of natural 
frequencies for transversely isotropic plates are more than the isotropic ones. 
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 مقدمه-1
كهههاي مستطيلي، از جمله سازهورق اي متداولي هستند

هاي مختلف مهندسي از جمله مهندسي سازه، در شاخه
و هوافضا، كاربرد دارند از اين رو مطالعه رفتار. دريا، مكانيك
و يافتن فركانس بارتعاشات آزاد آنها عنوانههاي طبيعي،

.ددارها، ضرورت در طراحي ديناميكي سازهعاملترين مهم
تاريخچه مطالعه ارتعاشات آزاد ورق به حدود دهه

يك]1[و تلاش چلادني 1800 براي تحليل ارتعاشات آزاد
برورق مربعي با لبه تاكنون كارهاي. گرددمي هاي آزاد

هاي مستطيلي تحليل ارتعاشات آزاد ورقموردزيادي در 
، به منتشر شده است كه بخش وسيعي از اين مطالعات

 برمبناي تئوري كلاسيك اختصاص هاي نازك ورقتحليل
شكل از آنجا. دارد -كه در تئوري كلاسيك ورق از اثر تغيير

و اينرسي دوراني صرف ميهاي برشي  بنابراينشود، نظر
و با حوزه اعتبار اين تئوري براي ورق هاي نازك بوده

.شودافزايش ضخامت ورق بر مقدار اين خطا افزوده مي
 در تحليل صورت گرفتهخش عمده مطالعاتب

رايزنر-هاي ضخيم، بر پايه تئوري ميندلينارتعاشات ورق
اين تئوري كه به تئوري برشي مرتبه اول مشهور. است

و رايزنر معرفي شد  در اين].4-2[است، توسط ميندلين
درتئوري اثر تغيير شكل نظر گرفته شده هاي برشي عرضي

و با احتساب اث ر اينرسي دوراني در معادلات است
.ديناميكي، نتايج بهبود داده شده است

و شيمپي هاي اصلاح مروري از تئوري]5[قوگال
و ضمن بررسي نتايج آنها با تئوري  شده ورق ارائه نموده

و معايب هر يك را بررسي الاستيسيته سه بعدي، مزايا
و بورتون. كردند ر]6[نور ا با نيز هشت تئوري مختلف ورق

و ضعف هر يك از و نقاط قوت يكديگر مقايسه نمودند
و. مختلف بررسي كردندعواملها را براي تئوري ليو

 بر صورت گرفته، مرور جامعي از مطالعات]7[همكاران 
. هاي ضخيم مستطيلي ارائه نمودندروي ارتعاشات آزاد ورق

و جين ات، با استفاده از روش المان محدود، ارتعاش]8[باترا
 ساخته شده از مواد هدفمند مستطيليهايورق

مطالعه بر پايه تئوري برشي مرتبه اول را ناهمسانگرد
-نيز رفتار ارتعاشات ورق]9[و آگاروال چاندراشخارا. كردند

و براساس هاي كامپوزيتي لايه اي را به روش المان محدود
از جمله مطالعات.ندتئوري برشي مرتبه اول تحليل كرد

هاي مستطيلي برروي ارتعاشات آزاد ورقت گرفتهصور

و  و ساندويچي لايهناهمسانگردهمسانگرد، اورتوتروپيك اي
و با شرايط مرزي مختلف  بر پايه به روش المان محدود

و،]10[ليو توان به كارهاي تئوري مرتبه بالاي ردي مي
و همكاران و همكاران. اشاره كرد]11[ناياك با]12[لي ،

ازهبهر هاي ارتعاشات آزاد ورق سه دسته تابع متفاوت،گيري
بر پايه تئوري برشي مرتبه لايه متقارن را چند كامپوزيتي 

و كانتوروويچ تحليل-روش تركيبي ريليبااول   ريتز
و همكاران. نمودند و چينگ،]13[پاپازوگلو و چونگ

از، به ترتيب با بهره]14[ چندو اي لاگرانژ چند جملهگيري
 ضخيمهايورق ات آزادارتعاشاي تابع تير تيموشنكو، جمله

 مطالعه ريتز- به روش ريلي ناهمسانگردمستطيلي همگن
 با روش استريپ صورت گرفتهاز جمله مطالعات. كردند

هاي كامپوزيتي چند ورقمحدود براي تحليل ارتعاشات آزاد
ايهبر پايه تئوريلايه مستطيلي با شرايط مرزي مختلف 

و وانگميبرشي و]15[توان به كارهاي داو و، اخرس
و همكاران.دكر اشاره]16[همكاران  ، ارتعاشات]17[كيان

و اجباري ورق هاي ضخيم ساخته شده از مواد هدفمند آزاد
و روش پتروفپايه تئوري برشي را بر گالركين- مرتبه بالا

و ردي.تحليل كردند -ورقگذراي ارتعاشات،]18[ خدير
گاه لايه نامتقارن با شرايط مرزي تكيهضخيم چند هاي

.ساده تحت بارگذاري دلخواه را مطالعه كردند
هاي با توجه به پيچيدگي معادلات حركت در تئوري

 همه كارهاي منتشر شده در ارتباط با تحليل برشي، تقريباً
و نيمههاي ضخيم، به روشارتعاشات ورق -هاي عددي

د و ارسنجاني حسينياگرچه. اردتحليلي اختصاص هاشمي
هاي مستطيلي ضخيم، پاسخ، براي ارتعاشات آزاد ورق]19[

، اين تحليل به ورقوجود تحليلي دقيق ارائه كردند، با  - اين
صورت بر مبناي مطالعات.شدهاي همسانگرد محدود مي

هاي ضخيم براي ورقيمطالعه تحليلي دقيق، هيچ گرفته
بر.ر همسانگرد عرضي در منابع يافت نشدكامپوزيتي با رفتا

دقيق اين اساس، در تحليل حاضر، يك مطالعه تحليلي
 همسانگردهاي مستطيلي ضخيم براي ارتعاشات آزاد ورق

. استصورت گرفتهعرضي براساس تئوري برشي مرتبه اول
كه مواد همسانگرد، حالت خاصي از مواد همسانگرد از آنجا

با استفاده از اين تحليل، بنابراينشوند، عرضي محسوب مي
 ارائه شده هاي همسانگرد نيزارتعاشات ورقنتايج عددي 

.است

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

61 ... تحليل ارائه پاسخ تحليلي

 برشي مرتبه اولتئوري-2
برخلاف تئوري كلاسيك ورق، در تئوري برشي مرتبه اول

و تغييرشكلآثار هاي برشي مربوط به اينرسي دوراني
-ليناين تئوري كه به تئوري ورق ميند. استمنظور شده 

 استرايزنر معروف است، بر اساس ميدان تغيير مكان زير
]4-3:[

),,,(),,,(
),,,(),,(),,,(
),,,(),,(),,,(

213213

21232103212

21132103211

txxwtxxxu
txxxtxxvtxxxu
txxxtxxutxxxu

=
+=
+=

ψ
ψ

)1(

جايي صفحه ميانيه مقادير جابwو0u،0v،كه در آن
و  هاي مكاني توابعي مجهول از متغير2ψو1ψورق بوده

1x2وxو متغير زمانيtبا فرض خمش خالص. باشدمي
 روابط.جايي صفحه مياني صفر خواهد بودهورق، مقادير جاب

هاي كوچك چنين شكل مكان براي تغيير تغيير-كرنش
مينوشت ]:20[شوده

.2/)( ,, ijjiij uu +=ε )2(
و سپس جايگذاري)2(در رابطه)1(گذاري رابطهجاياز

كرنش خطي هوك در حالت-شروابط حاصله در روابط تن
هاي ميدان برحسب مولفهتنشهاي ميدان مولفهدو بعدي،

براي استخراج معادلات. خواهند آمدبه دستتغيير مكان 
استفاده اصل هميلتون به شكل زيرن از تواحركت ورق مي

]:21[نمود 
0)( =−− VUTδ , )3(

 انرژيTهمچنين،. عملگر تغييرات استδ،كه در آن
با انرژVو شكل انرژي تغييرUجنبشي، رهايي پتانسيل

و شكلخارجي بوده مي زير به :]21[شوندتعريف
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,
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)4(

و هاي ميدان تنش مولفهijσ،كه در آن  تابعpبوده
،ترتيب چگالينيز بهIوρ،h. است بارگذاري عرضي
.و اينرسي دوراني بر واحد سطح ورق هستندضخامت ورق

به با استفاده از اصل هميلتون معادلات حركت ورق چنين
:]21[آيندميدست

,),,(:

,:
,:

212,221,11
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111121,11
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)5(

د طول نيروهاي برشي منتجه بر واح22Qو11Q،كه در آن
و هاي ممان ورق بر واحد مولفه12Mو11M،22Mبوده

-ميبه دستترتيب از روابط زيرهبوباشند طول مي
:]21[آيند

∫−=
2/

2/ 322112211 ),(),(
h

h
dxQQ σσ , )6(

∫−=
2/

2/ 33122211122211 .),,(),,(
h

h
dxxMMM σσσ )7(

،)5(در معادلات حركت با جايگذاري روابط بيان شده
-براي ورقبرشي مرتبه اول معادلات حاكم بر تئوري نهايتا

هاي ساخته شده از مواد با رفتار همسانگرد عرضي به
]:22[شوند صورت زير نوشته مي
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. عملگر لاپلاسين در حالت دو بعدي است∇2،كه در آن
 كه سفتي خمشي ورقDو همچنينA،C،Iضرايب

:شوندنام دارد، به صورت زير تعريف مي

,
12
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12
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hIGhD

GhChGA

ρ
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=
−
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==
)9(

ب3GوGكه در آن، و ترتيب، مدول برشي صفحهه نيز اي
 عرضي همسانگردمدول برشي راستاي ضخامت براي ورق 

نيز ضريب)8( در معادلات حاكم2Kضريب. هستند
و برابر با  مي6/5تصحيح برشي بوده شود در نظر گرفته

]2.[

 جداسازي دستگاه معادلات حاكمه-3
وابستگي معادلات آن، در به علت)8(حل دستگاه معادلات

حالت كلي مشكل است؛ از اين رو، در اين قسمت با استفاده 
تغيير متغير، وابستگي معادلات حاكمه به كلي تابع از يك 

و يك دستگاه جديد حاصل مي د كه شاملشواز بين رفته
ن تابع تغيير متغير كه اولين باراي.است مستقلتمعادلا

حل معادلات و  استاتيكي استفاده شد به براي جداسازي
:]22[صورت زير است

1,22,1 ψψϕ −= . )10( )10(
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و انجام)8(در معادلات ديناميكي)10(با جايگذاري رابطه
:رسيمعمليات جبري به دستگاه معادلات زير مي

.

,

)(

22

2
2

2

2
2

2
4

ϕϕϕ

ρρρ

&&

&&

&&&&&&&&

IAKC

p
AK
Ip

AK
Dp

w
AK
hIwhw

AK
hDIwD

=−∇

+∇−=

++∇+−∇

)11(

مي)11(با دقت در رابطه ه شود كه اولين معادلمشاهده
تغيير فرم يافته، همانند معادله حاكمه تئوري كلاسيك يك

و تابع  معادله ديفرانسيل مرتبه چهارم برحسب خيز ورق
و. باشدبارگذاري عرضي مي براي يافتن اين معادله، از اولين

به)8(دومين معادله دستگاه  2xو1xبه ترتيب نسبت
ميمشت و نتايج را با هم جمع باق گرفته كنيم، سپس

2,21,1استفاده از معادله حاصله، عبارت  ψψ  را از سومين+
مي)8(معادله دستگاه براي يافتن دومين. كنيمحذف
و دومين، پس از مشتق)11(معادله رابطه  گيري از اولين

بهبه)8(معادله دستگاه  ، نتايج1xو2xترتيب نسبت
.كنيمحاصله را از هم كم مي

حل معادلات تغيير فرم رايب حل مسائل ورق علاوه بر
يافته، لازم است كه شرايط مرزي مربوط به هر مساله ارضا

مس. گردد له برحسب توابع مجهولئاز آنجا كه شرايط مرزي
 به روابطي نياز است كه باشد،دستگاه معادلات اصلي مي

 را برحسب توابع مجهول معادلات تغيير2ψو1ψتوابع
با استفاده از تعريف. بيان كند)ϕوwيعني(فرم يافته

به)8(عمليات جبري روي روابطو)10( از رابطهϕتابع  ،
:رسيمروابط زير مي
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بـ حل معادلات تغييـر شـكل-4 تحليـل راي يافتـه
 ارتعاشات آزاد

شكل كلي توابع براي ،w،ϕ بررسي ارتعاشات آزاد ورق،

1ψ2وψ22[شود چنين در نظر گرفته مي[:

,1,)exp(),(~),,(

),exp(),(~),,(
),exp(),(~),,(
),exp(),(~),,(

212212
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=
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jtjxxtxx

tjxxtxx
tjxxtxx
tjxxwtxxw

ωψψ

ωψψ
ωϕϕ
ω

)13(
w~،ϕ~،1 آن،در كه

~ψ2و
~ψ1 توابع معمولي ازx2وx

و در)13(جايگذاري روابط. اي است فركانس زاويهωبوده
در غياب تابع بارگذاري)11(معادلات تغيير فرم يافته

:دهدچنين نتيجه مي
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، خواهيم)12(در روابط)13( از جايگذاري روابط،همچنين
:داشت
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 سادهگاه با شرايط مرزي تكيه مستطيلي ورق-4-1
هاي طبيعي يك ورق مستطيلي به ابعاد براي يافتن فركانس

ba گاه ساده، توابع با شرايط مرزي چهار لبه روي تكيه×
w~وϕ~22[شوند چنين تعريف مي[:

,coscos~

,sinsin~

1 1
21

1 1
21

∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

Φ=

=

m n
nmmn

m n
nmmn

xx

xxWw

βαϕ

βα
)16(

،كه در آن
bnam nm πβπα == ; )17(

به)16( مثلثاتي رابطه دوگانهبسط شرايط مرزي مربوط
axهاي گاه ساده را در لبهتكيه ,01 bxو= ,02  ارضا=
،)14(در معادلات)16(از جايگذاري روابط. كندمي
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63 ... تحليل ارائه پاسخ تحليلي

ز هاي طبيعي يك ورق مستطيلي ير براي فركانسمعادلات
:آيدميبه دستبا شرايط مرزي تكيه گاه ساده در چهار لبه 
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:استروابط زير صورت پاسخ معادلات بالا به
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ترتيب بهGوmnω،h،η فوق پارامترهاي در روابط
بيفركانس طبيعي بي بعد، نسبت اضلاع ورق بعد، ضخامت
و همسانگردبعد براي ورقو مدول برشي بي  عرضي بوده

ميهب :شوندصورت زير تعريف

.;/

;/;

3

2

b
aGGG

ahh
Gh

a
m

==

==

η

ωρω
)19(

ميهب حسادگي -د اولين دسته از فركانستوان نشان داد كه
)1(هاي طبيعي، يعني

mnωهنگامي كه ضخامت ورق به ،
هاي طبيعي ورق كند با رابطه فركانسسمت صفر ميل مي
به عبارت. يكسان خواهد بود]21[در تئوري كلاسيك

:ديگر
[ ].

)1(6
)(lim

222

0

)1(

ν
ηπωω

−
+==

→

nmcl
mn

h
mn

 )20(

به اول سه شود كه بر طبق تئوري برشي مرتمشاهده مي
ميرابطه براي فركانس شود، اما بر هاي طبيعي ورق حاصل

هاي طبق تئوري كلاسيك تنها يك دسته از فركانس
و مقدارميبه دستطبيعي  آيد، كه البته داراي خطا بوده
مياين خطا .يابد با نازك شدن ورق، كاهش

شر-4-2  ايط مرزي دلخواه در دو لبه موازي ورق با
 مثلاً( يك ورق مستطيلي در دو لبه موازي فرض كنيد كه

و در دو لبه ديگر داراي تكيه)1xدر جهت گاه ساده بوده
،~wدر اين حالت، روابط. داراي شرايط مرزي دلخواه باشد

ϕ~،1
~ψ2و

~ψ22[شود به شكل زير در نظر گرفته مي[:

,sin)(~
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,cos)(~

,sin)(~
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مي)17( با رابطهmα،كه در آن مشخص است. شودتعريف
هاي گاه ساده را در لبهشرايط مرزي تكيه)21(كه روابط 

ax ,01 ر. كنند ارضا مي= و~w وابطجايگذاري ،ϕ~از 
و دومين معادله از معادلات)21(روابط به ترتيب در اولين

مي)14( :انجامدبه معادلات ديفرانسيل معمولي زير
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مي)22(هر يك از دو معادله ديفرانسيل رابطه توان را

حل  :استسخ اولين معادله چنينپا.دكرمستقل از يكديگر
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،كه در آن
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و هوا فضا، جلد 64 1387 پاييز،3، شماره4 نشريه مكانيك
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:شوند نيز با روابط زير بيان مي2κو1κضرايب
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ت رابطه صورهب)22(پاسخ دومين معادله ديفرانسيل رابطه
:زير است
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،كه در آن
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 شامل شش ثابت مجهول مجموعاً)26(و)23(روابط
با شرايط هستند كه از ارضاي شرايط مرزي در دو لبه

bxهاي لبه(مرزي دلخواه ,02 . آيندميبه دست)=
شبراي  نياز2ψو1ψرايط مرزي به توابع ارضاي اين
)15(در روابط)21(، با جايگذاري روابطرواز اين. است

:خواهيم داشت
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،كه در آن
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و بررسي نتايج عددي-5  بحث
د گاه لخواه در دو لبه موازي غير تكيهبا ارضاي شرايط مرزي

و اعمال شرط وابستگي دستگاه معادلات حاصله،  ساده
شكلمقادير فركانس و مهاي طبيعي ورق بهوهاي د مربوط

براي سهولت، شرايط مرزي ورق. آيدميبه دستهر يك

نمايش داده شده است كه نمايانگر (SXSY) صورتهب
ش(S)گاه ساده شرط مرزي تكيه گاه، تكيهXرط دلخواه،

بYو شرط دلخواه(S)ساده  01هاي ترتيب در لبهه، =x،
02 =x،ax bxو1= شرايط مرزي مورد. باشد مي2=

و (C)، لبه گيردار (S)گاه ساده بررسي در اين مقاله، تكيه
اين شرايط مرزي با روابط زير بيان. باشد مي(F)لبه آزاد

:شوندمي
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QMMF
WC

MWS

mm
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)30(

حل رايب ،1، در جدول صورت گرفته بررسي صحت
و نتايج عددي حاصل از تحليل عددياي بينمقايسه  ليو
و تحليل پاسخ]23[همكاران و، بسته حسيني هاشمي

هاي عاشات ورقبراي ارتو تحليل حاضر]19[ارسنجاني 
با، همسانگردمستطيلي با نسبت ضلع به ضخامت ورق برابر

 نيز چند فركانس2در جدول. استصورت گرفته 10
 مقاديربا يك ورق مربعي همسانگردبراي طبيعي اول

و هان با]25[ليو]24[مشابه حاصل از مطالعات لي
 همخواني.ه شده استمقايساستفاده از روش المان محدود

ول، صحت تحليلاخوب مقادير عددي ارائه شده در اين جد
تصورت گرفته ميأ را .كندييد
بيمقادير فركانس3در جدول بعد مربوط هاي طبيعي

به عرضي با نسبت مدول برشي صفحههمسانگردبه ورق  اي
i)(. ارائه شده استG=5/2مدول برشي عرضي 

mω،
iآمده ناشي از شرط وابستگي به دستامين ريشه معادله 

بهmماتريس ضرايب است كه بازاي مقدار مشخصي از
به بهiوmاعداد طبيعي. آمده استدست ترتيب، مربوط

م ورووضعيت شكل .باشد مي2xو1xق در راستاي دهاي
هاي همسانگرد عرضي به منظور بررسي رفتار ارتعاشي ورق

 نمودار1هاي همسانگرد، در شكلو مقايسه با نتايج ورق
بعد برحسب نسبت ضلع به تغييرات فركانس طبيعي بي

م ختلف ترسيم ضخامت براي ورق مربعي با شرايط مرزي
مي. شده است شود كه براي ورق هاي نازك، مشاهده

و همسانگردهاي طبيعي مربوط به ورق مقادير فركانس
اين موضوع بدين. عرضي به هم نزديك هستندهمسانگرد

 تغييرات خواص راستاي تأثيردليل است كه در اين حالت 
همچنين،. استاي ناچيز به خواص صفحهضخامت نسبت

كهميديده - افزايش ضخامت بر مقادير فركانستأثيرشود
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65 ... تحليل ارائه پاسخ تحليلي

 عرضي بيشتر از ورق همسانگردهاي طبيعي، براي يك ورق
ب. استهمسانگرد  بيشتر خواص تأثيردليله اين مساله

. استهاي ضخيم مكانيكي راستاي ضخامت ورق، براي ورق
هاي ورقرو، مقدار خطاي ناشي از تحليل ديناميكي از اين

به غيرهمسانگرد مراتب بيشتر از بر پايه تئوري كلاسيك
هاي در كل مقادير فركانس. استهاي همسانگردورق

 عرضي با همسانگرد، نسبت به ورق همسانگردطبيعي ورق 
 اندكي بيشتر است زيرا ورقG=5/2نسبت مدول برشي

 عرضي انتخاب شده نسبت به ورق مشابه همسانگرد
درهمسانگرد . راستاي ضخامت، سفتي برشي كمتري دارد،

مي2با مقايسه مقادير عددي جدول شود كه اين ديده
مياختلاف براي فركانس .شودهاي طبيعي بالاتر بيشتر

هاي عددي نكته مهم ديگري كه از مقايسه مقادير فركانس
آيد، اين است كه افزايش ضخامتميبه دست2جدول 
جا شدنهتواند موجب جابميهاي همسانگرد عرضيورق
اين وضعيت در مورد. دهاي ارتعاشي مشخصي گرددوم

 هايي كه داراي حداقل يك لبه گيردار هستند كاملاًورق
 اين مساله برپايه تئوري كلاسيك ديده. مشهود است

جاييه پديده جاب لازم به ذكر است كه قبلاً.شودنمي
گزارش شده هاي همسانگرد مودهاي ارتعاشي، براي ورق

شود كه كمترين فركانسمي ديده1در شكل].19[است

و بيشترين  طبيعي مربوط به شرط مرزي لبه آزاد بوده
ميمقادير فركانس . باشدهاي طبيعي مربوط به لبه گيردار

توان شرايط مرزي را از كمترين مقادير بر اين اساس، مي
ب ، SFSFصورتهفركانس طبيعي تا بيشترين مقادير

SSSF ،SCSF ،SSSS ،SSSC وSCSCمرتب نمود .
م2در شكل ارو، شش شكل تعاشات يك ورقد اول

،η=5/0 عرضي با نسبت اضلاع مستطيلي همسانگرد
و نسبت مدول برشيh=1/0نسبت ضخامت به ضلع

5/2=Gتر با شراي . سيم شده استط مرزي مختلف
كهمشاهده مي مشود بهو تغييرات چند شكل د اول مربوط

وراستاي ضلع بزرگتر ورق ازاي شرايط مرزيهببوده
م شكل بهومختلف، سه بد اول ،)1و1(صورتهترتيب،

مي. باشدمي)1و3(و)1و2( هايي شود كه براي ورقديده
ب و يا صورت دو لبه آزاهكه شرايط مرزي اضلاع كوچكتر د
و يك لبه روي تكيه مه ساده استگايك لبه آزاد شكل دو،

ب  اما براي ساير شرايط مرزي.باشدمي)1و4(صورتهچهارم
و يا هاي كوتاهكه در آنها حداقل يكي از لبه تر گيردار بوده

 اند، تغييرگاه ساده قرار گرفتهتر روي تكيههر دو لبه كوتاه
مترهشكل ورق در راستاي ضلع كوتا بو، شكل هد چهارم

.باشدمي)2و1(صورت

بيمقايسه فركانس):1(جدول Dhaبعد هاي طبيعي ρω . يك ورق مربعي همسانگرد2

Mode Sequences B.Cs. Method 1st 2nd 3rd 4th 5th 6th 

SFSF 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

9.4403 
9.4406 
9.4406 

15.3897 
15.3892 
15.3893 

33.8597 
33.8599 
33.8599 

36.3576 
36.3569 
36.3570 

42.7926 
42.7926 
42.7927 

62.1499 
62.1466 
62.1467 

SSSF 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

11.3727 
11.3731 
11.3731 

26.1545 
26.1544 
26.1545 

38.2862 
38.2860 
38.2861 

53.2465 
53.2462 
53.2462 

55.6231 
55.6233 
55.6234 

78.3686 
78.3663 
78.3664 

SCSF 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

12.2492 
12.2492 
12.2492 

30.4083 
30.4086 
30.4086 

38.6346 
38.6342 
38.6343 

55.8018 
55.8017 
55.8017 

62.7263 
62.7259 
62.7260 

78.5285 
78.5265 
78.5265 

SSSS 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

19.0651 
19.0649 
19.0650 

45.4831 
45.4826 
45.4827 

45.4831 
45.4826 
45.4827 

69.7939 
69.7943 
69.7944 

85.0385 
85.0380 
85.0380 

85.0385 
85.0380 
85.0380 

SSSC 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

22.3882 
22.3886 
22.3886 

47.1037 
47.1039 
47.1039 

52.1500 
52.1496 
52.1496 

74.1049 
74.1051 
74.1051 

85.8764 
85.8759 
85.8759 

93.2273 
93.2267 
93.2268 

SCSC 
Ref. [23] 
Ref. [19] 
Present 

26.6687 
26.6683 
26.6683 

49.1131 
49.1129 
49.1129 

59.2097 
59.2101 
59.2102 

78.8127 
78.8129 
78.8130 

86.8436 
86.8440 
86.8440 

101.3720 
101.3717 
101.3717 
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بي مقايسه فركانس):2(جدول Gaبعد هاي طبيعي ρωيك ورق مربعي با نتايج عددي المان محدود .

بيانس فرك):3(جدول ),(بعد هاي طبيعي imωورق مستطيلي همسانگرد عرضي با شرايط مرزي مختلف .
Mode Sequences B.Cs. η h 1st 2nd 3rd 4th 5th 

1/100 9.6242 (1,1) 24.0321 (1,2) 24.0321 (2,1) 38.4063 (2,2) 47.9704 (1,3) 
1/50 9.6016 (1,1) 23.8923 (1,2) 23.8923 (2,1) 38.0518 (2,2) 47.4200 (1,3) 
1/10 8.9605 (1,1) 20.4745 (1,2) 20.4745 (2,1) 30.3949 (2,2) 36.3613 (1,3) 1

1/5 7.5987 (1,1) 15.2875 (1,2) 15.2875 (2,1) 21.0766 (2,2) 24.3496 (1,3) 
1/100 24.0321 (1,1) 38.4063 (2,1) 62.2887 (3,1) 81.3281 (1,2) 95.5692 (2,2) 
1/50 23.8923 (1,1) 38.0518 (2,1) 61.3674 (3,1) 79.7724 (1,2) 93.4360 (2,2) 
1/10 20.4745 (1,1) 30.3949 (2,1) 44.5629 (3,1) 54.4077 (1,2) 61.1499 (2,2) 

SSSS 

2

1/5 15.2875 (1,1) 21.0766 (2,1) 28.6821 (3,1) 33.7094 (1,2) 37.0786 (2,2) 
1/100 14.0959 (1,1) 26.6342 (2,1) 33.6784 (1,2) 45.9057 (2,2) 49.6508 (3,1) 
1/50 14.0057 (1,1) 26.4078 (2,1) 33.2431 (1,2) 45.1962 (2,2) 48.9986 (3,1) 
1/10 11.9004 (1,1) 21.6312 (2,1) 24.8680 (1,2) 32.8950 (2,2) 36.8304 (3,1) 1

1/5 8.9058 (1,1) 15.6193 (2,1) 16.4832 (1,2) 21.6149 (2,2) 24.4475 (3,1) 
1/100 46.1278 (1,1) 56.0229 (2,1) 75.5582 (3,1) 105.6311 (4,1) 121.9859 (1,2) 
1/50 45.1132 (1,1) 54.6661 (2,1) 73.5249 (3,1) 102.3142 (4,1) 116.4913 (1,2) 
1/10 29.4497 (1,1) 35.6232 (2,1) 47.2024 (3,1) 60.5962 (1,2) 62.4772 (4,1) 

SCSC 

2

1/5 17.8962 (1,1) 22.2194 (2,1) 29.1430 (3,1) 34.2939 (1,2) 37.2799 (4,1) 
1/100 4.6957 (1,1) 7.8424 (1,2) 17.8266 (1,3) 18.9633 (2,1) 22.7176 (2,2) 
1/50 4.6883 (1,1) 7.8033 (1,2) 17.6927 (1,3) 18.8662 (2,1) 22.5506 (2,2) 
1/10 4.5136 (1,1) 7.2437 (1,2) 15.6047 (1,3) 16.5882 (2,1) 19.3248 (2,2) 1

1/5 4.1014 (1,1) 6.2534 (1,2) 12.4265 (1,3) 12.8509 (2,1) 14.6133 (2,2) 
1/100 4.6375 (1,1) 13.3009 (1,2) 18.7531 (2,1) 31.2133 (2,2) 42.4004 (3,1) 
1/50 4.6301 (1,1) 13.1524 (1,2) 18.6524 (2,1) 30.8053 (2,2) 41.9311 (3,1) 
1/10 4.4613 (1,1) 11.4693 (1,2) 16.4056 (2,1) 25.0138 (2,2) 32.8424 (3,1) 

SFSF 

2

1/5 4.0655 (1,1) 9.0646 (1,2) 12.7510 (2,1) 18.0872 (2,2) 22.4985 (3,1) 
1/100 11.5226 (1,1) 25.1555 (2,1) 28.5283 (1,2) 41.8561 (2,2) 48.7229 (3,1) 
1/50 11.4764 (1,1) 24.9822 (2,1) 28.2696 (1,2) 41.3532 (2,2) 48.1300 (3,1) 
1/10 10.2873 (1,1) 21.0073 (2,1) 22.6814 (1,2) 31.6223 (2,2) 36.5846 (3,1) 1

1/5 8.2238 (1,1) 15.4478 (2,1) 15.9113 (1,2) 21.3473 (2,2) 24.3977 (3,1) 
1/100 33.6784 (1,1) 45.9057 (2,1) 67.9415 (3,1) 99.9288 (4,1) 100.5593 (1,2) 
1/50 33.2431 (1,1) 45.1962 (2,1) 66.6053 (3,1) 97.3309 (4,1) 97.4115 (1,2) 
1/10 24.8680 (1,1) 32.8950 (2,1) 45.8257 (3,1) 57.7288 (1,2) 61.7912 (4,1) 

SSSC 

2

1/5 16.4832 (1,1) 21.6149 (2,1) 28.9051 (3,1) 34.0673 (1,2) 37.1775 (4,1) 
1/100 6.1783 (1,1) 16.0695 (1,2) 20.2959 (2,1) 30.6016 (2,2) 35.1510 (1,3) 
1/50 6.1583 (1,1) 15.9529 (1,2) 20.1759 (2,1) 30.2892 (2,2) 34.7421 (1,3) 
1/10 5.7832 (1,1) 13.7671 (1,2) 17.5335 (2,1) 24.5222 (2,2) 27.0976 (1,3) 1

1/5 5.0550 (1,1) 10.5660 (1,2) 13.4251 (2,1) 17.5169 (2,2) 18.6805 (1,3) 
1/100 11.0779 (1,1) 24.6333 (2,1) 47.8978 (3,1) 48.3045 (1,2) 63.8116 (2,2) 
1/50 10.9947 (1,1) 24.3904 (2,1) 47.2211 (3,1) 47.4279 (1,2) 62.3200 (2,2) 
1/10 9.6704 (1,1) 20.2199 (2,1) 33.4449 (1,2) 35.7478 (3,1) 42.2642 (2,2) 

SCSF 

2

1/5 7.7488 (1,1) 14.9475 (2,1) 21.4487 (1,2) 24.0159 (3,1) 26.8366 (2,2) 
1/100 5.6930 (1,1) 13.4996 (1,2) 20.0540 (2,1) 28.7076 (2,2) 30.0672 (1,3) 
1/50 5.6794 (1,1) 13.4293 (1,2) 19.9425 (2,1) 28.4679 (2,2) 29.8184 (1,3) 
1/10 5.4108 (1,1) 12.1446 (1,2) 17.4143 (2,1) 23.7139 (2,2) 24.8592 (1,3) 1

1/5 4.8312 (1,1) 9.9220 (1,2) 13.3840 (2,1) 17.2955 (2,2) 18.1212 (1,3) 
1/100 7.8424 (1,1) 22.7176 (2,1) 36.5380 (1,2) 46.6100 (3,1) 53.7174 (2,2) 
1/50 7.8033 (1,1) 22.5506 (2,1) 36.1634 (1,2) 46.0245 (3,1) 52.8634 (2,2) 
1/10 7.2437 (1,1) 19.3248 (2,1) 29.4499 (1,2) 35.3838 (3,1) 39.6880 (2,2) 

SSSF 

2

1/5 6.2535 (1,1) 14.6133 (2,1) 21.0002 (1,2) 23.9227 (3,1) 26.5313 (2,2) 

Present 
Ref. [25]-b 

4-node 
(lumped 

mass) 

Ref. [25]-a 
4-node 

(consistent 
mass) 

Ref. [24]
9-node 
(lumped 

mass) 

Ref. [24]
9-node 

(consistent 
mass) 

Ref. [24]
4-node 

(consistent 
mass) 

(m,i) 

0.93028 0.9289 0.9327 0.9303 0.9303 0.9487 (1,1) 
2.21933 2.2165 2.2394 2.2195 2.2198 2.2878 (2,1) 
3.40562 3.3820 3.4381 3.4054 3.4064 3.4896 (2,2) 
4.149434.15024.23644.15104.15424.3352(3,1)
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 گيرينتيجه-6
هاي مستطيلي از موضوعاتي است بررسي ارتعاشات آزاد ورق

در. كه از ديرباز مورد توجه محققان زيادي قرار گرفته است
هاي زيادي براي تحليل ارتعاشات آزاد ساليان گذشته تلاش

. هاي برشي صورت گرفته استي ضخيم برپايه تئوريهاورق
هاي عددي با استفاده از روشصورت گرفتههاي اكثر تحليل
در. استصورت گرفتهو تقريبي  كارهاي تحليلي معدودي

هاي ورقاين زمينه وجود دارد كه همگي به بررسي 
هاي در تحليل حاضر، براي ورق. شوندهمسانگرد محدود مي

بر پايه تئوري برشي عرضي، رفتار همسانگردكامپوزيتي با
ترين برخي از مهم. مرتبه اول، پاسخ تحليلي دقيق ارائه شد

ب ميه نتايج حاصل از اين تحليل :باشدصورت زير
اي طبيعي،ه افزايش ضخامت بر مقادير فركانستأثير�

 عرضي بيشتر از ورق براي يك ورق همسانگرد
،ايزوتروپيك است

هاي طبيعي مربوط نازك، مقادير فركانسهاي براي ورق�
 عرضي به هم نزديك همسانگردو همسانگردبه ورق 
،هستند

هاي غير مقدار خطاي ناشي از تحليل ديناميكي ورق�
به همسانگرد از بر پايه تئوري كلاسيك مراتب بيشتر

، استهمسانگردهاي ورق
 عرضي همسانگردهاي طبيعي يك ورق مقادير فركانس�

 برشي راستاي ضخامت كمتر از مدول برشي كه مدول
بصفحه بههاي باشد، علت سفتي برشي كمتر نسبت

، اندكي كمتر استهمسانگردورق مشابه 
مي� جا شدنهتواند موجب جابافزايش ضخامت ورق

اين وضعيت در مورد. دهاي ارتعاشي مشخصي گرددوم
هايي كه داراي حداقل يك لبه گيردار هستند ورق

ميبيشتر دي وشودده
 همسانگردهاي طبيعي ورق اختلاف مقادير فركانس�

- براي فركانسهمسانگردعرضي نسبت به ورق مشابه
.شودهاي طبيعي بالاتر بيشتر مي

Log (a / h)

ω

1 1.5 2

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

Isotropic
Transversely Isotropic

SCSC

SCSF

SSSC

SSSS

SSSF

SFSF

 
بي):1(شكل .بعد برحسب نسبت ضلع به ضخامت براي ورق مربعي با شرايط مرزي مختلف نمودار تغييرات فركانس طبيعي
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(1,1)         (1,2)         (1,3)         (2,1)         (2,2)         (1,4) 
 

)الف(
SSSS: 

(1,1)         (1,2)         (1,3)         (2,1)         (2,2)         (1,4) 
 

)ب(
SCSC: 

(1,1)      (1,2)   (1,3)     (1,4)     (2,1)  (2,2) 
 

)ج(
SFSF: 

(1,1)       (1,2)   (1,3)       (2,1)     (2,2)        (1,4) 
 

)د(
SSSC: 

(1,1)    (1,2)    (1,3)      (2,1)  (1,4)      (2,2) 
 

)ه(
SCSF: 

(1,1)        (1,2)         (1,3)         (1,4)         (2,1)         (2,2) 

)و(
SSSF: 

م):2(ل شك .مختلف ارتعاشات يك ورق مستطيلي ايزوتروپيك عرضي با شرايط مرزي هايدوشكل
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