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 چكيده

 انطباقي بـر مبنـاي الگـوريتمي توانمنـد بـه منظـور- محدود نموي بندي محاسباتي المان توسعه يك فرمول هدف مقاله حاضر
سـازي از مدل تعميم يافته ماكـسول بـراي مـدل. باشدهاي ويسكوالاستيك مي استاتيك تماسي در سازه محاسبه فشارهاي شبه

) پاسخ حجمي(ك بهره گرفته شده كه در قالب دو تابع وارهيدگي كلي در اتساع توابع وارهيدگي معادلات متشكله ويسكوالاستي
مي) پاسخ انحرافي(و برش هـاي توابـع نمـايي بندي، توابع وارهيدگي به وسيله حاصل جمع سريدر اين فرمول. شودنشان داده

هاي محدود با يك فرآيند نموسازي المان بندي مؤثر بر اساس اعمال اصل كار مجازي، يك فرمول. شوندكاهشي با زمان بيان مي
 بر اساس شـرايط،به منظور تحليل مسائل تماسي ويسكوالاستيك نيز. در معادلات وارهيدگي ويسكوالاستيك بدست آمده است

و هندسي اجزاي در حال تماس جي مناسـب نتـا يـي همگرا. از رهيافت لاگرانژ الحاقي انطباقي استفاده گرديده است،سينماتيكي
ميها مدل الماني بالاي كاربرديهاتي نشانگر قابليلي حل تحلجي با نتاي عدديها اصل از مثالح .باشدي محدود ارائه شده

 رهيافت لاگرانژ الحاقي انطباقي،-سائل تماسي، حل نمويم، معادلات وارهيدگي ويسكوالاستيك:هاي كليدي واژه

A Finite Element Formulation of Contact Problems for Viscoelastic 
Structures, Based on the Generalized Maxwell Relaxation Model 
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ABSTRACT 
The objective of this study is to develop a general finite element formulation associated with an incremental 
adaptive procedure established for the calculation of contact pressure distributions in viscoelastic structures. A 
generalized Maxwell model has been used to model the viscoelastic constitutive equations in which bulk and 
shear relaxation functions are represented by sum of a series of decaying exponential functions of time. Based on 
the principle of virtual work, an effective finite element formulation, associated with an incremental relaxation 
procedure, has been developed. The viscoelastic contact behavior has been studied through an improved 
augmented Lagrangian approach, based on kinematical conditions of contact bodies. The proper convergence 
caused by the numerical examples with those obtained from analytical results shows the applicability of 
presented finite element formulation.  
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و هوا فضا 12 و رفتار(مجله مكانيك 1388، تابستان2، شماره5، جلد)مكانيكي موادسازه

 مقدمه-1
تـرين مهممسائل مقدار مرزي در برگيرنده تمـاس يكـي از

و   مـسائل در صنايع وابسته به مهندسـي مكانيـك، سـازه
و همچنــين در كاربردهــاي علــوم فــضايي، علــوم پزشــكي

هـاي اين نوع مسائل در برهمكنش. باشندمحيط زيست مي 
بـه دليـل نامـشخص بـودن هـاي فيزيكـي سامانهمكانيكي 

بـه عنـوان مـسائل مقـدار مـرزي غيرخطـييناحيه تماس 
.هاي حل خاصي نياز دارنـدو به الگوريتم شوندشناخته مي 

هـا بـسته بـه كـاربرد سيـستم فيزيكـي در اين برهمكنش
، پاسخ گذراي نواحي مشترك، ممكن است رفتار اصطكاكي 

هـاي يا لايههاروانسازبا ترمومكانيكي، برهمكنش ينگكوپل
ه  و تزويج آسـيب سايـشي نيـز ميانجي سيال با پيكره دف
مـسائل مـرتبط بـا مكانيـك اغلب. مورد تحليل قرار گيرند 

در پيچيـده تمـاسو بـه دليـل طبيعـت غيرخطـي تماس 
 تقريبي فرضيات خاصي بطور با مرسوم فرآيندهاي طراحي 

م تـوان هاي تماس را مـي مـكانيسم امروزه اما. شدنديحل
بـ م ـپيوترهـايي كامژبا گسترش تكنولـو  ب درن كـارگيريا

م .سازي نمودحاسباتي شبيهابزاري به نام مكانيك
هـا،و بادامكهاياتاقانها، چرخ دنده مسائل كلاسيك

اتـصال اعـضاي شـكل دهـي مـواد، تماس تـاير بـا جـاده، 
و ساختاري سازه  يـا پديـده ضـربه هـرهم ها به وسيله پـيچ

ــل ــااتومبي ــاربرد ســطوح از ه ــلك ــاي تماســي تحلي رده
در برخـي.دباشـنميمكانيك طراحي مهندسي هايفرآيند
نياز به تأمل بيشتري در معادلات متـشكله هم موارد از اين 

و گاهي نيـز تغييرشـكل  هـاي كرانـدار وجـود غيرالاستيك
هاي رفتار ويسكوالاستيك سازه از سوي ديگر به دليل. دارد

ـ پاسخـ مهندسي  و وارهيدگي تنشي لزوم تحليـل خزشي
م ــاي ــرهمكنش ه و ضــربه در ب ــانيكي ناشــي از تمــاس ك

ميايمنييهاسازهطراحي  .دگردبسيار احساس

در واقع هر پديده در طبيعت به كمك قوانين فيزيك
و يـا انتگرالـي قابـل  بر حسب معادلات جبري، ديفرانسيلي

هــاي فيزيكــي توســط پديــده مطالعــه. باشــدتوصــيف مــي
و سـا مـدل محققان علوم مهندسي در دو راستاي اصلي  زي

و تحليل عددي مدل رياضي معطـوفهابندي پديده فرمول
ا.دباشمي كثـر مـسائل اگرچه اسـتخراج معـادلات حاكمـه

هـاي هـا بـا روش ولـي حـل آن باشـد مهندسي دشوار نمي 
و در مـواردي  غيـرممكن هـم تحليلي دقيق بسيار دشـوار

بـه تـوان هاي متفاوتي را مي شاخههاي اخير در سال. است
گـسترده مـسائل تماسـي در مكانيـك كاربردي دليل تنوع 

هـا محاسباتي از يكـديگر متمـايز نمـود كـه مهمتـرين آن 
هـاي هاي المـان هاي تفاضل محدود، روشروش: عبارتند از 

هاي گسسته، هاي المانروشهاي بدون المان، روشمرزي، 
و روش روش سيستم   هاي محدود اي المانههاي چندپيكره

نيـز بندي اصـلي دو نوع فرمول منابع در طور كليب].1-2[
: اسـت قـرار گرفتـه مورد استفاده براي حل مسائل تماسي 

و تـساوي تغييراتـي بنديفرمول از. هاي نامساوي تغييراتي
هاي تغييراتي كه بيانگر اصل كار مجازي به شـكل نامساوي

. شودبندي نوع اول استفاده مي در فرمول باشد نامساوي مي 
ح ل مسائل تماسي در كاربردهاي عملـي از ولي اغلب براي

در. شـود هاي تـساوي تغييراتـي اسـتفاده مـي بنديفرمول
هاي تغييراتي منتجـه از از برابري هم بندي نوع دوم فرمول

].3[شود اصل كار مجازي استفاده مي
مسائل تماسي بدون اصطكاك]4[2و كيكوچي1ادن

وولهاي تغييراتي فرم را با استفاده از نامساوي  بندي كردند
و يكتايي حل خود نيز با ارائه مثال  هـاي در خصوص وجود

نيــز بــراي]5[4و لارســن3ســيمو. عــددي بحــث نمودنــد
نخستين مرتبه از رهيافـت لاگرانـژ الحـاقي بـراي تحليـل 

سـازي خودكـار ضـريب مسائل تماسي بـا قابليـت بهنگـام 
و ارضــاي قيــود از طريــق مقــادير محــدود پنــالتي  پنـالتي

هاي وارهيدگي ولتـراحل مستقيم انتگرال.ستفاده نمودندا
از طريق كاربرد انتگرال گيري گام به گام تفاضـل محـدود 

ــي ــرز5توســـط لـ ــاي در تحليـــل تـــنش]6[6و راجـ هـ
هم يـك]7[و همكارانش7تيلور. ويسكوالاستيك ارائه شد 

فرم بازگشتي را بـراي معـادلات متـشكله ويـسكوالاستيك 
ك  هـا را قـادر بـه حـل مـسائل ردند كه آن كلوين استخراج

بعـدي نـويني مدل ويسكوالاستيك سـه. ساختزيادي مي 
 به وسـيلههانوع پيكره ايندربراي تحليل مكانيك آسيب 

1-Oden 
2-Kikuchi 
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13 ... هاي محدودبندي المانفرمول

و انتگرال گيري نقطه مياني توسط روش المان هاي محدود
شد]8[1سيمو در يـك هـم]9[و همكارانش2زوچر. ارائه

بمدل المان  عـدي شـبه اسـتاتيكي از يـك هاي محدود سه
معــادلات اعمـال بــه بنــدي نمـوي مــستقيم بــراي فرمـول 
استفاده يك محيط ويسكوالاستيك ارتوتروپيكيمتشكله
ــد ســازي گســستهاز]10[شو همكــاران3ايدســمن. كردن
هـاي كـه از روش بنـدي تغييراتـيو يـك فرمـول نامتقارن

و غيرپيوسـته گـالركين اسـتخراج مـي   شـد بـراي پيوسته
ها با مـدل سازهويسكوالاستيك وارهيدگي سازي رفتار مدل

ي پيوسـتهيو فـضاييافتـه در دامنـه زمـان ماكسول تعميم 
.دندنمواستفاده

بـر اسـاس هاي محدود دو بعدي نيـز يك مدل المان
بـا]11[و همكـارانش4چنتوسط اعمال اصل كار مجازي 

مـدلياستفاده از يك فرآيند نموي در معادلات متـشكله 
ــه  ــيم يافت ــسول تعم ــي ماك ــسائل تماس ــل م ــراي تحلي ب

بنـدي فرمـول يـك بر اسـاس. ويسكوالاستيك ارائه گرديد 
و  و5 پــسرونده اويلــر، فرنانــدزاســتفاده از اصــلتغييراتــي

بــدون تمــاس شــبه اســتاتيكييمــسئله]12[6ســوفوني
 يـك بـستر بـا ويسكوالاستيكياصطكاك بين يك پيكره 
و فـابر. رار دادنـدد توجه ق ـتغييرشكل پذير را مور آماسـاد

 مــسئله تماســي تــك ســويه بــين يــك پيكــره نيــز]13[
ويسكوالاستيك با يك بـستر صـلب را بـا در نظـر گـرفتن

و همكارانش. تحليل كردندبقانون اصطكاك كولم  محمود
هـاي محـدود نمـوي را بـراي بندي المان يك فرمول]14[

يط شـبه در شـرا ويـسكوالاستيكيتحليل مـسائل تماس ـ
در آن بـه منظـور ارائه نمودنـد كـه اصطكاكيو استاتيكي

از مــدل ســازي معــادلات متــشكله ويــسكوالاستيك مــدل
همبويچرت  وي رفتار وارهيـدگي تنـش راي در نظر گرفتن

و براي اجراي قيود تماسـي نيـزيخزشهم  استفاده كردند
ــوم از روش ــريب لاگرمرس ــد ض ــره گرفتن ــژ به ــد. ان فرآين

هــاي انتگــرال از گيــري انتگــرالبــرايفــاوتيمت نموسـازي 
و برشـي بـه كمـك  استيلجس معادلات وارهيدگي اتساعي

 
1-Simo  
2-Zocher  
3-Idesman 
4-Chen 
5-Fernandez   
6-Sofonea  

و دلتا  كـه،گرديد ارئه]15-16[ توسط اشرفي توابع واحد
حل قيود تماسي  يـك از نيـز ويـسكوالاستيك در آن براي
شديافته رهيافت لاگرانژ الحاقي بهبود . استفاده

هاي تغييرشـكل پـذير بـه در پيكرهتماسطور كلي،ب
دليل تغييـر پيوسـته شـرايط مـرزي در نـواحي مـشترك 

از. باشـد تماسي با اعمال نيرو يـك مـسئله غيرخطـي مـي 
ــنش ــر، تـ ــوي ديگـ ــازه سـ ــي در سـ ــاي تماسـ ــاي هـ هـ

و هـم  ويسكوالاستيك، هم تحت تـأثير خـواص الاسـتيك
رو. باشندخواص ويسكوز مي  تماسـي پيكربندي هم از اين

ت   به زمان خواهند بـود هاي تماسي وابستهنشو هم توزيع
. گـرديم روبرو مي غيرخطي وابسته به زمان با يك مسئلهو

 كلـي بـر اسـاس بنديفرموليكي به توسعه در اين مقاله
ــا در نظــر گــرفتن روش المــان درهــاي محــدود ب  تمــاس

 بـه منظـور. شـود هاي ويـسكوالاستيك پرداختـه مـي سازه
ــدل ــادم ــازي مع ــسول س ــدل ماك ــك م ــشكله از ي  لات مت
 شــود كــه بــر مبنــاي آن يــكيافتــه اســتفاده مــيتعمــيم
فرآينـد نموسـازي در معـادلات يـك بندي جديد با فرمول

يافته كه مدل ماكسول تعميم. گرددوارهيدگي استخراج مي 
رفتار متـشكله ويـسكوالاستيك بيان ترين مدل براي جامع

را محسوب مي  در مي شود  قالب دو تابع وارهيدگي در توان
و برش بيان نمود بنـدي وابـسته بـه در اين فرمـول. اتساع

كل در هر لحظـه در  و كرنش زمان به دليل اينكه جابجايي
كل مورد استفاده قـرار نمـي  گيرنـد از بـروز محاسبه تنش

ز خطاهاي عددي كه در اثر انتخاب طـول گـام  مـاني هـاي
مينيز بزرگتر ممكن است ايجاد شوند .كندجلوگيري

هاي پيوسته معادلات متشكله سازي محيط مدل-2
 ماكسول تعميم يافتهوارهيدگي
و استهلاك همزمـان انـرژي مكـانيكي قابليت ذخيره سازي

 پركـاربرد برخي مواددردر هنگام مواجه با نيروي خارجي 
.دنشـو مـيهناميدويسكوالاستيك وجود دارد كه مهندسي

لاستيك به صورت ذاتي نـه تنهـا معادلات متشكله ويسكوا
و كرنش بلكه در برگيرنده   زمـاني هاي آهنگيشامل تنش

ميت و كرنش نيز .باشندغييرات تنش
مختصات يك نقطه از جسمي در پيكربنـدي مرجـع

ixو در پيكربنـدي فعلـي بـاiXبـا دستگاه كارتزين قائم 

و. شـود نشان داده مـي تاريخچـه زمـاني حركـت پيوسـته
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و هوا فضا 14 و رفتار(مجله مكانيك 1388، تابستان2، شماره5، جلد)مكانيكي موادسازه

ــردار جابجــايي مؤلفــه ــه ترتيــب فعلــي هــاي ب  عبارتنــد ب
]:17-18[از

)1(],[),,()( tXxx jii ≤<−∞= τττ
)2(,)()( iii Xxu −= ττ

ــه آنك وτ، در ــاني ــر زم ــانگر متغي ــي)t(بي ــان فعل  زم
: رابطه زير تعريف نمودباتوانمينيز راεكرنش.دباشمي
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. بيـانگر كمتـرين حـد فوقـاني اسـتsupنماد كه در آن،
وε>>1 كه كرنش در شرايطيتئوري ويسكو الاستيسيته

پ جابجايي  پيوسته در قياس با ابعاد مشخـصاتيييكرههاي
. شـود به صورت مقدار كوچك تعريف مي آن كوچك باشند
 اعمـاليG منتجـهي را بر حسب نيروσحال بردار تنش
تـوان بـه صـورت زيـر يك پيكره ميaδاي بر المان رويه
:دتعريف نمو

)4(./lim
0

aGiai δσ
δ →

=

نسبت بـه جهـت مثبـتaδروي رويهبر تنشاين بردار
رابطـه متـشكله بـين.ودش تعريف ميnبردار واحد نرمال 

و كرنش  هاي كوچك بـا فـرض در تئوري تغييرشكل تنش
تا  يريخچـه وابستگي كامل مقدار فعلـي تانـسور تـنش بـه

ميگذشته مؤلفه :شودهاي تانسور كرنش به شكل زير بيان
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tstt klkl
s
ijij εεψσ −=
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 كـه هـر اسـت سوري بيـانگر كنـشمند تانـijψ در آن، كه
ijσ را به يك تاريخچه تنش متنـاظرijεتاريخچه كرنش

وtijε)(اگر تاريخچه زماني كرنش. كندتبديل مي  پيوسته
 خطي فرض شوند با اسـتفاده از تئـوري كنشمند تانسوري
 ـبازنمايي ريـس مي يتـوان كنـشمند را بـه صـورت انتگرال

:دگردتا رابطه زير حاصله درآورد استيلجس
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sGstt ijklklij ∫
∞

−= εσ

 يـك تانـسور در اين رابطهijklG توابع انتگرالي در آن، كه
حال با برابر صفر قـرار دادن. باشدمتقارن مرتبه چهارم مي

)(tijεو با فرض پيوستگي براي زمان هاي كوچكتر از صفر
≥>∞(و مشتق زمـاني اول آن در بـازه tGijkl)(در  t0(،

st(توان با تغييـر متغيرگيـري را مي معادله فوق −=τ(و
:گيري جزء به جزء به صورت زير بازنويسي نمودانتگرال
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 بايد دقت شود كه مشتق حاصلtklε)(گيري از در مشتق
 پيوسته در زمان باشد ولي تاريخچه كرنشيبه صورت تابع

بيـانگر)7(كرنش-رابطه تنش. تواند ناپيوسته هم باشد مي
منظر كلي معادلات متشكله ويسكوالاستيك در وارهيدگي 

 ويــسكو بيــانگر خــواصijklGتوابــع انتگرالــي. باشــدمــي
 ـپيكرهالاستيك هـاي آزمـايشاها در وارهيدگي بوده كـه ب

].19[ند باشميگيريقابل اندازهيوارهيدگي تنش
ترين بازنمـايي فـرم ايزوتروپيـك تانـسور مرتبـه كلي

چهارم توابع وارهيدگي در كاربردهاي عملي مهندسـي بـه 
]:18[باشد شكل زير مي
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آنكــه بــه ترتيــب بيــانگر توابــع وارهيــدگي2Gو1G، در
و حجمي سازه مـي مستقل متناس  . باشـندب با رفتار برشي

تـوان مـي با اصول مشابهي در تئوري الاستيـسيته تناظرم
نمـود معرفي راijeو كرنشijsهاي انحرافي تنش مؤلفه

 بازنويـسي)8(سـتفاده از رابطـهابـارا)7(سپس معادلهو 
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:به طوري كه

)11(0,3
1 =−= iikkijijij ss σδσ

)12(0.3
1 =−= iikkijijij ee εδε

 معادلات متشكله وارهيدگي به صـورت زوج،در حالت كلي
هاي برشـي بر حسب پاسخ)9-10(هاي هرديتاري انتگرال

ــشان داد ــي ن ــيو حجم ــونده م ــوري. ش ــسكوتئ ــاي وي  ه
هايي كه در برگيرنـده دو ستيسيته خطي به وسيله مدل الا

و مـستهلك  كننـده المان بدون جرم، فنـر خطـي هـوكين
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15 ... هاي محدودبندي المانفرمول

 بـا. شـوند باشند به صورت مـصور بازنمـايي مـي نيوتني مي
هـاي هاي مناسـبي از ايـن دو المـان اساسـي مـدل تركيب

يـك. طرح ريزي نمود توانميويسكوالاستيك متفاوتي را 
ب  ازهسـاز يان رفتـار مدل ساده براي هـاي ويـسكوالاستيك

و يك مستهلك   سـري حاصـل كننده بطور تركيب يك فنر
يـك بازنمـايي. شود كه به مدل ماكسول مشهور اسـت مي

هاي ويسكوالاستيك واقعي وارهيدگي سازه رفتارازمناسب 
هـاي ماكـسول در ازي مـدل توان به وسيله آرايش مو را مي 

ب  يافتـه ماكـسول تعمـيم دست آورد كـه بـه مـدل كنار هم
و توابع. مشهور است  در يافته ماكسول تعميمبرشي اتساعي

 به صورت تحت كرنش ثابت بازنمايي رفتار وارهيدگي تنش 
مي زماندرمجموع عبارات نمايي كاهشي :ندگردبيان
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آنكــه متعــداد كــل المــانN،در وpAاكــسول، هــاي

pBضــرايب وارهيــدگي متنــاظر بــا معكــوس نيــز بيــانگر 
.باشند ميpbوpaهاي وارهيدگي زمان

 فرآيند نموسازي انطباقي در معادلات وارهيدگي-3
 يـك دامنـه زمـاني سازي رفتـار متـشكله در نموبه منظور

.گسـسته شـود∆tبايستي در ابتدا دامنه به فواصل زمـاني
ttt: داريمnt+1در نتيجه براي زمان فعلي nn به.1+=+∆

هـاي محـدود بـه بندي المان منظور اعمال مستقيم فرمول
ازي انطبـاقي از يك فرآينـد نموسـ)9-12( متشكله روابط

با جايگزينيkkσتانسور تنش حجمي.ه است شد استفاده
در)10(در معادلـه متـشكله)13( اتساعي تابع وارهيدگي 

: به صورت زير استخراج شده استntزمان
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n)( در آن، كه
kkpσدهنده تنـش حجمـي نشان اين رابطه در 

م ا بــ. باشــد مــيntام در لحظــه زمــانيpاكــسول المــان
n)(توان تانسور تنش انحرافي استدلال مشابهي مي

ijsنيز را

مي. دست آوردبntدر لحظه زماني  تانسور تنش توان حال
 به صـورت زيـر بيـانnt+1 را در لحظه فعليkkσحجمي 
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را بيانnt فوق وضعيت تنش در زمانيقسمت اول رابطه
اني زمـو قسمت دوم بيانگر تغييرات تنش در بـازه كند مي

]1, +nn tt[معادلات وارهيـدگي مناسب كه نموسازي است
.)1شكل(استقرار گرفته مورد نظر آن در اين مقاله

در اينجا دو رهيافت متفاوت به منظور نموسازي بخش دوم
در رهيافت اول تغييـرات. رابطه انتگرالي ارائه گرديده است 

,1[ در بازه زماني∆kkεكرنش حجمي  +nn tt[ثابت فـرض
حل عددي، تاريخچه زمـاني  و به منظور پيشبرد شده است

τε)(كرنش  kk ل جمع يك سري توابع هم به صورت حاص
1)(اي واحد پله nt−τسـازي مـدل مربوطه در نمو كرنش

:گرديده است

. نموسازي وارهيدگيفرآيند):1(شكل
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و هوا فضا 16 و رفتار(مجله مكانيك 1388، تابستان2، شماره5، جلد)مكانيكي موادسازه
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,1[در دامنه زماني به دليل آنكه كرنش +nn tt[در فرآيند
شديسازنمو روه است به صورت توابع واحد فرض  از ايـن

ττεمشتق dd kk اني برابـر در طي اين بازه زم ـآن هم)(/
 عبارت آهنگ كرنش،بنابراين.]20[با تابع دلتا خواهد بود 

:توان تعريف نمودحجمي را به صورت زير مي
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را با توجه به اين قاعـده)15(از اين رو قسمت دوم معادله
:بيان نمودتوانميبه صورت زير 
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در]21و15[با استفاده از رهيافت نقطه مياني كـه از آن
هـاي محـدود هـم بسياري از نرم افزارهـاي تجـاري المـان 

)15(ي انتگرالـي دوم معادلـه نيز قسمت گردد استفاده مي 
ا. شده است عدديي گيرانتگرال آنرويناز رهيافـتبا حل

: زير بدست آمده استبه صورتدوم 
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)1(ي به صورت مشابهي تنش انحرافي كلـ +n
ijsي در لحظـه

هدش ـدو رهيافت استخراج با استفاده از هر نيزnt+1زماني
)1(كـل تنش ويـسكوالاستيك، تانسور در پايان. است +n

ijσ

و انحرافـي با تركيب معادلاتnt+1ي در لحظه  بـه حجمي
:استخراج شده استزير صورت تخميني
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كـل توان دريافت كه تانسور تنشمي)20(از معادله نهايي
)1( +n

ijσبخـشي كـه: باشـد متشكل از دو بخش مجـزا مـي
,1[در طي فاصله زماني شامل تنشي است كه  +nn tt[رونـد

و بخش ديگري كه شامل تنش نمـوي نمايي كاهشي دارد 
گـام زمـاني در اين∆klε كه در اثر كرنش نموي باشدمي

)1( تـنش كـل بنـابراين. شده است حاصل  +n
ijσدر لحظـه 

1+ntو به جاي كل تنهـا بـه سـطح تـنش گذشـته  كرنش
.در فاصله زماني وابسته است كرنش نموي اعمالي

هاي محدود مـسائل تماسـي بندي المان فرمول-4
 ويسكوالاستيك

 تماسي دوبعدي، يك پيكـرههبراي معرفي مشخصات مسئل
و يك پيكره صـلبيتماسجسم تغييرشكل پذير به عنوان

پيكربنـدي. گرفتـه انـد ورد استفاده قـرارمبه عنوان هدف
x,[x[تماسي سيستم با مختصات مادي  21=Xدر شـكل 

پيكره تغييرشكل پـذير يـا پيكـره. نشان داده شده است2
.ه اسـت مشخص شـدΓو مرزΩتماسي به وسيله دامنه 

، تراكـشنibپيكره تماسي تحت اعمال نيروهـاي حجمـي
 بـرiuو جابجـايي مـشخصsΓ بر روي مـرزiTسطحي
 NOE تعـداد پيكـره تماسـي بـه. باشـدميdΓروي مرز

 سـازي گـره گسـسته NONيالمان محدود در برگيرنده
روي مـرز پيكـره در پيكربندي مرجع)P(گره. شده است

 پيكره هـدفيروي لبهJوIو نقاطPXتماسي با بردار 
سيـستم مختـصات. انـد فتهرگ قرارJXوIXبا بردارهاي

tوnپيكره هـدف بـا بردارهـاي واحـد لبه موضعي روي 

 نرمال ابتدايي گـره تماسـييفاصله. استه نشان داده شد
)P(مي :شودبا رابطه زير تعريف

)23(.n.)X(Xd PJP
0 −=

و پس از حركـت گره در موقعيت فعلي همان نرمالهفاصل
:دگردمي رابطه زير بيانبا پيكره تماسجابجايي

)24(,)u(d).(dd P
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P
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P
n −=−= nu 

P در آن، كه
nuتماسـي بيانگر جابجـايي نرمـال گـره)P(

Pســي نيــروي تما. باشــدمــي
cfدربــر روي پيكــره هــدف

 ايجـاد هـدف پيكره تماسي با لبه)P( تماس گرهينتيجه
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17 ... هاي محدودبندي المانفرمول

P تمـاس نرمـاليبـه دو مؤلفـه كـه شود مي
nRو تمـاس

Pاصطكاكي مماسي
ffاستتجزيهقابل .

ازي از نفـوذ پيكـره به منظور جلوگير هـا در يكـديگر
ت  .ه اسـتدشـك سـويه اسـتفاده قيد نفوذ ناپذيري تماس

بين دو پيكره شامل شرايط نفـوذيقانون تماس تك سويه
و تكميلي است ازناپذيري، فشاري : كه عبارتند
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هاي شرط اصلي قانون تماس تك سويه در عدم نفوذ پيكره
و هدف در يكديگر است تما شرط فشاري تمـاس تـك.س

و سويه بيانگر عدم ايجاد كشش بـين پيكـره  هـاي تماسـي
ميمشرط. باشدهدف مي  يدهد كه پيكـره كمل نيز نشان

0g,0R(شود تماس يا از هدف جدا مي P
n

P
n و يا بـر)=>

0g,0R(گردد روي پيكره هدف فشرده مي P
n

P
n =≥.( 

هـاس بدون اصطكاكي در اين مقالـه بـين پيكـره تما
حل مـسئله بهينـه  سـازي فرض شده است كه در نتيجه با

حل سيستم تماسي دست يافته ايم :زير به

)26(
,du:gtosubjected

:min
P
0

P
n

P
n

2
1

−=

−=Π FUUKU TT

.يكربندي تماسي يك سامانه مكانيكيپ):2(شكل

مـاتريس سـختيK انرژي پتانـسيل كـل،Π، در آن كه
وF بردار جابجايي كل،Uكل،  كل  بردار نيروي خارجي

P
ngقيد تماسي گره Pباشدميام)NON2,...,1,P =(.

 منظـور بدسـت بـه براي حل اين نوع مسائل تماسي
Pو ضرايب لاگرانژUآوردن بردار جابجايي

nRمتناسب با 
NOC ازاز گره تماسي سـازي هاي حـل بهينـه روشيكي

به.ه استدشاستفاده روش لاگرانژ الحاقي به نام استاندارد 

دايــن دليــل كــه مــسائل تمــاس بــدون ر اصــطكاك تنهــا
 تــساوي در قيــوداز لــذا قيــود نامــساوي انــد،يبرگيرنــده
Φكنشمند لاگرانژ الحـاقي. استفاده نشده است الگوريتم

بـه صـورت زيـر)26( تماسي تحت قيـودهبراي مسئل نيز
:دگرديتعريف 

)27(

∑
=

++

+Π=Φ
NOC

P 1

2PPP
n

P
n

n

],)(-)[(gK
2
1

),,(

θθ

KθU

، در آن كه
θ

 قيدPθ بيانگر بردار در برگيرنده پارامترهاي
وPتماسي لتي مثبـت بردار پارامترهاي پناnKام است

نــشان در ايــن رابطــهx)(+همچنــين. كنــدرا بيــان مــي
PPو )x),0maxيدهنده

n
P
n KR θ=بيـانگر ضـريب نيـز

1Iيود مـؤثرقدر اين رهيافت،. باشندام ميPلاگرانژ قيد 

:شدند به صورت زير بيان2Iو غيرمؤثر

)28(,}P0,)(g:P{I 2
c

PP
n1 Γ∈≥+= θ

)29(.}P0,)(g:P{I 2
c

PP
n2 Γ∈<+= θ

را با توجه به اين قيـودΦكنشمند لاگرانژ الحاقي،سپس
:يمزير بازنويسي نمودسازي شده سادهبه صورت 

)30(

∑

∑

∈

∈

++

−Π=Φ

1

2

IP

2P
n

P
n2

1P
n

PP
n

IP

2PP
n2

1
n

.)(gKgK

)(K),,(

θ

θKθU

بـر مبنـاي تبـديل يـك در واقـع ايده روش لاگرانژ الحاقي
ويمسئله  مقيد مورد نظر به يك سري مسائل بـدون قيـد
مقـادير. باشدسازي شده كنشمند لاگرانژ الحاقي مي كمينه

سازي غيرمقيـد در ابتداي هر كمينهnKوθپارامترهاي 
و سـپس تـابع انتخاب مي  ),,(شـود nKθUΦنـسبت بـه 

nKوθرهـاي پارامت. شود كمينه ميUمتغير جابجايي

سازي در صورت نيـاز بهنگـام سـازي در انتهاي اين كمينه
شـود تـا يـكو فرآيند به همين صورت تكرار مي شوند مي

ما.همگرايي حاصل شود  به دليل وابـستگي مسئله تماسي
زماني رفتار ويسكوالاستيك براي يك دامنه كرانـدار زمـان 

بـه براي ايـن منظـور زمانييدامنه. يز بايستي حل شودن
و سـپس فرآينـدهدسـازي ش ـتعداد محدودي گام گسسته 

بو بهنگام سازي شونده طور كامـل انطباقي الگوريتم تماس
لازم به ذكـر اسـت.ه است براي هر گام زماني نيز اجرا شد 

پارامترهاي پنالتي روش لاگرانژ الحاقي در اين رهيافـت كه 
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و هوا فضا 18 و رفتار(مجله مكانيك 1388، تابستان2، شماره5، جلد)مكانيكي موادسازه

نيازي نيست كه براي دستيابي به همگرايي به سـمت حل
گذاري ضعيف از شرط شوند، در نتيجه بي نهايت ميل داده 
شدنيز با اين كار روش مرسوم پنالتي .ه استجلوگيري

سـازي رهيافت لاگرانژ الحاقي به كمينه اين پيشرفت
),,( غير مقيد كنـشمند  nKθUΦفرآينـد بهنگـام نيـزو

و دقـت،. ضـرايب لاگرانـژ آن بـستگي دارد سازي بـازدهي
 اجراي صحيحيبستگي به نحوه نيز اين رهيافت توانمندي 

ي اول بـراي تـابعهشرط بهينگي مرتب. اين دو مرحله دارد
بـــا اســـتفاده از ضـــرايب لاگرانـــژ)27( رابطـــه لاگرانـــژ

PP
n

P
n KR θ=شودميمعادله تعادلي يك منجر به.
بـراي ضـرايب نيـز آيند بهنگـام سـازي مـؤثر يك فر

 سـازي با استفاده از قاعده دوگـانگي تئـوري بهينـه لاگرانژ 
بــراي روش دوگانــه ايــندر. اســتهشــدخراج اســت]22[

ب  θ به جاي پارامترهايnRا ضرايب لاگرانژ بهنگام سازي

سازي دوگانـه غيرمقيـد ينه بيش فرآينديك.ه است كار شد
قدار تخمينـي فعلـي ضـرايب لاگرانـژـبراي دستيابي به م ـ

P
nRبه آن بهنگام سازي ضرايب در منابع كه استفاده شده

 زيـر بـه منظـوريرابطـه تكرارشـونده. شـود هم گفته مـي 
1NOC[بهنگام سازي بردار  بكـارnRضرايب لاگرانـژ]×

:رودمي

)31(,λj
n

1j
n dRR j+=+

1NOC[ يـك بـردار تعيـين جهـتd، در آن كه ×[،λ
و طول i گام

n
jλ Rd ∆=jر تغييـرات بـردار ضـرايب بيانگ

.است
بنـدي لاگرانـژ ريتم فرمول مراحل الگو در اينجا،حال

 ـگردارائـه مـي به اختصار الحاقي مورد استفاده   قـرار-1:دن
تخمـين لاگرانـژ نيـزوj=0 قرار دادن-t،2=0دادن

0
nR0و پارامترهاي پنالتي

nK،3-سـازي كمينـه)(UΦ

حل معادله تعادل)26( براي مسئله تماس اجـازه نيـزو با
در توقف فرآينـد تكـرار-4،براي جواب بودنjU به دادن

j بهنگام سازي-5،صورت ارضاي ملاك همگرايي
nRدرو

jپارامترهـاي پنـالتي مقـادير افزايش صورت نياز
nK،6-

=+1قرار دادن jjقرار دادن-7وو رفتن به مرحله سوم 
ttt .له دومو رفتن به مرح=+∆

 سازي عدديكاربردهاي مدل-5
و ارائه قابليت هاي المانبندي فرمولهاي به منظور ارزيابي
و وابسته به زم  توسعه يافته در تحليـل ان محدود غيرخطي

ئله متفـاوت اي بر روي دو مس سازهويسكوالاستيك مسائل 
.مهندسي اعمال شده است

اسـتاتيك يـك در مدل ابتدايي به بررسي پاسخ شـبه
اي ويسكوالاستيك جدار ضـخيم تحـت فـشار سازه استوانه 

اكثـر).3شـكل( پرداخته شده استPداخلي يكنواخت 
 بر مبناي در نظرگيري مخـازني بـه انـدازه كـافي مطالعات
آن كه شرايط كـرنش صـفحه استطويل هـا صـادق اي در
به دليل تقارن فقط يك چهارم مدل اول].17-18[دنباش

. هـاي محـدود شـده اسـت سازي المان دوطرفه آن گسسته 
 500و شـعاع خـارجي آن نيـز 250شعاع داخلـي مخـزن

در. ده است متر انتخاب گردي ميلي خـواص متـشكله سـازه
و پاسـخ اتـساع وارهيدگي به صـورت پاسـخ الاسـتيك در 

در رفتـار انحرافـي ) SLS(ويسكوالاستيك خطي استاندارد
كهدشفرض  يافتـه در قالب مـدل ماكـسول تعمـيمه است

:عبارتند از

)32(.( ) )MPa(20(t)G.8.473.53(t)G 21
8
t

=+=
−

e
و خـارجيهاجابجايي شعاعي ديواره ايـن مخـزني داخلي

و بندي جديد محاسبه شـده اي به كمك فرمول استوانه انـد
حل تحليلي  هاي بندي عددي المانو فرمول]18[سپس با

در نتايج آن اند كه نيز مورد مقايسه قرار گرفته]23[مرزي 
تـأثير،همچنـين. باشـند قابل مشاهده مـي4-5 هايشكل

براي جابجايي جداره داخلـي هاي زماني وابستگي طول گام 
از اين رهيافت. است مشخص4اي در شكل مخزن استوانه 

هاي زماني بروز خطاهاي عددي كه در اثر انتخاب طول گام 
.كندميبزرگتر ممكن است ايجاد شوند جلوگيري 

ــكل ــازه):3(شـ ــي سـ ــع عرضـ ــطح مقطـ ــاي سـ  نمـ
ــسكوالاستيك ــتوانهويـ ــاي اي اسـ و نمـ ــخيم ــدار ضـ جـ

آنستهگس .سازي شده
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19 ... هاي محدودبندي المانفرمول

 بندي فرمولباجابجايي شعاعي محاسبه شده):4(شكل
.هاي زماني مختلفبراي ديواره داخلي به ازاي طول گام

بنـدي فرمـولباجابجايي شعاعي محاسبه شده):5(شكل
1/0به ازاي طول گام مخزن ارائه شده براي ديواره خارجي 

و رهيافت حل تحليلي .هاي مرزيالمانمقايسه شده با

در مدل دوم، برهمكنش تماسي يك بلوك ويسكوالاستيك
با يك فونداسيون الاستيك تحت جابجايي طولي مـشخص 

متري براي نـشان دادن پاسـخ وارهيـدگي مـورد ميلي 25
و شرايط مـرزي. تحليل قرار گرفته است  هندسه كلي مدل

از. قابل مشاهده است6آن در شكل  مـدل ايـن تنها نيمي
هـاي سـازي المـان تقـارن طـولي گسـسته به دليل عددي 
و. ده استشمحدود  يـسكوالاستيك مشخصات مادي بلوك

ازدر وارهيدگي بر حسب گيگا پاسكال : عبارتند

)33(.( ) ( )ee tt −− +=+= 30048(t)G26124(t)G 21

بـه در ميانجي توزيع فشار تماسي حاصل از محاسبه نتايج
در زمانازاي ش7 شكل هاي متفاوت . استدهنشان داده

 تماسي يك بلوك مدلپيكربندي):6(شكل
.ويسكوالاستيك بر روي يك فونداسيون

. در ناحيه ميانجيتماسيچگونگي توزيع فشار):7(شكل

مي7در شكل همان طور كه شود نحوه توزيـع فـشار ديده
هـم تماسي در طول ناحيه مشترك ميانجي مطـابق آنچـه 

. بدست آمده است يكنواختي رود به صورت كاملاً انتظار مي 
و بـالاتر در ميـانجي5،10،15هاي فشار تماسي در زمان

 كه نـشان دهنـده بدست آمده است مگا پاسكال20تقريباً
چگـونگي همچنين. باشدهمگرايي سيستم به اين فشار مي

بـا گذشـت هـا وارد بـر سـازه وارهيدگي فشار تماسي رفتار 
شكل  شد8زمان نيز در ناحيه ميـانجي.ه است نشان داده

تماسي اگر چه افزايش تدريجي انـدكي بـا گذشـت زمـان 
داشته است ولي توزيع فشار تماسي در اثر پاسخ وارهيدگي 

يهــا ســازهمتــشكله مــادي در تــنش. افتــه اســت كــاهش
. داردتحت كرنش ثابت روند كاهشي در زمانوارهيدگي 

-در فرمول ضريب پواسون قابل ذكر است كه در پايان
3/0و بـراي مـدل دوم4/0ندي ارائه شده براي مدل اولب

افرض شد .سته
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و هوا فضا 20 و رفتار(مجله مكانيك 1388، تابستان2، شماره5، جلد)مكانيكي موادسازه

.رفتار وارهيدگي فشار تماسيچگونگي):8(شكل

 گيرينتيجه-6
حل محاسباتي نمـوي بـه انطبـاقي جديـد- يك الگوريتم

م  هـاي استاتيك تماسي سـازه حاسبه فشارهاي شبه منظور
 مـدل. توسـعه داده شـد در ايـن پـژوهش ويسكوالاستيك
سازي معادلات متشكله يافته به منظور مدل ماكسول تعميم

و وارهيدگي در قالب دو تابع كلـي در پاسـخ  هـاي اتـساعي
بنـدي، معـادلات در ايـن فرمـول. انحرافي بهره گرفته شـد 

هـاي توابـع نمـايي وارهيدگي به وسيله حاصل جمع سري 
تنش كل لحظه فعلـي تانسور. كاهشي در زمان بيان شدند 

كل تنها به سطح تنش اين فرمول در  بندي به جاي كرنش
و كرنش نموي گام زماني وابـسته مـي   يـك.باشـد گذشته

هاي بهينـه يافته از تئوري رهيافت لاگرانژ الحاقي استخراج
و قاعده دوگانگي  بر اساس شـرايط سـينماتيكي نيز سازي

 تمـاس حـل هندسي اجـزاي در حـال تمـاس بـه منظـور 
بندي ارائه شده به فرمول. رش يافت الاستيك گست-ويسكو

راحتي از قابليت تعميم يـابي رفتـار وارهيـدگي بـه پاسـخ 
خزشــي برخــوردار اســت كــه بــراي ايــن منظــور از مــدل 

يافتــه بــه جــاي ماكــسول ويــسكوالاستيك كلــوين تعمــيم
 سازي معـادلات متـشكله در خـزش يافته براي مدل تعميم

 نـشانگر نتـايج مناسـب حاصـل شـده. اسـت استفاده شـده
ال قابليت هـاي محـدود ارائـه مـان هاي كاربردي بالاي مدل

ميشده براي .باشد بكارگيري در اين نوع مسائل تماسي

 قدرداني-7

ميانمؤلف كهندانبر خود بايسته هاي آقايـان راهنماييازد
، دكتـر نـپ)دانشگاه شيراز(و دكتر كسرايي دكتر محزون 

و) دانشگاه آيـوا(آروراو دكتر) لابراتوار ملي سانديا( تـشكر
.دننمايقدرداني 
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