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شيتأث و شعاع ي انرژي شكل بر مقدار متوسط چگالUارير عمق
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دهيكچ
ا شييها شكست در نمونهي بار بحرانينيبشيپي براي كرنشي انرژيار مقدار متوسط چگاليمع،ن مقالهيدر شكل تحتUاري با

اي كرنشي انرژي محاسبه مقدار متوسط چگالي برايا رابطهو مورد استفاده قرار گرفتهيبار خمش ن منطقـه ارائـه شـدهي درون
ا. انجام شده استIو تحت موديصورت خمشبهيبارگذار. است :ل قـرار گرفتـهيـو تحلين مقالـه مـورد بررسـيدو حالت در

نيحجم كنترل بخش)1 دريشيره انتهايدامي از قسمت گ ار را شـي مستطيهاحجم كنترل با لبه)2ورديبر شكل يار تلاقـيل
نيشير مقدار شعاع انتهايتأث. داشته باشد و آنيار ي در هر دو حالت مـورد بررسـي كرنشي انرژي بر مقدار متوسط چگالز عمق
و پيبار بحران تغييرات قرار گرفته و نتايج به دسـت. شده استينيبشي شكست تحليل المان محدود براي بررسي صحت روابط

شينشان داده كه با افزا نتايج حاصل در اين مقاله. آمده انجام شده است و شكـستيبحران مقدار بار،اريش شعاع  ابتـدا كـاهش
مي افزاسپس شي با افزا،همچنين. ابدييش آنيش عمق مبه صورت نمايي ار، مقدار . ابدييكاهش

شي كرنشي انرژيچگالمقدار متوسطك،يـپلاستكيك شكست الاستيمكان:هاي كليدي واژه  شكست،ي شكل، بار بحرانUاري،
 بارگذاري خمشي

The Effect of Notch Depth and Notch Root Radius on the 
Averaged Strain Energy Density and on Fracture Load in  

U Notches under Bending 
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Amirkabir Univ. of Tech. 

ABSTRACT 
In this paper, the mean value of strain energy density criterion has been used to predict the critical fracture load 
in specimens with U-shaped notch under bending loads. An equation for calculation of averaged strain energy 
density in this zone has been presented. Bending loads under mode I have been considered. Two cases have been 
studied: 1) the control volume only includes the semicircular arc of the notch root, and 2) the control volume 
includes rectilinear edge of the notch. The effect of notch root radius and notch depth on the mean value of strain 
energy density has been studied in two cases above and the critical fracture load rate has been predicted. Finite 
Element Analysis has been carried out for verification. The studies show that the critical fracture load increases 
and then decreases by increasing the notch root radius. Also, this parameter decreases exponentially by 
increasing the notch depth.  
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 مقدمه-1
 شكل امـروزه مـوردVوUمكانيك شكست در شيارهاي

در اينگونه قطعـات. توجه محققان زيادي قرار گرفته است
ـ پلاســتيك  ــورد1روش مكانيــك شكــست الاســتيك  م

در. گيرداستفاده قرار مي معيارهاي مختلفي براي شكست
يكـي از مهمتـرين ايـن معيارهـا،. شيارها ارائه شده اسـت 

م  ايـن. باشـد مي2توسط چگالي انرژي كرنشي معيار مقدار
و شبه  بـر طبـق ايـن. ترد كاربرد دارد معيار براي مواد ترد

اي در اطراف نوك شيار به عنوان حجم معيار، ابتدا منطقه 
سـپس مقـدار متوسـط چگـالي. شـود تعريف مـي3كنترل

يـك. شـود انرژي كرنشي درون اين منطقـه محاسـبه مـي 
پا  چنانچـه. شـود رامتر تعريـف مـي مقدار بحراني براي اين

مقدار اين پارامتر به مقـدار بحرانـي خـود برسـد شكـست 
 عمومـاً از ايـن معيـارVوUدر شـيارهاي. افتداتفاق مي 
شـود، هـر بيني بار بحراني شكست استفاده مـي براي پيش

.چند كه معيارهاي ديگري نيز در اين زمينه وجود دارند
اي بـراي چگـاليطه راب1994 در سال]1[4ماتوينكو

 شـكل ارائـهVوUانرژي كرنشي در روي مرز شـيارهاي 
و با استفاده از آن انتگرال 5فيليپي. را محاسبه نمودJداد

 توزيع تنش را در اطـراف 2002و همكارانش در سال]2[
. شكل به صورت تحليلـي بـه دسـت آوردنـدVوUشيار

و مــوروزوف راJال انتگــر2004 در ســال]3[6مــاتوينكو
 شكل تحت بارگذاري كشـشي بـهVوUبراي شيارهاي

و اثــرات كارســختي را نيــز درنظــر گرفتنــد . دســت آورده
 پارامتر شـعاع 2004 در سال]4[و همكارانش7يوسيباش

تـوان را معرفي كردند كه با استفاده از آن مـيRCكنترل
از. اي به نام حجم كنترل را مشخص نمود ناحيه با استفاده
و مقـدار متوسـط آن معي ار چگالي انرژي كرنشي موضـعي

كار. بيني نمودنددرون حجم كنترل شكست نمونه را پيش 
 توسـعه 2005 در سـال]5[9و برتـو8آنها توسط لازارين 

 معيار انرژي 2007 در سال]6[و همكارانش 10گومز. يافت

1-Elastic- Plastic Fracture Mechanics (EPFM) 
2-Averaged Strain Energy Density (ASED) Criterion 
3-Control Volume 
4-Y.G. Matvienko 
5-S. Filippi 
6-E.M. Morozov 
7-Z. Yosibash 
8-P. Lazzarin 
9-F. Berto 
10-F.J. Gomez 

 معرفـيIIوIكرنشي موضعي را براي بارگـذاري در مـود 
و بــا اســ تفاده از آن توانــستند شكــست نمونــه را نمودنــد

و همكـارانش. بينـي كننـد پيش  2007 در سـال]7[برتـو
 بر حسب تابعي از زاويهJروشي ساده براي تعيين انتگرال

 نيـز]8[ 11ليويري.شكل ارائه دادVشيار براي شيارهاي
و لازارين. كار برتو را ادامه داد 2008در سال در]9[برتو

و مقدار متوسطJاي بين مقدار انتگرال رابطه 2007سال
سپس براي بارهاي. چگالي انرژي كرنشي به دست آوردند

كششي تغييرات مقدار اين رابطه را بر حسب مقدار شـعاع 
.كنترل مورد بررسي قرار دادند

و عملــي بــراي در ايــن مقالــه ابتــدا رابطــه اي ســاده
هاي محاسبه مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي در نمونه 

ميUبا شيار  براي اين منظـور دو حالـت. شودشكل ارائه
از)1:گيردمجزا مورد بررسي قرار مي  حجم كنترل بخشي

حجم كنترل)2انحناي انتهاي شيار را در بر گرفته باشد، 
حالت اول بيـشتر بـراي. كاملاً انتهاي شيار را در بر بگيرد 

و حالت دوم بيشتر براي مواد شبه  ترد رد يا نيمهتمواد ترد
 با استفاده از رابطه به دست آمده تأثير،سپس. كاربرد دارد 

و شعاع انتهاي شـيار بـر مقـدار ايـن پـارامتر مـورد عمق
اهميت اين بررسي در اين است كـه. گيردبررسي قرار مي 

توان تـأثير ايـن دو پـارامتر را بـر بـار با استفاده از آن مي 
ر مقدار متوسـط چگـالي بحراني شكست با استفاده از معيا 

از. انرژي كرنشي مورد تحليل قرار داد در نهايت با استفاده
معيار مذكور، شدت تغييرات بار بحراني شكست براي مواد 

و نيمه  تحليـل المـان محـدود. شـود بيني مي ترد پيش ترد
براي بررسي صحت روابط به دسـت آمـده مـورد اسـتفاده 

.گيردقرار مي

 شكلUمدلسازي شيار-2
و طول2α، زاويهρ با شعاع انتهاي1شياري مطابق شكل

aمي پارامترهـاي زيـر بـراي بيـان.]4[شود درنظر گرفته
:]4[اند مبدأ مختصات معرفي شده

( )
π

απ −= 2q , ρ






 −=
q

qr 1
0

 پارامتري است كه اثرات زاويه شـيار را دربـرq،كه در آن
و . باشـد مبدأ مختصات از انتهاي شـيار مـي فاصلهroدارد

11- P. Livieri 
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و شعاع 41 ... تأثير عمق

و بـا جايــشكUدر شيار 02گذاريـل =αبـه دسـت 
:آيدمي

)1(ρ5.0,2 0 == rq

.تحليل تنش در شيار):1(شكل

. شـود تعريف ميRCبراي رسم حجم كنترل شعاع كنترل
و روابط زير به ترتيب براي حالت تنش صـفحه  كـرنش اي

اي براي محاسبه مقـدار شـعاع كنتـرل در مقـالات صفحه
:]5و4[اند ارائه شده
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و σut چقرمگي شكست، KIC،كه در آن ν تـنش نهـايي،
.باشدضريب پواسون مي

در نواحي اطراف شيار، توزيع تنش از رابطـه زيـر بـه
:]2[آيددست مي
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 با اسـتفاده از رابطـه زيـر مـشخصgوf توابع،كه در آن
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:شود با استفاده از رابطه زير بيان ميa1و پارامتر
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ق بـه مقـدار زاويـه ساير پارامترهاي بكار رفته در روابط فو
 شـكل ايـن پارامترهـاUبـراي شـيار. شيار بستگي دارند

و همكارانش  محاسبه شده كه به صورت]2[توسط فيليپي
:باشدزير مي
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لازم به ذكر است كه هر كدام از پارامترهـاي فـوق از يـك
حل عددي به دسـت مـي  و با آينـد كـه معادله غير صريح

براي مطالعـه بيـشتر( آنها در اين مقاله بيهوده است تكرار
در). مراجعه شود]2[به مرجع  با قـرار دادن ايـن مقـادير

توان مقدار تنش در نـواحي اطـراف رابطه توزيع تنش، مي 
)3(شيار را در مختصات قطبي به صورت آنچـه در رابطـه 

.آمده است بيان نمود
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خص نمودن ناحيه حجم كنترل كه چگالي انرژي براي مش
گيري شود به اين كرنشي بايد در درون اين ناحيه ميانگين 

 ازroشود كه از مبدأ مختصات كه به اندازه روش عمل مي 
RCاي به شـعاع دايره)1شكل(لبه شيار فاصله دارد + ro

سطح محصور شده بين. شود تا شيار را قطع نمايد زده مي
و شيار، ناحيه حجم كنتـرل را تـشكيلن دايره اين كما  اي
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و هوا فضا 42 ر(مجله مكانيك و 1388، تابستان2، شماره5، جلد)فتار مكانيكي موادسازه

شكل. دهدمي  نشان داده شـده دو نـوع2همانطور كه در
حجـم كنتـرل تنهـا)1: باشـد حجم كنترل قابل تمايز مي

-اي شكل انتهاي شـيار را دربـر مـي بخشي از ناحيه دايره 
حجم كنترل كاملاً)2،)حالت حجم كنترل كوچك(گيرد

شك ناحيه دايره  و بـال انتهاي شـيار را دربـر مـي اي گيـرد
حالت حجم كنتـرل(هاي شيار در تماس است قسمت لبه 

).بزرگ

R1(θ)

ro

R2

*θ
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A
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x
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y

r

R2

*
crθ

Rc

A

B

C

R3(θ)

F

D

x
φ

*θ

E

. دو نوع حجم كنترل):2(شكل

طبق معيار مقدار متوسط چگالي انرژي كرنـشي، چنانچـه
 ناحيـه حجـم مقدار ميانگين چگالي انرژي كرنـشي درون 

بــه مقــدار)ايســطح كنتـرل در مــسائل صـفحه(كنتـرل
مقـدار. افتـد بحراني آن برسد، شكست در نمونه اتفاق مي 

و شبه  )4(تـرد از رابطـه بحراني اين پارامتر براي مواد ترد
.]5[شود محاسبه مي

)4(
E

W ut
C 2

2σ= .

و ــــش نهايــ تن σut،)4(در رابطه ل يانـگدوـــمEي،
شكل.باشدمي  نـشان داده شـده اسـت،2مطابق آنچه در

 محل برخورد مـرز حجـم كنتـرل بـا مـرز شـيار*θزاويه
مقدار بحراني اين پارامتر كه در آن حالتهاي اول. باشدمي

شـوند، تلاقـيو دوم حجم كنترل به يكـديگر تبـديل مـي 
 اين مقـدار بحرانـي. باشدمي)CوEو نيز(AوDنقاط 

با استفاده از روابط مثلثاتي به سادگي به صـورت زيـر بـه
:آيددست مي

)5(( ) o6.116035.22tan 1* ==−= − radcr πθ
 EBDمنحنـي( شكل، رابطه مرز شـيارU براي شيارهاي

مي)2در شكل توان بـا اسـتفاده از روابـط مثلثـاتي بـه را
:صورت زير به دست آورد
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1 −+=R .

 آورده شده7 به صورت آنچه در رابطهAرامتر با تعريف پا
شكل(است، مرز ناحيه حجم كنترل )2منحني پررنگ در

 قابـل محاسـبه)8(شود، از رابطـه نشان داده ميR2كه با
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)حجم كنترل كوچك(حالت اول حجم كنترل-3
ش حالت اول حجم كنترل مـورد بررسـي قـرار در اين بخ
.گرقته است

 محاسبه مقدار حجم كنترل-3-1
و مـرز*θدر حالت اول، زاويه  كه در آن مرز حجم كنترل

بـه) در حالـت اول2شـكل(شيار با يكديگر تلاقي دارنـد
:آيدصورت زير به دست مي
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مي)9( توجه به رابطه با  تنهـا*θشود كـه زاويـه مشخص
با توجه به اينكه ايـن پـارامتر. باشد ميAتابعي از پارامتر

، بنابراين زاويـه)7رابطه(باشد ميRC/ρنيز تنها تابعي از 
ــابعي از ــذكور ت ــيRC/ρم ــكل.باشــد م ــودار3 در ش  نم

ش. تغييرات اين زاويه ترسيم شده است كل با توجه به اين
توان يك منحني تـواني از آن عبـور داد كـه بـا دقـت مي

معادلـه تقريبـي محاسـبه. خوبي با حل دقيق توافـق دارد 
تـوان بـراي مـي. باشدمي)10( به صورت رابطه*θزاويه 
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و شعاع 43 ... تأثير عمق

مقادير مختلف نسبت شعاع كنترل به شعاع شـيار، مقـدار
حل دقيق زاويه حل تقريبـي)9رابطه(اي كه از رابطـه(و

مي) 10 . آيد را با يكديگر مورد مقايـسه قـرار داد به دست
اين مقايسه نشان داده كـه مـاكزيمم اخـتلاف بـين حـل

حل تقريبي  و مي3/2دقيق .باشد درصد

)10(
4791.0

* 5623.2 







=

ρ
θ CR .

θ*= 146.81(RC/ρ)
0.4791
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θ*
(D

eg
.)

RC/ρ ratio
.RC/ρ بر حسب*θ نمودار تغييرات زاويه):3(شكل

دريمـ2با توجه به شـكل تـوان مقـدار حجـم كنتـرل را
:حالت اول حجم كنترل به صورت زير محاسبه نمود

( )
( )[ ] .

2
1

*

*

*

*

2

1

2
1

2
2 θθθ

θ

θ

θ

θ θ

dRRdrdr
R

R
∫∫ ∫
−−

−=











=Ω

)11(گيري، رابطه پس از انجام محاسبات رياضي وانتگرال
:حاصل خواهد شد

)11(( ) ( )[ ] .,142sin82
8

***2
2

θθθρ KA +−−=Ω

در سرتاسر اين مقاله براي سادگي انجام محاسبات تعاريف
: رفته استزير بكار

)12(
( ) θ

θ
θθ

θ

dnI
n

∫ +
=

*

0
2

*

3cos
cos, ,

( ) θθθθ
θ

dnK n∫ +=
*

0

2* 3coscos, .

و محاسـبه اين مقادير بـه صـورت عـددي انتگـرال  گيـري
 محاسبه*θاين محاسبات براي مقاديري از زاويه. شودمي

و در جداول : آورده شده است1-2 شده

. به ازاي زواياي مختلفK مقادير پارامترهاي):1(جدول
*θ ( )*,0 θK ( )*,1θK ( )*,2 θK ( )*,3 θK

0 0 0 0 0
5 0.1745 0.1743 0.1740 0.1738 

10 0.3486 0.3469 0.3451 0.3434 
15 0.5221 0.5162 0.5104 0.5047 
20 0.6947 0.6807 0.6672 0.6543 
25 0.8660 0.8389 0.8134 0.7893 
30 1.0358 0.9895 0.9469 0.9077 
35 1.2039 1.1312 1.0665 1.0086 
40 1.3701 1.2631 1.1711 1.0917 
45 1.5344 1.3842 1.2604 1.1576 
50 1.6966 1.4938 1.3345 1.2077 
55 1.8569 1.5913 1.3939 1.2439 
60 2.0151 1.6763 1.4397 1.2686 
65 2.1716 1.7486 1.4731 1.2841 
70 2.3264 1.8078 1.4959 1.2929 
75 2.4798 1.8540 1.5099 1.2972 
80 2.6321 1.8870 1.5171 1.2988 
85 2.7837 1.9068 1.5198 1.2992 
90 2.9349 1.9134 1.5202 1.2992 
95 3.0862 1.9068 1.5206 1.2992 

100 3.2378 1.8870 1.5233 1.2988 
105 3.3901 1.8541 1.5305 1.2972 
110 3.5435 1.8080 1.5445 1.2930 
115 3.6983 1.7488 1.5672 1.2842 

116.6 3.7482 1.7271 1.5766 1.2801 

. به ازاي زواياي مختلفI مقادير پارامترهاي):2(جدول
*θ ( )*,0 θI ( )*,1θI ( )*,3 θI ( )*,5 θI

0 0 0 0 0
5 0.0436 0.0436 0.0435 0.0434 

10 0.0874 0.0869 0.0861 0.0852 
15 0.1313 0.1298 0.1269 0.1241 
20 0.1754 0.1719 0.1651 0.1589 
25 0.2199 0.2129 0.2002 0.1888 
30 0.2647 0.2527 0.2314 0.2134 
35 0.3100 0.2909 0.2586 0.2328 
40 0.3558 0.3272 0.2815 0.2472 
45 0.4022 0.3614 0.3001 0.2573 
50 0.4491 0.3931 0.3146 0.2640 
55 0.4967 0.4220 0.3253 0.2680 
60 0.5448 0.4478 0.3328 0.2702 
65 0.5935 0.4703 0.3376 0.2712 
70 0.6426 0.4891 0.3404 0.2716 
75 0.6923 0.5041 0.3418 0.2718 
80 0.7423 0.5149 0.3423 0.2718 
85 0.7925 0.5214 0.3425 0.2718 
90 0.8429 0.5236 0.3425 0.2718 
95 0.8932 0.5214 0.3425 0.2718 

100 0.9435 0.5149 0.3423 0.2718 
105 0.9935 0.5041 0.3418 0.2718 
110 1.0431 0.4892 0.3404 0.2716 
115 1.0923 0.4704 0.3377 0.2712 

116.6 1.1079 0.4636 0.3364 0.2710 
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و هوا فضا 44 ر(مجله مكانيك و 1388، تابستان2، شماره5، جلد)فتار مكانيكي موادسازه

ــرل ــم كنت ــدار حج ــه مق ــه اينك ــه ب ــا توج داراي)Ω(ب
مي مي ديمانسيون توان دوم طول  توان پارامتر بدون باشد،

 بـا توجـه بـه رابطـه. تعريف نمـودΩ/ρ2بعدي به صورت 
از)11( RC/ρ واضح است كه پارامتر مـذكور تنهـا تـابعي

شكل. باشدمي  نمودار تغييرات ايـن پـارامتر ترسـيم4در
.شده است

توان نمودارهـايي تـواني بـرايمي4با توجه به شكل
حل تقريبـي. به دست آوردحل تقريبي اين پارامتر  روابط

. داده شده است)13(به صورت رابطه
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RC/ρ ratio 
 برايRC/ρ بر حسبΩ/ρ2 نمودار تغييرات):4(شكل

.حالت اول

)13(
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=Ω

ρρ
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ρρ
ρ

CC

CC

RR

RR

لازم به ذكر است كه اختلاف محاسـبات بـر اسـاس حـل
حل تقريبـي)11رابطه(دقيق  2حـداكثر)13بطـهرا(و

)13(توان از روابطمي،بنابراين. درصد خطا به همراه دارد
تر است استفاده براي محاسبه مقدار حجم كنترل كه ساده

.نمود

 محاسبه مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي-3-2
و برتو  توزيع چگالي انرژي كرنشي را به صورت]5[لازارين

:اندزير به دست آورده

)14(
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:كه در آن
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( ) ( ) ( )( ),θθνθ θθ rrzz fff +=  
( ) ( ) ( )( ).θθνθ θθ rrzz ggg +=  

 شكل در رابطه فوقUبا جايگذاري مقادير مربوط به شيار
:به دست خواهد آمد

( )

( ) ,2cos1
4
1

cos212
4
3

4
5~ 22

θν

θννννλ

+−

−−+





 −−=F

,22~ νµ +=G

.0~ =λµM
 انـــرژي كرنـــشي در درون ناحيـــه حجـــم كنتـــرل بـــا

گيري از چگالي انرژي كرنشي در درون اين ناحيـه انتگرال
:حاصل خواهد شد

( )
( )

.,
2

1

*

*
1 θθ

θ

θ

θ

drdrrWWdE
R

R
∫∫∫

−Ω

=Ω=

 با انجام محاسبات رياضي بـر روي رابطـه فـوق،در نهايت
15بق آنچه در رابطـه توان مقدار انرژي كرنشي را مطا مي

:آورده شده است به دست آورد

)15(
E

IE
16

2
max1

1
σρ= ,

:شودميه به صورت زير محاسبI1 پارامتر،كه در آن

)16(
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θνθν

θννθνν

θννν

θννν

θνννννρ

K

KK

A

A

A
AI

مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي از تقسيم مقدار انرژي
:بنابراين. آيدكرنشي به اندازه حجم كنترل به دست مي
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و شعاع 45 ... تأثير عمق

)17(61835.0,
16

2
max

1 <







Ω

=
ρ

σρ CRI
E

W

و پـارامتر16 از رابطـهI1 پارامتر،كه در آن ،Ωاز رابطـه 
مي11 .شود محاسبه

، نمودار تغييرات تـابعν=3.0به عنوان مثال براي
( ) 2

max/. σEWــسب ــر ح ــكلRC/ρ ب ــورت ش ــه ص 5 ب
از. باشدمي پيداسـت بـا افـزايش شـكل ايـن همانطور كه

مقـدار)و ثابت نگاهداشتن سـاير پارامترهـا(شعاع كنترل 
يابد كه ايـن امـر بـديهي چگالي انرژي كرنشي كاهش مي 

است چون ماكزيمم چگـالي انـرژي كرنـشي در روي لبـه 
و با دور شدن از لبه شيار ايـن پـارامتر شيار اتفاق مي  افتد

.يابدكاهش مي
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RC/ρ ratio

W
.E

/(σ
m

ax
)2

) نمودار تغييرات تابع):5(شكل ) 2
max/. σEWبر حسب 

RC/ρحجم كنترل براي حالت اول .

)حجم كنترل بزرگ(حالت دوم حجم كنترل-4
 حجم كنترل مـورد بررسـي قـرار دومدر اين بخش حالت

.ته استفگر

 محاسبه مقدار حجم كنترل-4-1
قـي در حالت دوم، مرز حجم كنترل با قسمت لبه شيار تلا

را. دارد  رابطــه لبــه شــيار در سيــستم مختــصات قطبــي
توان به سادگي بـه صـورت آنچـه در زيـر آمـده اسـت مي

:نوشت
( ) θρθ csc3 =R .

و(*θ رابطه زاويه،بنابراين كه در آن مـرز حجـم كنتـرل
تـوان را مـي) هاي شيار با يكديگر تلاقي دارند قست كناره 

:نمودبه صورت زير محاسبه 

)18(





−= −

A
2sin 1* πθ .

در اين حالت رابطه مربـوط بـه مقـدار حجـم كنتـرل بـه
مي)19(صورت آنچه در رابطه :يابد آمده است تغيير

)19(
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drdrdrdrrdrd
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1 035.2

035.2
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2 .

با انجام محاسبات رياضي در نهايت مقدار حجم كنترل به
:آيد درمي)20(صورت رابطه

)20(61835.05715.0cot
4

*
*2

2 ≥







−+=Ω

ρ
θθρ CRA

.
 را تعريـفΩ/ρ2توان تابع بدون بعـد در اين حالت نيز مي

و نمودار تغييرات آنرا بر حـسب پـارامتر بـدون بعـد نمود
RC/ρنمايش داد6 به صورت شكل .
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/ρ

2
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Ω/ρ2 = 3.7301(RC/ρ)1.9295

RC/ρ ratio
 برايRC/ρ بر حسبΩ/ρ2 نمودار تغييرات):6(شكل

.حالت دوم

، بـا دقـت6در اينجا نيز نمودار تواني رسم شده در شكل
حل دقيق ،بنابراين. توافق دارد)20رابطه(خوبي با مقدار

آن( رابطـه ايـن توان بجـاي اسـتفاده از مي  كـه محاسـبه
 از رابطه تقريبي كه در زير آورده شـده،)باشدگير مي وقت

:است استفاده نمود

)21(
9295.1

2 7301.3 






=Ω
ρρ

CR .

 محاسبه مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي-4-2
در حالت دوم رابطه مربـوط بـه محاسـبه انـرژي كرنـشي
درون ناحيه حجم كنترل بـه صـورت آنچـه در زيـر آمـده 

:شوداست بازنويسي مي
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و هوا فضا 46 ر(مجله مكانيك و 1388، تابستان2، شماره5، جلد)فتار مكانيكي موادسازه
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شد)22(و با انجام محاسبات رياضي رابطه : حاصل خواهد

)22(1
2
max1 16

L
E

E σρ= ,

: به صورت زير تعريف شده استL1 پارامتر،كه در آن
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و در نهايت مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي با تقـسيم
رابطه مربوط به مقدار انرژي كرنـشي درون ناحيـه حجـم

 بر مقدار حجم كنترل به صورت رابطـه)23رابطه(كنترل 
شد)24( : محاسبه خواهد

)24(2
max

1

16
σρ







Ω

= L
E

W .

)نمودار تغييرات تابع ) 2
max/. σEWبر حـسب RC/ρنيـز 

. نشان داده شده است7در شكل
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)2

) نمودار تغييرات):7(شكل ) 2
max/. σEWبر حسب RC/ρ

.براي حالت دوم

زايش مقدار شـعاع در اين حالت نيز مشابه حالت اول، با اف
و ثابت نگاهداشتن ساير پارامترهـا مقـدار متوسـط  كنترل

.چگالي انرژي كرنشي كاهش چشمگيري دارد

تأثير شعاع انتهاي شيار بر مقدار متوسط چگالي-5
و بار بحراني شكست  انرژي كرنشي

در اين بخش تأثير شعاع انتهاي شـيار بـر مقـدار متوسـط
. گيـردو تحليل قرار مي چگالي انرژي كرنشي مورد بررسي 

، خـواص)RC(براي اين منظور پارامترهاي شـعاع كنتـرل

مي)νوE(ماده و ابعاد نمونه ثابت نگه داشته و تنها، شود
 شعاع انتهاي شيار بـه عنـوان متغيـر مـورد بررسـي قـرار 

 تحـت1اينمونه بـه صـورت خمـش سـه نقطـه. گيردمي
شان داده شـدهنـ8گيرد كـه در شـكل بارگذاري قرار مي

Fنمونه تحت بار. است = 100Nبنـابراين. گيـرد قرار مـي
ابعـاد. باشـد ها يكسان مي در تمام نمونه)σnom(2تنش نامي 

و ثابتهاي ماده مطابق آنچه در رابطه زير ذكـر شـده  نمونه
.شوداست انتخاب مي

BS

a
ρ

F

w

. نمونه مورد بررسي):8(شكل
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===

3.01050
7025200

νmmammW
GPaGmmBmmS

مي)17(با توجه به رابطه شود كه به شرط ثابـت ملاحظه
ــاي شــيار،  ــا بجــز شــعاع انته ــام متغيره نگاهداشــتن تم

و1Iپارامترهاي ضريب تمركز تنش،  ،Ωتوابعي از شعاع 
باشند كه بر مقدار چگالي انرژي كرنشي در حالت شيار مي

 نيـز)24(همچنين دقت در رابطـه.ل تأثيرگذار هستند او
شود كه پارامترهاي ضريب تمركـز تـنش، منجر به اين مي

1Lو ،Ωباشـد بر مقدار چگالي انرژي كرنشي موثر مـي .
ضريب تمركـز تـنش بـا اسـتفاده از المـان محـدود بـراي

 به صورت آنچه در نمـودار شـكل مقاديري از شعاع كنترل 
مي9 .آيد آمده است به دست

y = 3.3684x-0.4625
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و شعاع 47 ... تأثير عمق

 نمودار تغييرات ضريب تمركز تنش بر حسب):9(شكل
.شعاع انتهاي شيار

ميهمانطور كه ملاحظه مي توان يك رابطه تواني با شود،
تقريب بسيار خوب براي محاسبه ضريب تمركز تنش به 

به. آمده است نوشت9اي كه در شكل صورت رابطه لازم
ذكر است كه رابطه مذكور تنها براي مقادير بكار رفته در 

.باشداين مقاله معتبر مي
mmRCبا درنظر گرفتن مقدار شعاع كنترل 1=،

نمودار تغييرات چگالي انرژي كرنشي بر حسب شعاع
شكل  .باشدمي10انتهاي شيار به صورت

ميه شود، شعاعهاي درنظرگرفته شده مانطور كه ملاحظه
و دوم حجم كنترل را  براي انتهاي شيار هر دو حالت اول

در. گيرنددربر مي با توجه به نمودار فوق مشخص است كه
 حداكثر مقدار براي مقدار متوسطmm75.0=ρشعاع 

دراين مقدار بيش. آيدچگالي انرژي كرنشي به دست مي  ينه

30

32

34

36

38

40

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
ρ [mm]

A
SE

D
[K

Pa
]

Case 1
Case 2

 نمودار تغييرات ميانگين چگالي انرژي كرنـشي):10(شكل
بر حسب شعاع انتهاي شـيار بـا فـرض ثابـت مانـدن سـاير

.پارامترها

RC/ρ=1.333ها نشان داده است كه بررسي. افتد اتفاق مي
mmRCاگر شعاع كنترل بجاي   نيز، هر مقدار ديگري=1

و تغييرات مقدار متوسط چگالي انرژي درنظر گرفته شود
كرنشي بر حسب تغييرات شعاع انتهاي شيار رسم گردد، باز 

 اتفاق RC/ρ=1.333هم مقدار حداكثر اين پارامتر در 
شعاع كنترل(بنابراين براي يك ماده مشخص. افتدمي
مي) ثابت شود كه مقدار احتمال شكست وقتي ماكزيمم
لازم به ذكر است كه نتايج. شود333/1 برابرRC/ρبعد بي

و  به دست آمده فقط براي بارگذاري خمشي صادق است
چنانچه نوع بارگذاري تغيير كند ممكن است نتايج ديگري 

.حاصل شود
لازم به ذكر است كه با افزايش شعاع انتهاي شيار

RC/ρ تا جايي كه مقدار يابد ابتدا افزايش مي1Lپارامتر 
پس از آن با افزايش شعاع انتهاي. شودمي333/1مساوي

در مقدار. يابد كاهش مي1Lشيار، مقدار 
mm6172.1=ρحالت دوم حجم كنترل به حالت اول ،

ب با كه متناس(1Iدر اين حالت پارامتر. شودتبديل مي
به روند نزولي خود) باشد در حالت دوم مي1Lپارامتر

 با افزايش شعاع انتهاي شيار، مقدار حجم.دهدادامه مي
يابد ولي مقدار ضريب تمركز تنش كنترل افزايش مي

در نهايت با دقت در نتايج مقدار متوسط. يابدكاهش مي
كه( كه اين پارامتر شودچگالي انرژي كرنشي ملاحظه مي

پارامتر مورد نظر براي تشخيص بار بحراني شكست بر
با) مبناي معيار مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي است

و سپس افزايش مقدار شعاع انتهاي شيار ابتدا افزايش
كه. يابدكاهش مي بنابراين داراي يك مقدار ماكزيمم است

زيمم در همانطور كه قبلا بيان شد اين مقدار ماك
RC/ρ=1.333افتد اتفاق مي.

المان محدود، تحليل Ansysافزار با استفاده از نرم
. براي تحقيق صحت روابط به دست آمده انجام شده است

و بدين منظور نمونه هايي با ابعاد قبلي مدلسازي شده
،2/0،35/0،5/0،65/0،8/0،1،2/1،4/1،5/1مقادير 

و6/1،2،5/2 ر براي شعاع انتهاي شيار درنظر ميليمت3،
سپس مقدار متوسط چگالي انرژي. گرفته شده است

به دست مناسب1كرنشي با استفاده از نگارش كد ماكرو
و با مقدار تئوري مقايسه شده است نمودار. آمده است

مي11شكل  دهد كه توافق خوبي بين رابطه تئوري نشان
روابط(كرنشي براي محاسبه مقدار متوسط چگالي انرژي 

و مقدار به دست آمده با مدلسازي المان محدود)24و 17

1-Macro Code 
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و هوا فضا 48 ر(مجله مكانيك و 1388، تابستان2، شماره5، جلد)فتار مكانيكي موادسازه

دو. وجود دارد به طوري كه ماكزيمم اختلاف بين اين
مي1/6و مساويmm1=ρمقدار مربوط به  .باشد درصد

30

32

34

36

38

40

0 1 2 3

Case 2
Case 1
FEM

ρ [mm]

A
SE

D
[K

Pa
]

و مدلسازي المان محدود):11(شكل . مقايسه نتايج تئوري

تأثير عمق شيار بر مقدار متوسط چگالي انرژي-6
و بار بحراني شكست  كرنشي

ــاير ــت نگاهداشــتن س و ثاب ــر دادن عمــق شــيار ــا تغيي ب
)σmax(1پارامترها، فقـط مـاكزيمم تـنش در نـوك شـيار 

بنـابراين تغييـرات مقـدار متوسـط چگـالي. كندتغيير مي
م انرژي كرنشي در اين حالت متناسب بـا مجـذور مـاكزيم 

براي بررسي ايـن شـرايط نيـز. باشدتنش در لبه شيار مي
شكل   نشان داده شده اسـت، بارگـذاري8مطابق آنچه در
بــا اســتفاده از المــان محــدود،. شــودخمــشي انجــام مــي

ماكزيمم تنش در لبه شيار براي مقادير مختلفـي از عمـق 
به دست آمـده) با فرض ثابت نگاهداشتن ساير ابعاد(شيار 

شكلو نمودار  ابعاد نمونـه نيـز. رسم شده است12 آن در
.به صورت زير درنظر گرفته شده است

mmR
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بر):12(شكل  نمودار تغييرات تنش ماكزيمم در لبه شيار
.حسب عمق شيار 

شـود، تغييـرات تـنش نتيجه مـي12همانطور كه از شكل
، بـا دقـت)a(لبه شيار بر حسب عمـق شـيار ماكزيمم در 

 آورده12خوبي از يك تابع نمايي مطـابق آنچـه در شـكل
بنابراين تغييرات مقدار متوسـط. كندشده است پيروي مي

چگالي انرژي كرنشي بر حسب عمق شيار يك تابع نمـايي 
در. است اين مطلب براي ابعاد بكار رفته در اين مدلسازيها

. شده است نشان داده13شكل 

y = 4.4856e0.1155x
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 نمودار تغييرات مقدار متوسط چگالي انرژي):13(شكل
.كرنشي بر حسب عمق شيار

به منظور مقايسه نتايج تئـوري بـا نتـايج عـددي در ايـن
افـزار قسمت نيز مدلسازي المان محدود با استفاده از نـرم 

Ansys مي. انجام شده است مقـادير دهد كـه نتايج نشان
و عددي بسيار به يكديگر نزديك بـوده كـه نـشان  تئوري

بـراي بررسـي. باشددهنده صحت روابط به دست آمده مي 
تأثير عمق شيار بر مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي بـا 

 مقـدار مختلـف بـراي14درنظر گرفتن ابعاد مـورد نظـر، 
و مدلـسازي)a(پارامتر عمق شـيار درنظـر گرفتـه شـده

ش  شكل. ده است انجام  خلاصـه14نتايج به صورت نمودار
.شده است
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و شعاع 49 ... تأثير عمق

y = 4.4856e0.1155x
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با):14(شكل و نتايج عددي  مقايسه روابط تئوري
.Ansysافزار استفاده از نرم

 گيرينتيجه-7
و حجـم،در اين مقاله  با استفاده از تعريف شـعاع كنتـرل

ناحيـه كنترل، مقدار متوسط چگالي انرژي كرنـشي درون
دو حالـت مختلـف بـراي ايـن. حجم كنترل به دست آمد 

براي هـر دو حالـت مـورد نظـر،. منظور درنظر گرفته شد 
و در نهايـت دو  و تحليلي براي آن ارائه شـد روابط رياضي
رابطه براي محاسـبه پـارامتر مـذكور درون ناحيـه حجـم 

و نسبتاً دقيقي نيـز. كنترل ارائه گرديد  روابط تجربي ساده
. عبور دادن منحني مناسب از نتايج تئوري به دست آمد با 

و شعاع انتهاي شيار بر مقـدار متوسـط،سپس  تأثير عمق
چگالي انرژي كرنشي به صورت جداگانه مورد بررسي قرار

ها، كليـه پارامترهـاي ورودي در هنگام اين بررسي. گرفت
با بررسي تأثير شعاع انتهـاي. ديگر ثابت درنظر گرفته شد 

 بر مقدار متوسط چگالي انرژي كرنشي مشخص شـد شيار
و سـپس كه با افزايش شعاع شيار، اين مقدار ابتدا افزايش

 پـارامتر مقـدار متوسـط چگـالي،بنـابراين. يابدكاهش مي 
باشد كه بـراي انرژي كرنشي داراي يك مقدار ماكزيمم مي

 اتفـاق RC/ρ=1.333هر شعاع كنتـرل دلخـواه در مقـدار 
 در بررسـي تـأثير عمـق شـيار بـر ايـن،ينهمچن. افتدمي

پارامتر مشخص شد كه با تغيير عمق شيار، مقدار متوسط
. كنـد چگالي انرژي كرنشي بـه صـورت نمـايي تغييـر مـي 

 افزايش عمق شيار تأثير بسيار زيادي بـر افـزايش،بنابراين
بـر. مقدار متوسط چگالي انـرژي كرنـشي خواهـد داشـت

سط چگالي انرژي كرنشي، مقدار متو،اساس معيار شكست 

با توجه بـه ثابـت بـودن مقـدار بحرانـي بـراي يـك مـاده 
مشخص، واضح است كه بار بحرانـي شكـست بـا افـزايش 

 با افزايش،ولي. يابدعمق شيار به صورت نمايي كاهش مي 
با فرض ثابت بـودن سـاير پارامترهـاي(شعاع انتهاي شيار

و سپس)ورودي  افـزايش، بار بحراني شكست ابتدا كاهش
افـزار با استفاده از تحليـل المـان محـدود بـا نـرم. يابدمي

Ansys و  صحت روابـط بـه دسـت آمـده مـورد بررسـي
نتايج نشان داد كه بين مقادير تئـوري. تحقيق قرار گرفت

.و عددي اختلاف بسيار كمي وجود دارد
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