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  هاي پيزوالكتريك  با لايهي صفحات چهارگوش كامپوزيتتحليل خمشي
   بر اساس تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي

  روش كانتروويچ توسعه يافته  به
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  چكيده 

بار  ورق مياني يك. شود  پرداخته ميهاي پيزوالكتريك همراه لايه  بهيتطيل شكل كامپوزيتدر اين مقاله، به بررسي و تحليل خمش ورق مس
هاي يكنواخت و سينوسي و در حضور خاصيت پيزوالكتريك  ثر بارگذارياو خمش ورق تحت  ارتوتروپ در نظر گرفته شده ر ديگرايزوتروپ و با

تحليل بر اساس فرضيات تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي صورت گرفته و فقط به . به كمك روش كانتروويچ توسعه يافته بررسي شده است
با استفاده از روش گالركين و به كمك روش كانتروويچ، معادلات حركت ورق كه به . اقي محدود شده استحل مكانيزم پيزوالكتريك از نوع الح

اين . اند تبديل شده شده باشند، به يك دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي كوپل  ميصورت دستگاه معادلات ديفرانسيل وابسته غيرخطي
گاهي متفاوت، با  ، براي ورق كامپوزيت تحت شرايط تكيهدرستي نتايج حاصل. ندا دهش حل  سپسوكوپل   غير،معادلات به كمك روش اپراتور

دهد  نتايج نشان مي. ييد شده استأ و همچنين تحليل بر مبناي فرضيات تئوري كلاسيك صفحات مقايسه و تANSYSنتايج حاصل از حل 
  . شوند گرا مي به سرعت همها  بوده و پاسخمربوطه يقي براي حل معادلات كه روش كانتروويچ، روش دق
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ABSTRACT 
This paper presents a theoretical bending analysis of rectangular composite plates with piezoelectric layers. The host 
plate has been chosen orthotropic and  isotropic, respectively and has been analyzed under uniform and sinusoidal 
loads with piezoelectric property, using the extended Kantorovich iterative procedure. The solution has been 
developed, based on the first order shear deformation theory, and it is limited only for the solution of extension type 
piezoelectric mechanism. With the iterative procedure and using Galerkin method, the dependent non-linear system 
of differential equations of the plate have been changed to the couple linear differential equations, which is 
decoupled and solved by the operator method. The Result of the present analytical method for composite plate, under 
different boundary conditions, have been verified by comparing with classical plate theory results and with finite 
element and ANSYS result. The results show high accuracy, while the iterative process converges very rapidly.  
Keywords: Extended Kantorovich Method, Galerkin Method, First Order Shear Deformation Theory, Operator  
                     Method, Piezoelectric 
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   مقدمه-1

 ،1880از مواد پيزوالكتريـك بـه سـال         هاي نخستين     استفاده

را م مـواد پيزوالكتريـك      ان كوري اثـر مـستقي     درزماني كه برا  

 استفاده از مـواد     ،از آن زمان تا چند دهه پيش       .ددنكشف كر 

در ترانــسديوسرها هــاي گونــاگون  پيزوالكتريــك بــه اســتفاده

هـا در     عنـوان محـرك    اما استفاده از آنها به     محدود شده بود،  

همچنين توسعه و گسترش مـواد      . آغازگرديد1980هاي  سال

هـاي هـوا و فـضا        هوشمند براي استفاده در سـازه      كامپوزيتي

تواننـد   ها كه مـي    از انواع سراميك  . ]1[مورد توجه قرار گرفت   

-ســربتــوان بــه  مــي خــواص پيزوالكتريكــي داشــته باشــند

ــت ــت-تيتاني ــرد  1 زيركوني ــاره ك ــوع دي. اش ــن  ن ــري از اي گ

 - و ســـرب2زيركونيـــت- شـــامل ســـربهـــا  پيزوســـراميك

نيـز   4 تيتانيت - باريم توان به  باشد و همچنين مي    مي3تيتانيت

  .اشاره كرد 

محـدود بـراي صـفحات و        بعدي اجزاء  اغلب آناليزهاي دو       

  ه بر پاي ـ  ،روند  هاي هوشمند به كار مي       كه در سازه   هايي پوسته

باشـد    اي صفحات مـي     ري لايه تئوري كلاسيك صفحات يا تئو    

جايي در طول ضخامت، خطي در نظـر         هكه در آن ميدان جاب    

  .]2[گرفته شده است

 بــا FGMارتعاشــات ورق  ،نــوين و نجفــي زاده كــارگر      

. انـد و سنـسور را مـورد بررسـي قـرار داده          هـاي محـرك      لايه

معادلات ديفرانسيل حركت ورق را بر اساس تئوري كلاسيك         

 با اسـتفاده از     حاصل،ت آورده و معادله حركت      دس هصفحات ب 

 FGMثير افزايش حجم مـاده      أ و ت  شدههاي فوريه حل     سري

  .]3[روي تغييرات فركانس مورد بررسي قرار گرفته است

ــشل و ردي      ــ5مي ــامپوزيت مع ــت ورق ك ــا يادلات حرك  ب

معـادلات  . انـد  الكتريك را مورد بررسي قرار داده     هاي پيزو  لايه

 ت بـر   و محاسـبا   آمـده دست  هس روش انرژي ب   حركت بر اسا  

هـاي مكـانيكي و تغييـرات        مبناي كوپلينگ بين تغيير شـكل     

روش كانتروويچ توسط   .]4[شارژ الكتريكي صورت گرفته است    

 بــراي حــل مــسئله پــيچش ميلــه 1968 در ســال ]5[ 6كــر

. اده قـرار گرفـت    مورد استف  منشوري با مقطع مستطيل شكل    
__________________________________________ 
1- Lead-Zirconate Titanate 
2� Lead-Zirconate(PbZrO3) 

3- Lead-Titanate(PbTiO2)  
4� Barium-Titanate (BaTiO3) 

5- Mitchell &  Reddy 

6- Kerr 

اي  هاي شـناخته شـده      زيادي با حل   نتايج اين آناليزها تطابق   

 براي حل   ،پس از آن اين روش    .  دارد باشد كه در دسترس مي   

مسائل گونـاگون در الاستيـسيته دوبعـدي از جملـه مـسئله             

، حل مـسئله    ]6[خمش ورق نازك مستطيل شكل ايزوتروپ       

، ]8[، ارتعاشـات آزاد     ]7[ توسط كر  1969مقدار ويژه در سال     

 مورد توجه   7توسط كيم ]12[ رنشو آناليز ك   ]9-11[كمانش  

  . قرار گرفت

 پاسخي را براي خمـش در ورق مـستطيلي از           ]13[اقدم       

پـس از   . ده اسـت  دست آور  هنوع رايزنر و ايزوتروپيك گيردار ب     

براي رسيدن بـه رفتـار      ، اين مدل را     ]14[آن اقدم و فلاحتگر   

  . هاي مستطيلي ضخيم گسترش دادند خمشي در ورق

 كانتروويچ كلاسـيك    هاي روش، با معرفي    ]15[در مرجع        

  . شده استمحاسبه  8 نيروهاي كمانش،وسعه يافتهتو 

همچنين صـحت روش كـانتروويچ در مختـصاتي غيـر از                 

 بـراي آنـاليز     2007مختصات كارتزين توسط اقـدم در سـال         

 و ،]17[ و خمش ورق قطاع نازك ارتـوتروپ ]16[تنش قطاع

اي   بـــراي پنـــل اســـتوانه2007 در ســـال ]18[9ابـــوحمزه

  .  مورد بررسي قرار گرفته استيكامپوزيت

 بـر   اي مـستطيلي مبتنـي     ورق لايه ،  ]19[10 كر و دالايي       

گرايـي در     و دريافتند كه هم     بررسي كرده  راتئوري كلاسيك   

جواب روشي كه مبتني بر روش كانتروويچ توسعه يافته است          

 مـستقل   ،ت آمده دس هبسيار سريع بوده و شكل نهايي پاسخ ب       

  . از نخستين انتخاب است

 كه روش تكرار شونده     نشان دادند ،  ]20[ 11كر و الكساندر       

 ـ    گرا بوده و   به سرعت هم    ،دسـت آمـده    ه شكل نهايي معادله ب

)مستقل از انتخاب اوليه      )ng yچنـد روش    علاوه هر  به. است

ييـرات اسـت، تـابع      كانتروويچ توسعه يافته مبتني بر اصل تغ      

و  كدام از شرايط مرزي هندسـي آزمون اوليه لازم نيست هيچ

دهـد   هايي مـي   روش تكرار شونده پاسخ   . ند ك ءارضاطبيعي را   

  .]21[كند  ميءنجام تمام شرايط مرزي را ارضاكه سرا

شود كه   ي بر تحقيقات صورت گرفته مشخص مي      با مرور      

ي ورق را با استفاده     تنها تعداد كمي از تحقيقات، پاسخ خمش      

__________________________________________ 
7- Kim 
8- buckling loads 
9- Abouhamze 
10- Dalei 
11- Alexander 
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هـا بـه     كنون تمامي آن    و تا   دست آورده  هاز روش كانتروويچ ب   

  .اند هاي ورق گيردار باشد محدود شده هحالتي كه تمام لب

ــه      ــن مقال ــه ،در اي ــانتروويچ توســعه يافت ــا  از روش ك  و ب

 ت معـادلا  استفاده از روش گالركين و به كمك روش اپراتـور،         

 بـه همـراه     يستطيل شكل كامپوزيت  ديفرانسيل تعادل ورق م   

 سپس نتايج حاصـل   .  شده است  تحليلهاي پيزوالكتريك    لايه

تحـت اثـر     گـاهي متفـاوت و     براي ورق، تحـت شـرايط تكيـه       

هـاي يكنواخـت و سينوسـي و در حـضور خاصـيت              بارگذاري

 همچنـين  وANSYS  با نتايج حاصل از حـل  ،پيزوالكتريك

 مقايسه شده   تي كلاسيك صفحا  ربر اساس فرضيات تئو   حل  

  .است

  

  روش كانتروويچ  - 2

 روش كانتروويچ، تابع براي حل معادله ديفرانسيل به كمك

ضرب توابعي از متغيرهاي موجود   به صورت حاصلمورد نظر

  :شود گرفته مي  در نظرزير رابطه در معادله ديفرانسيل مطابق

)1(  ( . ) ( ) ( ) ,W x y K x y= ⋅Φ ⋅ Ψ  

)بعد كردن توابع     براي بي  K ضريب    در آن،  كه ), ( )x yΦ Ψ 

  .]21[باشد مي

)يكي از توابع    ) 1(در معادله         )xΦ    و يا ( )yΨ   را معلـوم

در معادله ديفرانـسيل    ) 1(فرض نموده و با قرار دادن معادله        

مانـده    بـاقي  هـاي   ورق و بـا اسـتفاده از يكـي از روش           خمش

ه بـه صـورت معادلـه       معادلـه ديفرانـسيل ديگـري ك ـ      ،  1وزني

در مرحلـه   . دسـت خواهـد آمـد     ه ب ،باشد  مي ديفرانسيل كامل 

كمـك   دست آمده را معلوم فـرض نمـوده و بـه           ه جواب ب  ،بعد

 ـ        ) 1(رابطه   دسـت   هو معادله ديفرانسيل مسئله، تـابع ديگـر ب

گرا  اص همها به مقدار خ    ده تا جواب  اين عمل تكرار ش   . آيد مي

  .]21[شوند

ــي    ــرض م ــيك ف ــانتروويچ كلاس ــه        در روش ك ــود ك ش

  :جايي ورق به صورت زير است جابه

)2(  1
1

( , ) ( ) ( ) ,
m

m n n
n

w x y f x g y−
=

= ⋅∑  

)1در آن،كه  )ng y−21[ توابع انتخابي قبلي هستند[.  

ده و سـپس   يگزين ش  در معادله حركت ورق جا     )2(رابطه       

لركين و با استفاده از قضيه اساسي حـساب         اروش گ با اعمال   

__________________________________________ 
1- Weighted Residual Method 

 تـابع   m معادله ديفرانسيل معمولي براي تعيين       mتغييرات،  

)مجهول   )nf x اين معادلات ديفرانسيل   . دست خواهد آمد   هب

سـپس توابـع    . شـوند  توسط شرايط مرزي متنـاظر حـل مـي        

( )nf xــ ــده ه ب ــود آم ــه وج ــاره در معادل ــا) 2( دوب يگزين ج

  .]21[شود مي

 عمليـات تكـرار ادامـه       عه يافته،  در روش كانتروويچ توس         

براي ايـن   . گرا شود  هميابد تا پاسخ به درجه دقت مطلوب         مي

  :]21[استشود خيز ورق به شكل زير  حالت فرض مي

)3(  
1

( , ) ( ) ( ) .
m

m n n
n

w x y f x g y
=

= ⋅∑  

)  در آن،كــه )nf xــ ــع ب ــه قبــل   ه تواب دســت آمــده از مرحل

)بـــوده و ) كــانتروويچ كلاســـيك ( )ng yمجهـــول اســـت .

( )ng y   ها ازm   ـ  عمليـات  . آينـد  دسـت مـي    ه معادله خطي ب

)تكرار با جايگزيني مجدد      )ng y  ـ ) 2( در معادلـه  دسـت   هو ب

)مجهول آوردن  )nf x21[يابدادامه مي[.  

  

 استخراج معادلات حركت ورق بر اساس تئوري -3

2 (FSDT) مرتبه اول تغيير شكل برشي
  

زير دو فرض همانند تئوري كلاسيك،  ،تئوري مرتبه اولدر 

 :معتبر است

خطوط مستقيم عمود بر صفحه مياني قبل از تغيير شكل، )1

   ومانند مي شكل هم مستقيم باقيبعد از تغيير 

طـول   ، تغييـر  ود بـر صـفحه ميـاني      خطوط مـستقيم عم ـ   ) 2

  .دهند نمي

 بـر خـلاف     ، در تئوري مرتبه اول تغيير شـكل برشـي         ،اما     

كلاسيك، صفحات عمود بر سطح مياني، بعد       تئوري  فرضيات  

 ماننـد  ديگر بر سطح ميـاني عمـود بـاقي نمـي          از تغيير شكل    

اي ه ـ  مؤلفه ، تئوري  اين نظر گرفتن  با در   در نتيجه  .)1شكل  (

xx,كرنش نرمال    yyε ε     و كرنش برشي , ,xy yz xzε ε ε  ،  وجـود

. باشــد صــفر مــي ،zzε و تنهــا مؤلفــه كــرنش نرمــال شــتهدا

 ـ ايه ـ چنين مؤلفه هم  يعنـي ( y و   x در راسـتاي     جـايي  هجاب

u,v (توابعي خطي نـسبت بـه        صورت هب z      فـرض گرديـده و 

 z مـستقل از     w ، يعنـي  ضخامت در راستاي    جايي هجاب مؤلفه

 ـ    بـا ايـن توضـيح      .شـود  در نظر گرفته مي    جـايي   هميـدان جاب

  :]22[شود نوشته ميصورت زير  هب

__________________________________________ 
2- First Order Shear Deformation Theory 
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)4(  

( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,

( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,

( , , , ) ( , , ) .

x

y

u x y z t u x y t z x y t

v x y z t v x y t z x y t

w x y z t w x y t

ϕ
ϕ

= −
= −

=

o

o

o

 

ــه  0، )4(در رابطــــــــ 0 0( , , ), ( , , ), ( , , )u x y t v x y t w x y t 

)ميــاني  جــايي صــفحه  ه جابــهــاي مؤلفــه , , )x x y tφ  و

( , , )y x y tφ حـول   به ترتيبچرخش عمود بر صفحه مياني 

   .دنباش ميy و xمحورهاي 

 
 نمودار خيز ورق با فرضيات تئوري مرتبه اول ):1(شكل

  . تغيير شكل برشي

  

 ورق مطابق رابطـه     هر نقطه از   نش در هاي كر  مؤلفهچنين  هم

  :]22[شود زير تعريف مي

)5(  { } { } { }0 1( ) .zε ε ε= +  

  :]22[در رابطه فوق

)6(  

{ } { }
{ }

}

{ } }
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0 0 0 0 0 0
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1 1
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T

y x

Ty yx x
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ε

ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕε

=

∂ ∂ ∂ ∂⎧= + +⎨ ∂ ∂ ∂ ∂⎩

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂⎧= +⎨ ∂ ∂ ∂ ∂⎩

 

اصل هميلتون اسـتفاده    از   ورق معادلات حاكم بر     براي تعيين 

  .]22[شودمي

)7(  
0

( ) 0 .
T

U V K dtδ δ δ+ − =∫  

 كـار مجـازي     Vδ، انرژي كرنشي مجازي   Uδ،  در اين رابطه  

انرژي جنبشي مجازي   Kδ،ه توسط نيروي خارجي   انجام شد 

 بـا رابطـه زيـر تعريـف         FSDTبوده و با توجه بـه فرضـيات         

  :]22[شود مي

)8(  
0

2

2

( 2 2

2 ) .

h

h xx xx yy yy xy xy xz xz

yz yz

U

dzdxdy

δ σ δε σ δε σ δε σ δε

σ δε

−
Ω

= + + +

+

∫ ∫  

 معرف محدوده سطح ورق قبل از تغيير 0Ωدر رابطه فوق

گيري از رابطه فوق در راستاي ضخامت  با انتگرال. شكل است

  :خواهيم داشت

)9(  0

0 1 0 1

0 1 0 0

(

) ,

xx xx xx xx yy yy yy yy

xy xy xy xy x xz y yz

U N M N M

N M Q Q dxdy

δ δε δε δε δε

δγ δγ δγ δγ
Ω

= + + +

+ + + +

∫
 

 ij اي، نيروهاي درون صفحه  Nij،كه در آن

Mها و ممانi Q 

بـه صـورت زيـر      باشـند و    در واحد طـول مـي     نيروهاي برشي   

  :]22[شوندميتعريف 

)10(  { } { }/2

/2
, , , , ,

h

xx yy xy xx yy xyh
N N N dzσ σ σ

−
= ⋅∫  

)11(  { } { }/2

/2
, , , , ,

h

xx yy xy xx yy xyh
M M M z dzσ σ σ

−
= ⋅ ⋅∫  

)12(  { } { }2

2

, , .
h

hx y s yz xzQ Q K dzσ σ
−

= ⋅∫  

با  بوده و مقدار آن 1 ضريب تصحيح برشKs ،ابطه فوقدر ر

 بار q كه در صورتي .باشد  مي6/5توجه به شكل مقطع 

خارجي وارد بر ورق باشد، مقدار انرژي پتانسيل از رابطه زير 

  :]22[دست مي آيد هب

)13(  
0

0 .V q w dxdyδ δ
Ω

= − ⋅∫  

  :ي جنبشي عبارتست ازژهمچنين انر

)14(  ,)(
0

2

2

0∫ ∫
Ω −

++=
h

h

dzdxdywwvuuK &&&&& δδδρδ  

در ) 4(با قـرار دادن رابطـه       . معرف چگالي است  0ρ،كه در آن  

  :شود نتيجه مي) 14(رابطه 

)15(  0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 2

[ ( (

) ( )] .

x x

y y x x y y

K I u u v v w w I u u

v v I dxdy

δ δ δ δ ϕ δ δϕ

ϕ δ δϕ ϕ δϕ ϕ δϕ
Ω
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0 مقادير،در رابطه فوق 1 2, ,I I Iشود صورت زير تعريف مي به:  

)16(  
{ } { }22

0 1 2
2

3

, , 1, ,

,0, .
12

h

hI I I z z dz

h
h

ρ

ρ

−
=

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭

∫
 

__________________________________________ 
1- Shear Correction Factor  
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و كـار   بـشي و پتانـسيل      نگذاري مقادير انـرژي ج     با جاي      

 سـازي  ه و سـاد   )7( رابطـه    درمجازي ناشي از نيروي خارجي      

  :]22[شود نتيجه مي

)17(
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, , 0 0 1 00
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  :]22[ ، در آنكه

)18(  
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w w
u v w N N

x x y

w w
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0با برابـر صـفر قـرار دادن ضـرايب            0 0, , , ,y x w v uδϕ δϕ δ δ δ ،

  :]22[شوند به صورت زير تعيين مي حركتمعادلات
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,xyxx x
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نظر از ترم زمان، معـادلات تعـادل ورق بـر           با صرف  ،در نهايت 

، بـه   (FSDT) تئوري مرتبه اول تغييـر شـكل برشـي         اساس

  :]22[شودصورت زير تعيين مي

)20(  

0 ,xyxx
NN

x y

∂∂
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∂ ∂
 

2 20 ,xy yyN N
a b

x y

∂ ∂
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0 .xy yy
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M M
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x y

∂ ∂
+ − =
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 ارتـوتروپ بـا تئـوري       - تحليل خمـش ورق پيـزو      -4

FSDT  به كمك روش كانتروويچ توسعه يافته 

 كـه   بـوده  لايـه  داراي سـه      ورق مـورد بحـث      مدل كه از آنجا   

ــامل ــه ورقش ــك و  دو تك ــنس   پيزوالكتري ــك ورق از ج ي

, مقــادير ، اســترتــوتروپا , , ,xx yy xy xx yyM M M N N و 

xyNبرابر است با،) 10-11( با توجه به رابطه  كل :  

)21(  
31

2 1 2

,
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h a s
xx xx xxxx z z
h a s

yy yy yy yy
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)22(  
31 1

2 0 2

. . ,

h a s
xx xx xxxx zz z
h a s

yy yy yy yy
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⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  

 مربـوط بـه    a و   1مياني صفحة    به مربوط h نمادها،  كه در آن  

  در R مقـدار    و 3 صفحة سنسور  مربوط به  s و   2صفحة محرك 

  زيـر  صورتباشد كه به      مي4باكس كار  همان معادلة    رابطه بالا 

  :شود ريف ميتع

[ ] [ ]( , ) ( ) ( ) . ( ) ( )

1 , ,

0 for other points.

R x y H x a H x a H y a H y a

a x a b y b

= − − + − − + =

− < < − < <⎧
⎨
⎩

  

ــي در      ــت كل ــايي،حال ــه   و در ج ــازوكارك ــلس ــرد   عم ك

هـاي   لفـه ؤنظـر از م    فپيزوالكتريك از نوع الحاقي باشـد، صـر       

) (كــشش صــفحه ميــاني , )v x y
o

)و  , )u x y
o

تــوان  ، مــي )

 بـا   ي ممـان بـراي ورق كـامپوزيت       هـاي نيـرو و     مقادير منتجه 

صـورت    به )11-12( بر اساس روابط     هاي پيزوالكتريك را   لايه

  :]21[نوشت زير
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  :]23[چنين داريم همو

__________________________________________ 
1- Host 
2- Actuator 
3- Sensor 
4- Box Car Function 
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 ijD و1كششيماتريس سختي  هاي مؤلفه ijA در آن،كه

عبارتند  و باشند  مي2ماتريس سختي خمشي هاي مؤلفه

  :  ]24[از

)25(  
( )

( )
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1
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n t

ijij t k
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A Q dz

D Q z dz

−

−

=
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=
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∑ ∫
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)چنين،هم , ), ( , )y xF x y F x yهاي تحريك   ممان

  :]25[پيزوالكتريك هستند كه عبارتند از

)26(  
/2

3 33
3 3/2

33

.
. . . .

h
i

ii ih

Q e
F e E z dz

Q−

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

 ijQ ميدان الكتريكي عمود بر ورق،مؤلفه3E،)26(رابطه  در

هاي   ثابتijeثابت الاستيسيته ورق پيزو الكتريك و 

با توجه به اينكه دو معادله اول  .]25[باشد الكتريك ميپيزو

باشند، لذا براي تحليل فقط سه   ميwمستقل از ) 20(

گذاري روابط  با جاي را مد نظر قرار داده و) 20(معادله آخر 

  :خواهيم داشت  معادلهسهاين در ) 22-21(

)27(  

2 2
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∂
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 يك دستگاه معادلات ديفرانسيل غير خطي) 27(ستگاه د

ل به آساني قابل حل هاي معمو  است كه با روشكوپل

روش كانتروويچ آن را به يك  استفاده از توان با نيست، اما مي

 خطي، كه به راحتي قابل حل  معادلات ديفرانسيلدستگاه

 و بر اساس آنچه كه براي اين منظور،. است، تبديل كرد

جايي و   توابع جابه،توضيح داده شده روش كانتروويچ دربار

   :شوند گرفته ميچرخش به صورت زير در نظر 

__________________________________________ 
1- Extensional Stiffness Matrix 
2- Bending Stiffness Matrix 
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.                                             ، در آنكه .k a b=  

 ز نـوع  كـرد پيزوالكتريـك ا     در حالتي كـه مكـانيزم عمـل            

هـاي ممـان ناشـي از تحريـك          الحاقي باشد، مقـادير منتجـه     

  :]26[دشونصورت زير تعريف مي  بهالكتريك هاي پيزو لايه
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 سـه   ، دستگاه )27(در دستگاه    )28(با قرار دادن مقادير رابطه      

  :شود معادله به صورت زير تبديل مي
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به ترتيب  ،سازي پس از ساده )30-32(روابط 

)در ), ( )y xy yφ φ  و( )W y ها روي ناحيه  ضرب و از آن

(0,b)، )سازي  با ساده .شود گرفته ميانتگرال ) طول ورق

توان  را به صورت زير ميديفرانسيل دستگاه معادلات  ،روابط

   :نوشت
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:  معادلات فوق    مجموعهدر  
2

2
2

,
d d

d d
dy dy

=  چنين همو   =

  :داريم
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  :و همچنين داريم
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yy

F

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ϕϕ

ϕ
ϕ ϕ

= =

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂

∂∂= ⋅ =
∂ ∂

∂ ∂= =
∂∂

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

1

0

( )
( ) .

b
x

y

y
y dy

y

ϕϕ ∂
=

∂∫

 

  :نيزو 

)36(  

0
1

55 0

2
11 0

3
11 0

( ) ,

cos( ) ( )sin( ) ,

sin( ) ( )cos( ) .

b

s

b
x

x x y

b
y

x y y

q
B W y dy

K A

k f
B k x y k y dy

D

k f
B k x y k y dy

D

ϕ

ϕ

−
=

− ⋅
= ⋅ × ⋅

− ⋅
= ⋅ × ⋅

∫

∫

∫

 

، يك دستگاه معادلات ديفرانسيل )33(دستگاه معادلات 

  از روش اپراتور استفاده است كه براي حل آن كوپلخطي

  . شود مي
  

حل دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي تعادل ورق  - 5

   با روش اپراتورارتوتروپ

دستگاه  مناسب و دقيق براي حل يروش اپراتور روش

شبيه دستگاه معادلات ، كوپل لات ديفرانسيل خطيمعاد

اساس اين روش بر مبناي دستور كرامر است . باشدمي) 33(

d/و در آن با استفاده از اپراتور مشتق يعني d dy=  و
2 2 2/d d dy= معادلات دستگاه به شكل اپراتوري مانند 

با  .]27[شود  مي دستگاه حل و سپس شدهنوشته) 31(رابطه 

 )33(رامر در رياضيات براي دستگاه كاستفاده از دستور 

  :توان نوشت مي

)37(  

2
1 1 7 4 1

2
3 4 2 6 4 6

2
1 3 10 4 11 5 3 7

( )

,

k Fd c F F d c F

kc F d F d c c F d

kc c F c F d c F d c

+
Δ = − +

− +
 

1 4 1
2

( ) 2 2 6 4 6
2

3 4 11 5 3 7

,W x

B F d c F

B F d c c F d

B c F d c F d c

Δ = +
+

 

2
1 1 7 1 1

( ) 3 4 2 4 6
2

1 3 10 3 5 3 7

2
1 1 7 4 1

2
( ) 3 4 2 6 2

1 3 10 4 11 3

( )

,

( )

.

x

y

x

x

k Fd c F B c F

kc F d B c F d

kc c F B c F d c

k Fd c F F d B

kc F d F d c B

kc c F c F d B

ϕ

ϕ

+
Δ = −

− +

+
Δ = − +

−

 

) توابع ،در اين روش ), ( )y xx xφ φ و ( )W x  با عبارات زير

  :شوند تعريف مي

)38(  

( )

( )

( )

( ) ,

( ) ,

( ) .

x

y

W x

x

x

x

y

W x

x

x

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Δ
=

Δ
Δ

=
Δ

Δ
=

Δ

 

  :سازي داريم و با ساده) 36(در ) 35(گذاري روابط  با جاي

)39(  
1 1

2 2

3 3

( ) sin( ) ,

( ) cos( ) ,

( ) sin( ) .

x

x x

y x

W x S k x T

x S k x T

x S k x T

ϕ
ϕ

= × ⋅ +
= × ⋅ +
= × ⋅ +

 

  : عبارتند ازiSدر اين روابط ضرايب

)40(  

2 2
1 3 1 6 5 1 2 5 4 4 6

11

2
2

2 5 3 4 1 4 5 6 7 4
11

2
2 3 1 4 6 7 1 3 4 5 4 1 6

11

2 2
2 1 5 3 7 7 1

11

4 2
5 3 1 1 3 5

sin( )( )

sin( )( ) ,

cos( )( )

.
cos( )(

y
x x x

x
x x

x y
x x

x
x x x

x

fk
S m k x cc F k c FF k c FF

D

fk
m k x k c FF cc FF c F

D

fk k
S m k x kcc FF kcc FF k c FF

D

k fk
m k x k cc FF k c F

D

k c F F c c F

= − − +

− +

= + − +

+

− + 2
1 7 7

2 2 2 2
3 3 3 4 6 1 1 2 7 1 6 7

11

2
2

2 1 4 6 7 1 3 4 5 4 1 6
11

) ,

.
sin( )( )

.
sin( )( ) .

y
x x x x

x
x x

cc F

k fk
S m k x k c F k c F k c FF cc F

D

k fk
m k x cc FF cc FF k c FF

D

−

= + + − +

+ −

 

   :م داري،همچنين

)41(  

0
1 6 7 1

55

2

0
3 1 3 6 5 1

55

,
.

0,

.
.

s

s

q
T c c m

K A

T

q
T k c c c F m

K A

−
= ×

=
−

= ×
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1 مقادير)40-41(روابط  در 2 3, ,m m mورت زير تعريف  به ص

  :اند شده

)42(  

1

0

2

0

3

0

( ) ,

( )sin( ) ,

( ) cos( ) .

b

b

x y

b

y y

m W y dy

m y k y dy

m y k y dy

ϕ

ϕ

=

= ⋅

= ⋅

∫

∫

∫

 

) 39-42(گذاري از روابط  و مقدار) 38(با توجه به روابط      

ه  ب،)33( كوپل  دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي،در آن

  :شود صورت زير تبديل مي  خطي مستقل بهيك دستگاه

)43(  

6 4 2

1 2 36 4 2

4 1 1

6 4 2

1 2 36 4 2

4 2 2

6 4 2

1 2 36 4 2

4 3 3

( ) ( ) ( )

( ) sin( . ) ,

( ) ( ) ( )

( ) sin( . ) ,

( ) ( ) ( )

( ) sin( . ) .

x

x x x

x x

y y y

y x

d W x d W x d W x
A A A

dx dx dx
A W x S k x T

d x d x d x
A A A

dx dx dx
A x S k x T

d x d x d x
A A A

dx dx dx
A x S k x T

ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

× + × + × +

× = +

× + × + × +

× = +

× + × + × +

× = +

 

  : داريمدر معادلات فوق

)44(  

1 5 1 2 3

2
2 1 5 2 3 7 3 5 3 4

2
4 1 6 11 7 1 2 5 6 1 3

2
3 1 3 2 5 10 6 7 1 1 3 4 4 6 7

2
1 4 6 7 11 1 7 2 7 1 5 6 3 7

2
1 3 4 4 5 11 3 7 4

2
4 1 6 7 7 1 3 6 5 10

,

,

,

.

A kc F F F

A kc c F F F kc c F F

kc F F F kc F F kc c F F

A kc c F F F kc c F kc c c F F F

kc c F F F kc c F F kc c c F F

kc c c F F F kc c F

A kc c c F kc c c F F

=

= + −

+ +

= + − −

+ +

− +

= +

 

، يك معادله ديفرانسيل )44( رابطه  يك از معادلاتهر

  :باشد  با معادله مشخصه زير مي4 مرتبه معمولي

)45(  6 4 2
1 2 3 4 0,A A A Aλ λ λ+ + + =  

  :توان نوشت صورت زير مي كه جواب آن را به

)46(  

6 1
11

4

6 2
21

4

6 3
31

4

( ) .exp( . ) sin( . )

( ) .exp( . ) cos( . ) .

( ) .exp( . ) sin( . )

i i xi

x i i xi

y i i xi

T
W x p x SP k x

A

T
x q x SP k x

A

T
x r x SP k x

A

λ

ϕ λ

ϕ λ

=

=

=

⎧
= + +⎪

⎪
⎪⎪ = + +⎨
⎪
⎪

= + +⎪
⎪⎩

∑

∑

∑

 

 عبارت است از شش ريشه معادله iλدر اين رابطه مقادير 

)4 و عبارات )45(مشخصه معادله  / ) ( 1, 2,3)iT A i = 

به صورت نيز  SPi و هاي خصوصي مسئله بوده معرف جواب

  :شود زير تعريف مي

        
6 4 2

1 2 3 4

, 1, 2,3.i
i

x x x

S
SP i

k A k A k A A
= =

− + − +
  

هاي   هريك از لبهربا توجه به نوع شرايط مرزي كه د      

)توان مقادير اوليه توابع ورق وجود دارد، مي ), ( )y xx xφ φ و 

( )W xا شرايط  براي ورق ب،مثالبه عنوان  .دست آورد ه را ب

  : داريم]x=0,a ]26هاي  مرزي گيردار در لبه

)47(  0

( ) ( )
(0) ( ) 0 , 0 ,

(0) ( ) 0,
x x a

y y

dW x dW x
W W a

dx dx

aφ φ
= =

= = = =

= =
 

  :ها به صورت مفصلي باشند، داريم گاه يا اگر تكيهو 

) 48(  
0)()0(

0
)()(

,0)()0(
2

2

0
2

2

==

====
==

a

dx

xWd

dx

xWd
aWW

xx

axx

ϕϕ

 

)در ادامه، با مشخص شدن توابع      ), ( )y xy yφ φ و 

( )W y ،ًتعيين  همين روند حل برايمجددا 

)توابع ), ( )y xx xφ φ و ( )W xدر اين . شود برده ميكار   به

حالت دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي به صورت زير 

)آيد، كه با حل آن مقادير توابع  مي دست هب ), ( )y xx xφ φ  

)و  )W x شوند يين ميتع به صورت زير:  

)49(

2
7 1 1 5 1 4 1

2
3 10 1 5 2 4 6 2

2
1 3 4 4 11 2 3 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

x y

x y

x y

k G cGd W y G y cGd y V

kc G W y J c Gd y c Gd y V

kcc GdW y c G d y cG d J y V

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ + + =

− + + + =

− + + + =

 
هـاي حـل     يك از ضرايب با روش     نيز مقادير هر  ر اين حالت    د

 در مرحلـه قبـل گفتـه شـد محاسـبه            عددي نظير آنچه كـه    

 بـار تكـرار،     سـه با تكرار اين روش، پـس از حـداقل          . شود مي

  .رسند گرايي مناسبي مي ها به دقت و هم پاسخ

  

   نتايج عددي - 6

شونده كانتروويچ توسط  برنامه محاسباتي براي روش تكرار

دست آمده با نتايج  ه و نتايج ب نوشته شدهMAPLEافزار  نرم

مشابه مقايسه شده هاي حل ديگر براي ورق   از روشحاصل

 از mm8/0  و ضخامتcm10×10، به ابعادورق مربعي. است

. شده استينيوم و گرافيت اپوكسي انتخاب جنس آلوم

 ورق مربعي شكل خمشنوان اولين مثال، مسئله ع به
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بار براي ، با خواص مطرح شده يك)ايزوتروپ (آلومينيوم 

ذاري يكنواخت و حالتي كه ورق به تنهايي تحت بارگ

، و بار ديگر براي حالتي كه دو لايه سينوسي قرار دارد

 به بالا و پايين mm1/0 پيزوالكتريك هر يك به ضخامت 

دست آمده در تئوري  كمك روابط به  به،ق چسبانده شدهور

FSDT در ادامه و در جدول . ، مورد بررسي قرار گرفته است

 دست آمده ه و نتايج بANSYSدست آمده با حل هنتايج ب 1

و  ]CLPT]21 از همين روش بر اساس فرضيات تئوري

ده و صحت ش  مقايسه]26[ 1 تيموشنكوتوسطچنين  هم

فقط براي ورق (ي تيموشنكو ها پاسخ. شود نتايج تأييد مي

4به فرم خلاصه ) ايزوتروپيك مربعي
0 /w q a Dα= 

ار  ب0q،  مربوط به شرايط مرزي ورقαباشد، كه پارامتر  مي

  سختيD و  ابعاد ورقa ،توزيع شده عرضي روي ورق

، ن حالت براي ورق آلومينيوم در اي.باشد خمشي آن مي

D=3.2774 [Nm2/m] ]26[.   

 q0=1 نوع بارگذاري، دودر كليه حالات، براي هر      

[N/m2]چنين شرايط مرزي  هم.  در نظر گرفته شده است

هاي مورد بحث در اين  گاه گرفته شده براي تكيه در نظر

  :]26[صورت زير تعريف شده است مقاله به

Simply supported edge:     
2

2
0x x

w
w

x
φ∂= = =

∂
 

Clamped edge:                0x y

w
w

x
φ∂= = =

∂
 

و خواص موادي كه مسئله براي آنها حل شده است به شرح 

  :]26[زير است

  :آلومينيوم 

E=69 Gpa, ν=0.32, G=26.13  Gpa,   
  :گرافيت اپوكسي 

E11=9.8 × 1010 [N/m2], E22=0.79 ×1010 [N/m2], 
G12=0.56× 1010 [N/m2]  , ν12=0.28. 

  :پيزو الكتريك 
E11=8.84 ×1010 [N/m2], E22=7.6×1010 [N/m2],  
G12=2.1× 1010 [N/m2] , ν12=0.37, 
e31=-7.209 [C/m2] , e33=15.118 [C/m2].  

در مرحله بعد، مسئله خمش ورق، براي ورق گرافيـت                  

افيــت اپوكــسي چهــار لايــه و گر) ]0/90[(اپوكــسي دولايــه 

)s]90/0[ (           در دو حالت بارگذاري يكنواخت مـورد بررسـي ،

__________________________________________ 
1-Timoshenko 

دست آمده بـراي خيـز ورق        مقايسه نتايج به  . قرار گرفته است  

ــه  ــاب لاي ــل از     در غي ــايج حاص ــا نت ــك، ب ــاي پيزوالكتري ه

ــوري ــل CLPTتئ ــكلANSYS و ح ــاي   در ش  و 2-3ه

اي مـورد   المانه ـ. آمده اسـت   2 در ادامه در جدول      ،چنينهم

ــرم  ــتفاده در نـ ــزار  اسـ ــان   ANSYSافـ ــراي ورق المـ  بـ

SOLSH190  و براي ورق گرافيـت اپوكـسي SOLID46  

 در هر دو ورق     x-y سايز المان در صفحه      ،چنينهم. باشد مي

mm2 5/2×5/2 ها مشخص   طور كه در اين شكل     همان.  است

گـاه   است بيشترين مقدار خيز براي ورق با چهار طـرف تكيـه           

گـاه   رين مقدار خيز براي ورق با چهار طرف تكيه        ساده و كمت  

چنين استفاده از تئوري مرتبه اول تغييـر         هم. باشد گيردار مي 

تـري در مقايـسه بـا        هاي دقيق  جواب) FSDT(شكل برشي   

چنـين از مقايـسه      هم. كند تئوري كلاسيك صفحات ارائه مي    

در قياس ) CLPT( مشخص است كه روش 3 و 2هاي  شكل

به علـت در نظـر نگـرفتن        ) ANSYS(محدود  با حل اجزاء    

  .كند هاي بالاتري ارائه مي اثرات برشي، جواب

  

  مقايسه پاسخ روش كانتروويچ توسعه يافته با):1(جدول 

 . و پاسخ تيموشنكو براي ورق آلومينيومANSYSنتايج 
 )W[m]e-7 (مقدار خيز 

شرط 

 مرزي
ANSYS CLPT FSDT 

Timoshenko 
[26] 

2SSSS 2413/1  20476/1  21675/1  2388/1  

3CCCC 38175/0  36977/0  37367/0  38558/0  

4SCSC 57992/0  55998/0  56387/0  5837/0  

5SSSC 84696/0  81521/0  82657/0  84918/0  

  

  

   

__________________________________________ 
١- :SSSS چهار طرف ورق با تكيه گاه ساده 
٢- CCCC :دارچهار طرف ورق با تكيه گاه گير 

٣- SCSC :داردو لبه مفصلي، دولبه گير  

�- SSSC: دارسه لبه مفصلي، يك لبه گير  
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 مقايسه پاسخ روش كانتروويچ توسعه يافته با ):2(شكل

  ]s]90/0  لايه4 براي ورق گرافيت اپوكسيANSYSنتايج 

 .شرايط مرزي متفاوتبا 
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 مقايسه پاسخ روش كانتروويچ توسعه يافته با ):3(شكل

 لايه با تك براي ورق گرافيت اپوكسي ANSYSنتايج 

 .شرايط مرزي متفاوت
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 براي خيز ورق گرافيت اپوكسي ANSYS نتايج ):4(شكل 

    .scscوssss،cccc، sssc لايه با شرايط مرزي4

 مقايسه پاسخ روش كانتروويچ توسعه يافته با ):2(جدول

  . براي ورق گرافيت اپوكسيANSYSنتايج 
  

 )W[m]e-7 (مقدار خيز
شرط   تعداد لايه

 مرزي
ANSYS 
SOLID46 CLPT FSDT 

SSSS 8497/2  90627/2  77846/2  

CCCC 66218/0  69507/0  68117/0  

SCSC 7796/1  79936/1  68337/1  

ي 
كس

پو
ت ا

افي
گر

ه 
لاي

ر 
ها

چ
 

SSSC 2753/2  26870/2  81069/1  

SSSS 8635/2  91630/2  85643/2  

CCCC 6408/0  67908/0  65764/0  

SCSC 0582/1  08536/1  06754/1  

ي
كس

پو
ت ا

افي
گر

  

ه 
لاي

دو
 

]
90

،0
 [ SSSC 6943/1  76330/1  74561/1  

  

 را ANSYSكمك   نتايج تحليل به4 شكل ،همچنين     

پوكسي، با شرايط مرزي مختلف نشان براي ورق گرافيت ا

طور كه مشخص است در اين حالت بيشترين  همان .دهد مي

گاه ساده و كمترين  طرف تكيه مقدار خيز براي ورق با چهار

  .باشد دار ميگاه گير مقدار خيز براي ورق با چهار طرف تكيه

مسئله خمش ورق، براي ورق گرافيت اپوكسي  5شكل در 

 پيزوالكتريك، در دو هاي همراه لايه  به)]0/90[(لايه  چهار

حالت بارگذاري يكنواخت و سينوسي مورد بررسي قرار 

گذاري بيشترين مقدار خيز در هر دو حالت بار. گرفته است

براي ورق با چهار طرف تكيه گاه ساده و كمترين مقدار خيز 

 همچنين .باشد گاه گيردار مي براي ورق با چهار طرف تكيه

گاه ساده و يا  براي دو حالت چهار طرف تكيهخيز ماكزيمم 

گذاري و  گاه گيردار به علت تقارن در بار چهار طرف تكيه

  .افتد  تقارن در شرايط مرزي در نقطه وسط ورق اتفاق مي

گرايي براي ورق با شرايط مرزي متفاوت در  نتايج هم     

طور كه مشخص است،  همان.  نشان داده شده است6شكل 

روش تكرار شونده براي هر   كمي تكرار براي حل بهتنها تعداد

اين نشان . گرايي مطلوب برسد ورق لازم است تا نتايج به هم

دهد كه نتايج در اين روش مستقل از توابع آزمون اوليه  مي

  .شوند گرا مي سرعت هم بوده و به
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ورق گرافيت اپوكسي چهارلايه با لايه هاي پيزوالكتريك 
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هاي   با لايه]0/90[ گرافيت اپوكسي  خيز ورق):5(شكل

 بارگذاري سينوسي و يكنواخت بر اساس پيزوالكتريك تحت

   .FSDTتئوري 

  

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1 2 3 4 5 6
تعداد تكرار

(W
[m

].
e-

4)
 

ق
ر
و
ز 

ك
ر
م
 

CCCC

SCSC

CCCS

SSSS

  
ها در روش كانتروويچ توسعه يافته  گرايي پاسخ  هم):6(شكل

تحت بارگذاري  ]s]90/0 گرافيت اپوكسي -براي ورق پيزو

  .يكنواخت 

  

  گيري   نتيجه- 7

 مستطيل  يهاي كامپوزيت   رفتار خمشي در ورق    ،در اين مقاله  

 بر مبناي روش     تحليلي ه و حل  ر گرفت شكل، مورد بررسي قرا   

 ـ   . كانتروويچ ارائه گرديده است    دسـت   همعادلات ديفرانـسيل ب

لركين و بـر مبنـاي تئـوري مرتبـه اول       اآمده بر پايه روش گ ـ    

بـا توجـه بـه فرضـيات        . انـد  آمـده دست   هتغيير شكل برشي ب   

ل برشـي، معـادلات تعـادل ورق        تئوري مرتبه اول تغيير شـك     

 ،كوپـل  غيـر خطـي      دلات ديفرانـسيل  صورت دسـتگاه معـا     به

يچ  به كمك روش كـانتروو     ،د، كه در اين مقاله    نآي دست مي  هب

ديفرانـسيل خطـي مـستقل       اين دستگاه به دستگاه معادلات    

 بـا   ،همچنين اعتبار روش حـل ارائـه شـده         .تبديل شده است  

نتـايج  .  تأييد شـده اسـت     ،هاي دقيق موجود    جواب ي مقايسه

 نتـايج حاصـل از      ،ش ضـخامت ورق    كه با افـزاي    دهد نشان مي 

، از دقـت    FSDT فرضيات تئـوري     بر مبناي روش كانتروويچ   

 ـ       CLPTدسـت آمـده از تئـوري         هبيشتري نسبت به نتـايج ب

ــت  ــوردار اس ــي در     همچ.برخ ــكل برش ــر ش ــر تغيي ــين اث ن

 از آن سـبب     نظـر   افـزايش يافتـه و صـرف       ،هاي زياد  ضخامت

 اده شـد كـه    علاوه نـشان د     به .شود كاهش دقت در تحليل مي    

گراسـت و دقـت      سرعت هم  به) كانتروويچ(روش تكرار شونده    

هـاي    به نتايج ارائه شـده بـر اسـاس روش        خوبي نسبت  نسبتاً

 ـ        .تحليلي ديگر دارد   دسـت   ه همچنين شـكل نهـايي معادلـه ب

  كـاملاً  ،هـاي نهـايي    ده براي خيـز ورق و در نتيجـه پاسـخ          آم

يب نشان داده    به اين ترت   .مستقل از انتخاب جواب اوليه است     

يك از شرايط مرزي     شد كه تابع آزمون اوليه لازم نيست هيچ       

هـاي حـل تكـرار        زيرا جـواب   .كند هندسي و طبيعي را ارضا    

خواهد مدل آرايش شرايط مرزي را ارضا       ، سرانجام هر    شونده

  .كرد
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