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  چكيده 

با استفاده از تحليل  ،ابتدا .تحت نيروي ناپايستار محوري مورد بررسي قرار گرفته است يك تير دو سر آزاددر اين مقاله پايداري ديناميكي 

هاي و شكل مودها و فركانس مورد بررسي قرار گرفته )بدون نيروي انتهايي(در حالت آزاد  تيرمودال و روش المان محدود ارتعاشات عرضي 

ها و تعامد مودهاي ارتعاشي با استفاده از شكل مودها و فركانس ،در مرحله بعد. دست آمده استهمحدود ب المان با استفاده از روش آنطبيعي 

كه در تير يكنواخت دو سر آزاد با  دهد يمنشان  نتايج حاصل. نسبت به جرم و سختي، معادله حاكم بر مسئله با روش گالركين حل شده است

و پديده فلاتر در نيروهاي چندين برابر نيروي كمانش تير مشاهده  ابدي يمفركانس ارتعاشات عرضي تير همواره كاهش ي محوري افزايش نيرو

اثر فلاتر در  ،ديگر اينكه. ت در تير اتفاق افتدممكن اس واگرايييكنواخت دو سر آزاد هر دو پديده فلاتر و در حالي كه براي تير غير .شود يم

نيروي بحراني فلاتر  اتصال مفصلي به مقدار قابل توجهيولي اثر  ،بوده ناچيز نسبتاً چك بودن نسبت نيروي تراست به وزندليل كوهب تيرسازه 

روي  تيرارتعاشات سازه  ريتأثدليل هدايت شونده به هايپرندهبراي  سازهبه اين نتيجه رسيد كه بررسي پايداري  توان يم ،لذا. دهد يمرا كاهش 

 .باشد يمبسيار مهم  آنسيستم هدايت و كنترل 
  

    ناپايستار ، نيروي پيشران، روش گالركينپايداري ديناميكي، فلاتر :هاي كليديواژه
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ABSTRACT 
In this paper, dynamic stability of two free-end beam subject to a non-conservative following force has been 
investigated. In the first step, transverse vibration of beam structure in free-free mode with/without end force by 
modal analysis and FEM was analyzed and mode shapes and natural frequencies were obtained. Then, dynamic 
equations of the vibration with using the Galerkin method were solved. It can be seen that with increasing the axial 
force frequency of transverse the vibration of the beam decreased. Also, flutter phenomenon in the states of axial 
force much higher than buckling force is observed. Furthermore, in case of non-uniform beam, in free-free mode 
both flutter and divergence are occurred. It can be concluded that, due to low thrust weight ratio in nowadays flying 
objects, the effect of flutter on dynamic stability of structure itself is not significant. However, the effect of joint in 
beam significantly reduces the critical force of flutter.  
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  مقدمه -1
 ،يكياستات يداريپا موضوعات ها پرتابهو  ها موشكدر پرواز 

 يبررس تراست بدون ايتراست  با كيروالاستيآ و يكيناميد
 كيالاست پرتابه هايپرواز  كيمكان ،رياخ يها سال در. شود يم

 يها موشكو  ها شاتلامروزه . مورد توجه قرار گرفته است
نسبت  يدارا ،شوند يمهوافضا استفاده  عيصناكه در  يمدرن
كه هر وزن اضافه  ييآنجااز . هستندتراست به جرم  از ييبالا
 يسع نيبنابرا ،شود يم يپرواز باعث كاهش برد ليوسا نيادر 
 و نهيبهتا وزن  شدهتا حد ممكن از وزن سازه كاسته  شود يم

 ،نديفرآ نيا جهينتدر  .حاصل گرددبار كم  شيپ نيهمچن
 يروينكه  ييآنجااز  .شود يم  ريپذانعطاف اريبسسازه بدنه 

مطابق با  روين نيااست كه جهت  ستاريناپا ييروينتراست 
 يكيناميد يداريپا يبررس نيبنابرا، كند يم رييتغشكل سازه 

  .است يا ژهيو تياهم يداراتراست  يروينتحت  موشكسازه 
 رفتار انيب يبراالگو  نيتر ساده عنوان بهآزاد  سر دو ريت     
  نيهمچن .شود يم راكت استفاده و موشكسازه  كيالاست
به  يمتمركزجرم  عنوان به توانند يمكنترل تراست  يها بوستر

 يروينآزاد تحت  دو سر ريت يداريپا .الگو اضافه شوند نيا
 نيااز حاصل  جينتا. مطالعه شده است ياديز تثابت در مقالا

ثر اكننده،  بيتعق يروينتحت  ريت يداريپاشامل  تمقالا
در ] 1[1ليببار  نياول. است... و  يبرش يروين، يدوران ينرسيا

را  ريپذانعطاف سازه دو سر آزاد يكيناميد يداريپا1965سال 
 يا ضربهثابت و  شامل دو قسمت يا كننده بيتعق يروينتحت 
 و از يبرنولـ لرياو ريت هيفرضاز  ،ليتحل نيادر . كرد يبررس

و  2تريپسپس . حل استفاده شد يبرا نيگالركروش 
را تحت تراست  يآزاد دو سر ريت يعرض يداريپا]2[3وو

 نيبرابطه ] 3[وو. كردند يبررسبا كنترل جهت  يمحور
استفاده از روش  لهيوس بهرا  ژهيو يمنحنو  يبحران يروين

و  يوزناثر خود ] 4[5چيپو  4فولزيلا .كرد يبررسالمان محدود 
مطالعه  كيالاست لهيم يداريپا يروكننده را  بيتعق يروين

با دو جمله  نيگالركمطالعه از روش  نيادر  ها آنكردند، 
 لهيمدو سر لولا،  لهيم طيشرااستفاده كردند و مسئله را در 

                                                 
1- Beal  
2- Peters 
3- Wu 
4- Leipholz  
5- Piche  

 ريت] 5[7و موته 6پارك. نمودند يبررسآزاد -آزاد و آزاد-رداريگ
 يچرخش ينرسيا با آزاد را كه جرم متمركز-آزاد يبرنولاويلرـ 

 يبررس ييانتها، تحت تراست كند يم حمل را يعرض و
دو سر آزاد تحت  يموشنكويت ريت يداريپا] 6[پارك. نمودند

  . كننده كنترل شده ثابت را مطالعه نمود بيتعق يروين
- بيتعق يروين يتجرب يسازهيشبدر  يدشوار ليدل به     

 ،يشگاهيآزما صورت به فلاترمحدوده  افتني يبراكننده 
دو  ريت] 7[8يگوچيه. انجام نگرفته است ياديز يها تيفعال

نمود؛ و  يبررس يتجرب صورت به ييانتهاسر آزاد را با تراست 
سر  كيستون  يكيناميد يداريپا] 8[و همكارانش 9اماي يشوگ
 نيهمچن. كردند يبررسرا تحت رانش راكت  يريدرگ
 يرورا  يداخل ييرايم ريتأث] 9[و همكارانش اماي يشوگ

. كردند يبررس ييانتهادو سر آزاد تحت تراست  ريت يداريپا
 يسختو  نهيبه يعيتوزجرم  يرو ]10[11نيسرنو  10لاو يكر
مطالعه  ييانتها يمماس يروينمتحرك در فضا تحت  ريت يبرا

 موشنكويت ريت يكيناميد يداريپا] 11[13و چو 12ميك. نمودند
 كننده بيتعق يروينتحت  ييانتهازاد با جرم متمركز آدوسر

)cos(10 tpp   يبررس المان محدود روش لهيوس بهرا 
 چرخان ريت يكيناميد يداريپا] 12[15و سوجتا 14كار. نمودند

 بيتعق يعرض كيتحر تحت ييانتهابا جرم  ريدرگ سر كي
 يكيناميد يداريپا] 13[16ونيو  ميك. كردند يبررسكننده را 

 يا ضربهكننده  بيتعق يروينحت ت آزاد را دو سر چرخان ريت
 ميباثر اتصال دو ] 14[اماي يشوگو  17ملادناو. نمودند يبررس

كننده  بيتعق يرويندو سر آزاد را تحت  كيالاست سكويو
 يداريپا يرو ترك را ريتأث] 15[ميكو  ميك .نمودند يبررس

ثابت و  نندهك بيتعق يروينآزاد تحت  دو سر ريت يكيناميد
   .نمودند يبررس يا ضربه

                                                 
6- Park  
7- Mote  
8- Higuchi  
9- Sugiyama  
10- Kirillov  
11- Seyranian  
12- Kim  
13- Choo  
14- Kar  
15- Sujata  
16- Yoon  
17- Mladenov  
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 17                                                                                                                                            ...     سازه   يكيناميد يداريپا ليتحل

 

در سازه  يكيناميد يداريپامقاله، ابتدا به بحث  نيادر      
مودال و روش المان  ليتحلپرداخته و سپس با استفاده از 

 يرويندر حالت آزاد بدون سازه  يعرضمحدود ارتعاشات 
محدود در  ياجزاروش . قرار گرفته است يبررسمورد  ييانتها

آزاد بدون نيروي  يمودهادست آوردن شكل هحقيقت براي ب
 صورت گرفته است و كد ABAQUSافزار محوري در  نرم

در اين زمينه تنها براي تير  MATLABنويسي برنامه
 يبرافلاتر  دهيپددر ادامه، بحث . يكنواخت نوشته شده است

 يمحور يرويندو سر آزاد بدون  كنواختي ريغو  كنواختي ريت
 ستاريناپا شرانهيپ يروين زينو  كنندهبيتعق يمحور يروينو با 

ت براي تير اس ذكر بهلازم . قرار گرفته است يبررسمورد 
در 1 ميبت بدون نيروي محوري، با استفاده از المان يكنواخغير

افزار ود، شكل مودها با استفاده از نرممحد ياجزادر روش 1
ABAQUS دست آمده استهب. 

 
   ديناميكي پايداري مباني  -2

 ها سازهدر  يداريناپا ،كه ميدان يم يداريپابا توجه به مباحث 
 يداريناپا در .دهد يم يرو يكيناميد و يكياستاتصورت  دوبه 

 دو ،يكيناميد يداريناپا در بوده و فركانس صفر ،يكياستات
 كينزد گريكديكننده به بيتعق يروينفركانس سازه تحت 

 داريناپا يكيناميدبه صورت  ستميسخاص  يحالت در شده و
  .گردد يم

 ياعمال يروهاينو  يكيناميروديآو  يكيناميدروديه يبارها     
 شتريبدر  يكيمكان ستميس كيو اتصالات  ها قسمت يرو

 يروهاينتحت  ريت يعرضارتعاشات . هستند ستاريناپاموارد 
  كه طور همان. است يا شدهشناخته  كاملاًموضوع  ييانتها

  ايو  يمحورت صور كه به ييانتها يروهاين ميدان يم
فركانس ارتعاشات  يرو شود يماعمال  ريتبه  كننده بيتعق

به  ييانتها يروينكه  يهنگام. گذارند يم ريتأث ريت يعرض
ممكن است باعث  روين نيااعمال شود  ريتبه  يمحورصورت 

 كننده بيتعقبه صورت  روين نيهماگر  يولشود  ريتكمانش 
فلاتر  اصطلاحاًكه  افتد يمدر آن اتفاق  يگريد دهيپد ،باشد
با  يسادگبه  توان يمكمانش را  دهيپد. شود يم دهينام

مطالعه  يشگاهيآزمابه صورت  ريت يروگذاشتن بار مرده 
كننده در بيتعق يروهاين يساز هيشب كه يدرحال ،نمود

                                                 
1-Beam 

استفاده از  ،به عنوان مثال. مشكل است نسبتاً شگاهيآزما
در . خارج شود ريت يانتهادر  ينازلاز  اديزبا سرعت  كه ياليس
 با مقطع ريت يداريپاو مسائل  يعرضارتعاشات  ،قسمت نيا

مطالعه ، كننده بيتعق يروينتحت  يبرنولـ لرياو ريمتغ
در هر نقطه آن  ريت يعرض ييجاهجاب شود يمفرض . شود يم

  : ديآ يمدست هب ريزاز رابطه 
)1(  ( , ) ( ) ,i tw x t w x e  

. است ريت يعرضمستقل از زمان  ييجاهجاب xw)( ،كه در آن
را ارضـا   ري ـتمعادلـه حركـت    ديباشده  انيب ييجاهجابمعادله 

مورد نظر  ريتباشد،  يقيحق يعدد اگر مقدار پارامتر . كند
 يعــدد دارد و اگــر  بــا فركــانس  كيــهارمونارتعــاش 

  :باشد يموهوم

)2(  
     

,i     
( )( , ) ( ) ,i tw x t w x e    

),( ،0اگر  ،كه در آن txw ينپـر  نـده يافزا عبـارت  كي ـ 
 ري ـت يعرض ييجاهجابآن است كه مقدار  انگريبكه  خواهد بود

 يداري ـناپاو  شـود  يم ـبـزرگ   يينمـا با گذشت زمان به شكل 
  . افتد يماتفاق ) فلاتر(
   

 دو سـر آزاد  تيـر  عرضيمعادله حاكم بر ارتعاشات  -3
  آيروديناميك نيروهاي غيابدر  محوري نيرويتحت 

 يروينتحت  دو سر آزاد تير يعرضارتعاشات  ،قسمت نيادر 
 1منظور در شكل  نيهمبه  .شود يم يبررس يمحور ستاريناپا

يكل و طول 0Mبا جرم كل يامرحله كيساختار راكت 
0L، 

و  xA)(شده عيتوزجرم ، xEI)( يعيتوز يخمش يسخت
 ينرسيا يروين. نشان داده شده است Tييانتهاتحت تراست 

 يبزرگكه  xp)(شده در طول محور راكت، با مقدار عيتوز
 ،باشد يمدر طول راكت  x تيموقعدر  يفشار يمحور يروين

با  روين عيتوز نيا ميدان يمكه  طور همان .مشخص شده است
 شده عيتوزتوجه به اصل دالامبر به مقدار شتاب و جرم 

)(xA   .ابسته استو  
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  .ستاريناپا شرانهيپ يروينتحت  سازه ): 1(شكل

 
 يكيزيفمدل  ديباابتدا ، يكيناميد ستميسهر  يبررس يبرا

مدل  نياآن در نظر گرفت تا بتوان با استفاده از  يبرا يمناسب
به  سر آزاد دو ريت مدل. پرداخت يريگجهينتو  ليتحلبه 

راكت  و موشكسازه رفتار  انيب يبرا يا ساده يالگوعنوان 
 ريغ سر آزاددو  ريت يداريپاقسمت  نيادر  .شود يماستفاده 

با . شود يم يبررس ييانتهاتراست  يروين تحت، كنواختي
معادله حاكم بر ارتعاشات  يبرنول ـلرياو ريت ياز تئوراستفاده 

 يمحور يروينتحت  كيبار كنواختي ريغ ريت كيالاست يعرض
  :ودش يم انيب ريزصورت شده به عيتوز

)3( 

  
 
 
  

2 2

2 2

2

2

( , ) ( , )
( ( ) ) ( ( ) )

( , )
( ) .d

w x t w x t
EI x P x

x x x x

w x t
A x Q

t


   


   


 


 

),( ،در معادله بالا txw ريت يعرض ييجابجا ،)(xEI  استحكام
ستاي تير كه نيروي محوري توزيع شده در را xP)(،يخمش

 ، باشد يمكننده در انتهاي آن  ناشي از نيروي تعقيب
 يروين dQ. است ريت يعرضسطح مقطع  xA)(و  يچگال

 رييتغوابسته به  ريغمشخص بر حسب زمان و  ياغتشاش
مورد نظر به  ريت يبرا يمرز طيشراسازه است و  يها شكل

  :شود يم انيب ريزصورت 
 )4(  

3 2

3 2

( , ) ( , )
0 0,x l x l

w x t w x t

x x 
 

 
 

 
 يرويناز گشتاور و  يناش بيترتفوق به  يمرز طيشراكه 
 .باشند يم ريتآزاد  يانتهاصفر در  يبرش

مودال،  ليتحلابتدا با استفاده از  ،مسئله نياحل  يبرا     
 ييانتها يروينرا در حالت آزاد بدون  ريت يعرضارتعاشات 

آن استخراج  يعرض يارتعاش يمودهانموده و  يبررس

شكل مودها و با  نيادر مرحله بعد با استفاده از . گردد يم
  :نيبنابرا. شود يممعادله فوق حل  نيگالركاستفاده از روش 

 )5(  ( ) ( ).i iw x t   

 ابيغمورد نظر در  ريت يارتعاش يمودها هاi ،در معادله بالا
ارائه شده در  يمرز طيشراكننده هستند كه بيتعق يروين

و ) 3(در ) 5(معادله  يگذاريجابا . كنند يمرا ارضا ) 4(معادله 
  :آيددست ميروابط زير به نيگالركاستفاده از روش 

 
)6(  

 22

2 2

2

2

( ) ( )
( ( ) )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ,

i j

i j

i j
d

x t
R E I x

x x

x t
P

x x

x t
A x Q

t

 

 

 



 
 



 












 

)7( 
0

0 1,2,3,..., ,
L

jRdx j n                    

)8( 

22

2 2

2

20

2

20 0

( ) ( )
( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )
( ) .
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x t
EI x dx

x x

x t
P dx

x

x t
A x dx Q dx
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با  توان يمرا ) 8(معادله  يانتگرال يها عبارتاز  كيهر 
. تر نوشتبه صورت ساده جزء جزءبه يريگ انتگرالاستفاده از 

 يريگ انتگراللذا عبارت نخست در معادله فوق با دو بار 
گشتاور و  يعنيآزاد  يانتها يمرز طيشراو اعمال  جزء جزءبه

 :شود يمساده  ريزآزاد به صورت  يانتهابرش صفر در 

)9( 

 
  

 
 
 
 
 

 

2
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0
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ي ريگ انتگرالبا  توان يم زيندوم و سوم را  يانتگرالعبارات 
 :نوشت ريزبه صورت ساده  جزء جزءبه
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)11(  

 
 
 
 
 

    

2

1
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0
1 1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ).

n

i iL
i

j

n nL

j i i ij i
i i

x t
A x dx

t

A x dx t M t

 
 

    



 

  
  

 
 
 






   

 

 نيچن توان يم زيندر خصوص طرف دوم معادله  ،علاوه بر آن
  : نوشت

)12(  
 

 0
,

L

j d jQ dx F 
وارد شده به  افتهي ميتعم يروين jFپارامتر آن، كه در

 .خواهد بود ستميس

در ارتعاش آزاد  يمودهادر معادله فوق از  نكهيابا توجه به      
تعامد  تيخاصاز  توان يمبسط استفاده شده است،  يها عبارت
و جرم  يسخت سيماترارتعاشات آزاد نسبت به  يمودها

كه انتگرال حاصل  شود يمسبب  تيخاص نيا. استفاده كرد
صفر  ستميس يسخت اينسبت به جرم و  يارتعاشضرب دو مود 

صفر داشته باشد كه دو مود  ريغمقدار  يحالتشود و تنها در 
با استفاده از خواص  بيترت نيبد .باشند كسانيمورد نظر 

دست ير به، روابط زستميسارتعاشات آزاد  يمودهاتعامد 
  : خواهد آمد

)13(
 
 

 
  

22

2 20

20

( )
( ) ( )

0
( ) ( ) ( ) ,

L j
i

L
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x
x EI x dx
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x x EI x dx
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0

0
( ) ( ) ( ) ,

L

i j
i

i j
x m x x dx

m i j
 

 
  

 

نسبت به جرم نرمال شده  يارتعاش يمودهاچه كه چنان
نوشته  ريزبه صورت ) 11(و ) 9( يانتگرالعبارات  ،باشند

  :شود يم

)14(  
20

0
( ) ( ) ( ) ,

L

ij i j
i

i j
K x x EI x dx

i j
 




    


 
  

0

0
( ) ( ) ( ) .

1

L

ij i j

i j
M x m x x dx

i j
 

 
   
 

است كه  يقطر سيماتر ijKيسخت سيماتر ،نيبنابرا
ارتعاشات آزاد  يها فركانسآن همان  ياصلقطر  يها عبارت

 يسيماتر زين ijMجرم  سيماتر نيهمچن. هستند ستميس
دها نسبت به جرم نرمال شده است كه اگر مو يقطرمتقارن و 

به ) 8(معادله  تيدر نها. خواهد بود يهمان سيماتر، باشند
 :شود يم ليتبد ريزصورت 

)15(  
 

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) ,
n n n

ij i ij i ij i j
i i i

K t A t M t F  
  

     

 

 :آيددست ميبه ، رابطه زيريساز سادهو با 

)16(  
 

  
1

( ) ( ) ( ) .
n

ij ij i ij i j
i

K A t M t F 


     

جرم  سيماترو  ijKيسخت سيماتر ،معادله نيادر 
ijM 

از  يناشكه  ijA سيماتر يولمتقارن هستند  يها سيماتر
 نيبنابرا. نامتقارن است يسيماتر ،است يمحور يرويناپراتور 

 يباق ريگ هم صورت به )16(از معادله  معادلات حاصل
از روش  توان يممعادلات  نيا يجداساز يبرا. مانند يم

روش با استفاده  نيادر . استفاده كرد ها سيماتركردن يقطر
نامتقارن  سيماتر ژهيو يبردارهاكه از  يليتبد سيماتراز 
  : شود يماستفاده  ريز صورت به ،شده است ليتشك

)17(  

 
 
 

(1) ( )
1 1

(1) ( )

. .

. .
,
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. .

n

n
n n
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 سيماتر ژهيو يبردارها ،سيماتر نيا يها ستون، كه
)( ijij AK  شودبه صورت زير تعريف ميتابع تبديل . هستند:  
)18(   .i jT   

-دست مي، رابطه زير بهتابع در معادله فوق نيابا اعمال كه 

  :آيد
)19( 

 

  
1

( ) ( ) ( ) .
n

ij ij j ij j j
i

K A T t M T t F 


     

 ليتبد سيماترمعادله در معكوس  نيطرفبا ضرب  ،حال
 :نوشت توان يم

)20(  
 

  1 1 1

1

( ) ( ) ( ) .
n

ij ij i ij i j
i

T K A T t T M T t T F   



     

 ژهيو يبردارهاشامل  Tليتبد سيماتركه  نيابا توجه به 
)( سيماتر ijij AK   يسيماتر 20است، عبارت اول در معادله 
 سيماتر ژهيو ريمقادآن همان  يقطركه عناصر  ،است يقطر

)( ijij AK  نيبنابرا. هستند: 

)21(   
1

21

0 . 0

0 . 0
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 :نيبنابرااست،  يهمان يسيماتر ijM سيماتر ،نيهمچن

)22(  

 
 

 1

1 0 . 0

0 1 . 0
[ ] [ ][ ] ,

. . . .

0 0 . 1

ij ijT M T 

 
 
  
 
 
 

 

روابط فوق معادله حاكم به صورت  جهينتحال با استفاده از 
 :شود يم يسيبازنو ريز

)23(    1

1

[ ][ ( )] [ ][ ( )] [ ] [ ],
n

ij i ij i j
i

D t t T F   



    

 يبررس چه چنان. حاكم است ريگ ناهمكه شامل معادلات 
طرف دوم  يستيبامد نظر باشد، تنها  يكيناميد يداريپا

 نانيدترم يها مشخصه بيترت نيبد داد ومعادله را صفر قرار 
با . دست آوردهب ستميس يداريپامعادلات فوق را در رابطه با 

 توان يم، يينمابه صورت تابع  tj)(در نظر گرفتن تابع 
 :نيبنابرا د،آوردست هجواب معادله را ب

)24(  
 
 

( ) ,ip t
i t e   

2 2

1

([ ] [ ]) 0 .i

n
p t

ij i ij i i
i

D p e p 


    
 

-بيتعق يمحور يروينتحت  ريت يها فركانسمعادله  نيااز 
  نيا، شود يم دهيدكه  طور همان. ديآ يمدست هكننده ب
)(سيماتر ژهيو ريمقاد، همان ها فركانس ijij AK از . هستند

مختلط است، با توجه به مباحث  يعدد ipكه ييآنجا
از  تر كوچك ايو آن صفر  يقيحقمقدار  كه يصورتدر  يداريپا

خواهد  داريناپاصورت  نيا ريغو در  داريپا ستميسصفر باشد 
تحت  ريت يها فركانسدست آوردن هب يبرا نيبنابرا. بود

 و ijA يها سيماتر ديباكننده، بيتعق يمحور يروين
ijK 

به  ها سيماتر نيادهنده ليتشك يها عبارتكه  ،مشخص شوند
 نيهمچن. قابل محاسبه است يعدد يريگ انتگرالبا  يراحت

، با يبارگذاردر حالت آزاد و بدون  ريت يعيطب يمودها
 يبراالمان محدود  ايو ساده  يرهايت يبرا يليتحل يها روش

  .قابل محاسبه هستند شتريب يدگيچيپبا  رهايت
  
  يكنواخت تير پايداري بررسي -4

 ،قسمت با توجه به مطالب ارائه شده در بخش قبل نيادر 
 طور همان. شودبررسي ميدو سر آزاد  كنواختي ريت يداريپا

 يمرز طيشرابا  كنواختي ريت يعرض ارتعاشات ميدان يمكه 

. محاسبه نمود يليتحلاز روش  يراحت به توان يممختلف را 
 كنواختي ريت يمودهامحاسبه شده فركانس و شكل  ريمقاد

  :داده شده است صورت زيربه در مراجع مختلف
)25(
 
 
 
 
 
  

 cosh( ) cos( )

(cosh( ) cos( )
(sinh( ) sin( )),

sinh( ) sin( )
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l l
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l l

 

   
 

  

 
  

 

(2 1) 1, 2,3,...,
2i i i
     

2

2
.i

i

EI

L A




  

 ريت يطول يها شتاباز  يناش يمحور يروينكه  ييآنجااز 
 توان يم ييروينبا استفاده از اصل دالامبر و تعادل  ،باشد يم
در  روين نيا .دست آوردهب ريتمقطع  در هررا  يمحور يروين

جسم در  يكلشتاب  ضرب حاصلبا  شود يمهر مقطع معادل 
لذا  .كه در جلو مقطع مورد نظر قرار دارد، ريتمقدار جرم 

 ريزبا استفاده از انتگرال  توان يمرا  يمحور يروين عيتوز
  :آورد دست به
)26(  

. 
X

total

dm
M

F
xp

0
)()( 

 
شده است،  عيتوز كنواختي ريتجرم در طول  نكهيابا توجه به 

Mو برابر  باشد يم يثابتمقدار  ريتدر طول  xm)( پارامتر

L
، 

  :باشد يم زيرصورت به
)27(   

 ( ) ,
M

m
L

   
)28(   

 
0

( ) .
XF M F

p x d x
M L L

   
 يمودهاو  يمحور يروين عيتوز داشتن ارياختحال با در 
 يرويندو سر آزاد مورد نظر را تحت  ريت توان يم ،ارتعاش آزاد

كه در قسمت قبل  ،)24(با استفاده از معادله  كننده بيتعق
سطح  نكهيابا توجه به . مورد بررسي قرار داد، دست آمدبه

با قرار  .باشد يم يثابتمقدار  ريت يسخت ،ثابت بوده ريتمقطع 
 يريگ انتگرالثابت در معادلات فوق و  ريمقاد نيادادن 
و اعمال  يارتعاش يمودهاو استفاده از تعامد  جزء جزءبه
  :شوند يمساده  ريزمعادلات به صورت  نيا ،يمرز طيشرا

 

)29(  
0

0
( ) ,

l

ij j i

i

i j
M A x dx M

m i j
L
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 يبرا مپسون

  

  يمحور ي
E 2

وم ارتعاشات 
 يروين راتي
 يافقمحور  ر

ه نسبت به 
و محور  دهد

 .دهد يمشان 
بعد شده يب 

 بيتعق يرو
با  و ابدي يم 
كمانش،  ين
 ريت يداريپا 
، با استفاده ه
 جينتابه  ن

  
  كنواخت

.  

                       

ميسروش  زين 
 . ت

يروين آزاد تحت 
Mpae111.2 , 

D 0.  

كانس اول و دو
ييتغنسبت به  ت
رنمودا نيادر . ت
crf Pp /( كه

د يمنشان  ،ست
را نش ريت يعرض 

4/~ mLEI

رين شيافزابا  د
كاهش ريتشات 
بحرا يروينرابر 
مشخصات 1ول 
نكهيا حيتوض. ت

توان يمحاسبات 

كي ريت اول و دوم 
كننده بيتعق ي

                        

استفاده شده و 
ار برده شده است

  
دو سر كنواختي

7800, ،ده 3mkg

mL 1,01.0 

فرك راتييتغدار 
كنواختير آزاد 

ن داده شده است
(كننده را بيق
بعد شده اسيب ر

كانس ارتعاشات
سبت به پارامتر 

شو يم دهيدكه 
ل و دوم ارتعاش

بر 096/11مقدار 
در جدو .افتد يم 

ظر ارائه شده است
در مح شتريب ي

 .افت

  

ركانس ارتعاشات
يروين راتييتغ به 

                       

ليتحل يبرال
به كا يريگ تگرال

  

ي ريت ):2(شكل
كنند بيتعق

  

نمود 3ر شكل
دو سر ريت يرض
كننده نشانبيعق

تعق يروينقدار
ريتكمانش  يرو

مقدار فرك ،يمود
نس زينمقدار  ن

ك طور همان. ست
ننده فركانس او

به م روين شيزا
فلاتر اتفاق دهيد

مورد نظ كنواخت
يمودها تعداد

ايدست  يتر قيق

فر ):3(شكل
نسبت

                        

i im







ijA 

 :ن داد

ijM 

ijK  


 

زاد كه
- هب ان
سياتر

(co

sin

i
  






(i 

ijA 

 يها ت
 دهيچي

 يعدد
و  يخت
 يداريا
 ستاريپا

آورده  
 پيش

اول
انت

در
عر
تع
مق
رين

عم
نيا

اس
كن
افز
پد
كي
از
دق

                       

2 4
4

l

ij jo

i

K EI

EI

L







     
  



( ) ( )j iF L L 

نشان توان يم ريز
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

M
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4
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0 0

0 0

0 0 ..

0 0 0

0 0 0

EI
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دو سر آز ريتزاد
توا يم يراحت بها
ما يها عبارت) 2

(sinh( )

sh( ) cos( )

nh( ) sin( )

i i

i i

i i

x

l l

 

 
 

 
 
 




(2 1) 1,
2

i i


 

( ) ( )j iF L L  

عبارتت آوردن
يپ نسبتاً ،ميستق

يريگ انتگرالش
سخجرم،  سيتر
پا توان يم ،)24
ناپا يمحور يرو

2نمونه شكل  ر
از شش مود نجا

           ...     ازه  

4

0

(2 1)
2

j i dx

EI
i

L

 



  

  
 

0

L

j i

F
x d

L
   

جرم را به صورت
0 0 0

0 0 0

,. 0 0

0 . 0

0 0 1









 

4

0 0 0

0 0 0

... 0 0

0 .... 0

0 0 (2i
 


ارتعاش آ يودها
شده، مقدار

i را
25(ده از معادله

  :ديآ يمست 
sin( )

(cosh( ) c

i

i

x

l

x

l





 






,2,3,...  

0

L

j i

F
x dx

L
   

دستهب ،شود يم
مس يريگ انتگرال 

را از روش ريمقاد
ماتداشتن  اريخت

4(ه به معادله
رينظر را تحت

ريت يبرا، ليتحل 
نيا است كه در

سا يكيناميد يداري

4

,

,
2

i j

i j




 


 .dx  
و ج يسخت يها س

 
 
 

 
 
 
 

 

4

0

0

0
.

0

2 1)
2

i










    

مو iاز  يريگق
ارائه ش) 25(دله
لذا با استفاد. ورد

دستهبصورت زير 

 

 

cos( )),i x

l



 

.x  
م دهيدكه  ور
از روش ijA س

م نيا توان يمذا
اخبا در . ه نمود

 س
ijA، با توجه
مورد نظ ريت ي

  .كرد
نيا جينتا ،ادامه
لازم به ذكر. ست

يپا ليتحل
 

)30(  

)31( 
سيماتر

)32(  

  

)33(  

با مشتق
در معاد
دست آو

ijA صبه

)34( 

طو همان
سيماتر

است، لذ
محاسبه

سيماتر
يكيناميد

كيبررس
در ا     

شده اس
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و  محوري ي

مورد  يمحور
تم ناپيوسته 
 از المان بيم 
 فنر پيچشي 

و در  ده است
ستخراج شده 
حليل حركت 
   . شده است

 دو قسمت با 
 يرويناثر  ي
در  يمحور ي
اعمال  ريت ك

 

  

 بيتعق يحور
   شده است 

 است،
. 2.1 1E e

 الف-5 شكل
 نشان داده 

مورد نظر با 
تر و واگرايي 

اول و  يدها
 واگرايي دهي

شم ،7، جلد )كنترل

نيرويتحت  كه
 
م يروينتحت  ه
منظور، سيست ن

AB با استفاده
صلي به صورت
ر مدل سازي شد
ز اين نرم افزار اس
 مودها براي تح
 انتهايي استفاده

از د ريت شود يم ه
يبررس يبرا. ت
يروين، الف -5ل
كيباردر سمت  ب

  

  
مح يروين تحت 

اعمال  ريت ميضخ
اعمال شده ريت 

11 , 1 ,Mpa L m

ش ريت يعرضات 
كننده بيتعق ي

م ريتكه در  شود
، فلاتيداريناپا ده
موفلاتر در  دهي

پد. ميباش يمتم 

اميك، ارتعاشات و ك

تكدو  تير ري
 آن پايداري وي
تكهدو  ريت يدار

نيا يبرا. ه است
 BAQUS افزار 

نيز اتصالات مفص 
 در اين نرم افزار
يعي  آزاد تير  از

از اين ،حله بعد
تحت نيروي  تير

دهيد 5 در شكل 
شده است ليشك
در شكل ريت ير

ب-5 و در شكل

)الف(

)ب(
آزاد دو سر تكه 

ضدر قسمت  روي
كيباردر قسمت 

10.8 ,a m D 
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