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  دهيچك

فشار داخلي بر رفتار  راتيتأثو  هدش جدار نازك تحت فشار داخلي پرداخته  FGMدر اين پژوهش به تحليل ارتعاشات آزاد پوسته استوانه 
به  ،سپس. شود انجام مي لاوجايي تئوري پوسته هجاب - تحليل بر اساس روابط كرنش. گرفته استمورد مطالعه قرار  ها پوستهفركانسي اين 

انژين و تعريف يك لاگربا استفاده از ماتريسي و معادلات  پرداختهتحت فشار داخلي  يا استوانهمحاسبه انرژي كرنشي و پتانسيل پوسته 
فشار داخلي  راتيتأثطبيعي نموده و  يها فركانساقدام به استخراج  ،ر نهايتد. شده استحاصل ريتز -ش رايليو استفاده از رو فانكشنال انرژي

  .شده استبررسي  ABAQUSمورد مطالعه قرار گرفته و در نهايت انطباق نتايج با ديگر مراجع و نيز نرم افزار  ها پوستهبر رفتار فركانسي اين 

  ، فشار داخليFGM ، يا استوانهارتعاشات آزاد، پوسته  :يديكل يها واژه

 
Effect of Internal Pressure on Free Vibration of a FGM Cylindrical Shell 
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ABSTRACT 
In this article free vibration of a cylindrical shell with internal pressure made of a functionally gradient material 
(FGM) composed of stainless steel and nickel is studied. The objective is to study the influence of internal pressure 
on the frequency characteristics of the FGM shell. The boundary condition of this shell is simply supported. The 
properties are graded in the thickness direction according to a volume fraction power-law distribution. The analysis 
is carried out with strain-displacement relations from Love’s shell theory and the eigenvalue governing equation is 
obtained using Rayleigh-Ritz method. After solving the equation, the results were verified by comparing the 
obtained frequencies with the frequencies of the other literatures and also with the results from ABAQUS.  
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  مقدمه -1
، 1به تئوري دانل توان يمكلاسيك پوسته  يها يتئوراز انواع 

به طوري كلي تئوري . اشاره كرد 3و تئوري لاو 2تئوري سندرز
سازي زيادي را در نظر گرفته است و ساده يها فرضدانل 
در . يكسانند ها ترملاو و سندرز هم در بيشتر   يها يتئور

گذشته كارهايي بر روي ارتعاشات پوسته انجام شده كه از آن 
 .اشاره كرد] 1[و همكارش 4از لام يبه پژوهش توان يمجمله 

جدار  يا استوانهپوسته  كي فركانسخواص در اين مطالعه 
 ليفرانسيد يساز مربعچرخان را با استفاده از روش  نازك
قرار  يبررسمورد  لاو پوسته يتئور هيپابر  افتهي تيعموم
پوسته  كيارتعاشات آزاد ] 2[طي يك بررسي آنها. دادند

 كيارتوتروپو ماده  برش خوردهناقص با سر  يرويدا يمخروط
آن  هيپاساده در هر دو سو و  گاه هيتك يمرز طيشرا يدارا كه
و  5تاين. ندكرد يبررسرا  لاو بود يتئوراول  بيتقر

 يا استوانهپوسته  كيالاست كمانش يبررسبه ] 3[همكاران
با استفاده از روش  يداخلتحت فشار  ،نگيرشده با  تيتقو
با ] 4[ و همكاران 6، ژائو2001در سال  .اندهپرداخت تزير

 يا استوانهپوسته  يارتعاشبه مطالعه  يانرژاستفاده از روش 
است،  يطيمحو  يطول يها كننده تيتقو يدارا كه يتيكامپوز

 يضويب يا استوانهپوسته  ]5[و همكاران 7پاتل. اند پرداخته
مرتبه  يتئوررا با استفاده از   FGMاز جنس مواد شده ساخته

 همكارش و 8كادولي .ه استمورد مطالعه قرار داد يبرش يبالا
از دما به  يتابعبا در نظر گرفتن خواص مواد به صورت ] 7[

تحت  FGM يا استوانهو ارتعاشات آزاد پوسته  كمانش يبررس
، 2007در سال  .اندهمشخص پرداخت ييدما يمرز طيشرا
 لهيوسبه  ]8[يا مطالعهدر  FGM از مواد يمختلف يها بيترك

پژوهش، با استفاده  نيادر . آورده شده استانصاري و درويزه 
 و در )FSDT( پوسته مرتبه اول يبرش شكل رييتغ يتئوراز 

مودها به صورت  شكلو فرض  يچرخش ينرسيانظر گرفتن 
با  FGMپوسته  يارتعاشرفتار  يبررسبه  هيفور يها يسر

                                                           
1  - Donnell 
2  - Sanders 
3  - Love 
4- Lam 
5- Tian 
6- Zhao 
7- Patel 
8- Kadoli 

، پژوهشي ديگردر  .اند پرداختهمتفاوت  يمرز طيشرا
مرتبه بالا به  شكل رييتغ يتئور يريكارگ بهبا ] 9[9ماتسوناگا

 يا استوانهپوسته  يداريپا زين، ارتعاش آزاد و يبعدصورت دو 
  .اندهكرد ليتحلرا  FGMاز جنس 

جدارنازك با استفاده از  FGMدر اين پژوهش استوانه       
، سپس با استفاده از قرار گرفتهتحليل مورد پوسته لاو  يتئور

 ها يانرژمعادلات حاصل از محاسبه ريتز به حل -روش ريلي
وارد در معادلات در ضمن اثر فشار را نيز . پرداخته شده است

صحت نتايج  ABAQUSدر  FGMكرده و با مدل سازي 
 .خواهد شدبررسي 

 
  FGMموادخواص  -2

 كيو  h كنواختيبا ضخامت  يا استوانهپوسته  كي يبرا
 توان يمرا  يحجمآن، نسبت  يوسطسطح مرجع در صفحه 

  : نوشت ريزبه صورت 
)1(   N

f
Z h 2

V ,
h

   
 

 
0، باشد يم يتوانتوان قانون  N در آن، كه N    .  

Zضخامت،  يوسطدر صفحه       0  خواهد بود و در
به  Zداخل پوسته  ايصورت حركت به سمت خارج پوسته و 

  .را خواهد داشت يمنفمثبت و  ريمقاد بيترت

، انگيدهنده، مدول ليتشكبا دو جزء  FGM كي يبرا
 ]:10[شود يم انيب ريزبه صورت  يحجم، جرم پواسون بيضرا

)2(  

,  
N

1 2 2
2Z h

E E E E
2h

    
 

 

, 
N

1 2 2
2Z h

2h

        
 

. 
N

1 2 2
2Z h

2h

       
 

                                           

 كي، لزوماً FGMشده از مواد  ليتشك يا استوانهپوسته  كي
 نيچن نيا يبرا. مركب از مواد هموژن است رهموژنيغپوسته 
 تيتقو افيالكه از مواد با  ييها پوسته، بر خلاف يا پوسته

 يبرششكل  رييتغاثرات  ها در آنو  اند شدهشده ساخته 
اگر  ،بالا قابل توجه است كيالاستمدول  ليدلبه  يعرض

از  توان يمباشد،  05/0نسبت ضخامت به شعاع كمتر از 
با توجه به  ].6[نازك استفاده كرد يها پوسته كيكلاس يتئور

                                                           
9- Matsunaga 
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مفروضات اين مطالعه و در نظر گرفتن اين نكته كه استوانه 
FGM  مورد مطالعـه يك استوانه جـدار نازك است و تئوري

جدار نازك  يها پوستهنيز از دقت خوبي در  لاوپوسته 
برخوردار است از اين تئوري استفاده كرده و در نهايت براي 

به مقايسه نتايج با  ها جواباطمينان از دقت حصول 
  .ميپرداز يمديگر هم  يها يتئور

  
 پوسته لاو  يتئور يبندفرمول -3

 يامختصات استوانه  ستميسبا در نظر گرفتن   x , , z  و
و  vو  u يها شكل رييتغ، لندريسضخامت  يانيممبدأ صفحه 

w  يراستادر x  و  وz 1شكل ( خواهند بود(.  
 

 پوسته يبرامختصات  يمحورهاهندسه و  ):1(شكل

  .يااستوانه
  

جدار نازك و در نظر گرفتن  يا استوانهپوسته  كي يبرا
با توجه به جدار نازك بودن پوسته و ( يا صفحهتنش  طيشرا

روابط ) يعرض يبرشكوچك  اريبسشكل  رييتغاز  نظر صرف
  ]: 6[خواهد بود ريزرنش به صورت ك - تنش يكل
)3(       Q e ,   

 ،كه در آن   و e عبارتند از:  

)4(  ,    T
x x      

   T
x xe e e e . 

 افتهيكاهش  يسفت سيماتر Q  انيب ريزهم به صورت 
 :است 3×3 سيماتر كيكه  شود يم

)5(    
11 12

12 22

66

Q Q 0

Q Q Q 0 .

0 0 Q

 
   
  

 
  

    Qijساده  كيزوتروپياماده  كي يبرا سيماتر نيااجزاء 

 : شود يم فيتعر ريزبه صورت )  i , j=  1و  2و  6( 

)6(  
, 22 11Q Q        11 2

E
Q

1



  

.12 2
E

Q
1




   66
E

Q
2 1


 

  
پوسته لاو ، اجزاء بردار كرنش  يتئورطبق  e  ريزبه صورت 
 :دشو يم فيتعر

)7(  
 

x 1 1e e z k ,  
2 2e e z k ,  

xe 2 z .    

 

1e  ،2e  و 1صفحه مرجع و  يها كرنشk  ،2k  و زين 
سطح به  يانحناهاو  ها كرنش نيا .باشند يمسطح  يانحناها
 ]:6[شوند يم فيتعر ريزصورت 

  
 1 2

u 1 v 1 u
e , e , , w ,

x R x R

                    
 

, )8
(  

2 2 2

1 2 2 2 2
w 1 w v 1 w v

k ,k , , ,
R x xx R

                                 

با  ها ممانو  روهاين نديبرانازك  يا استوانهپوسته  كي يبرا
 ريزدر طول ضخامت پوسته به صورت  ها تنشاز  يريگ انتگرال
 :شود يمحاصل 

   
h 2

x x x xh 2
N , N , N , , dz   

     
, )9(

   
h 2

x x x xh 2
M , M , M , , zdz   

     

 يها مؤلفهو ممان بر حسب  روين يها مؤلفهدست آوردن هبا ب
 :شد دخواهحاصل  ريزكرنش رابطه 

)10(      N s ,   
،  ها ممانو  روهاين سيماتركه  N  ها كرنش سيماترو   

 :هستند  ريزبه صورت 

)11( ,    T
x x x xN N N N M M M    

)12(     T
1 2 1 2e e k k 2 .   

 :شود يم فيتعر ريزبه صورت  زين s سيماترو 

)13( . 

11 12 11 12

12 22 12 22

66 66

11 12 11 12

12 22 12 22

66 66

A A 0 B B 0

A A 0 B B 0

0 0 A 0 0 B

B B 0 D D 0

B B 0 D D 0

0 0 B 0 0 D

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

ijA ،ijB  وijD  يكشش يسفتعبارتند از  بيترتكه به ،
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فشاري ثابت 
انرژي  ،باشد 

ل مقدار زير 

L 2

0 0

q(x)
V

2

  


 

را بسته به  1
شته باشد يا 
،  وجود ندارد

و نيز  شود ي
q  جايگزين

L 2

0 0
V


    

ساده  گاه هيك
ن شرايط را 
شرايط تكيه 
ط زير برقرار 

xv w N    

 ر كامل ارضا

u A cos  


 

m
v Bsin 



w Csin  


هنده بزرگي 
ي و محيطي 

 (rad/s)ش 

له لاگرانژين 
–روش رايلي

-به طبيعي 

، شم7، جلد ) كنترل

بار محوري ف ريث
q(x)محوري 

كه معادل آورد ي

2

2
w

w w d dx
      
    

و  0 كه مقادير 
وسته وجود نداش
عه فشار محوري
يمم رابطه حذف 

(x)م به جاي 

  
2

2
P w

w
2

    
  

تكحالت دو سر 
جايي كه صرفاً اين
ظر گرفتن اين ش

 x L  شرايط

xM 0. 

ي فوق را به طور

m x
cos n

L

  
 

m x
sin n

L

  


m x
cos n

L

  


ب ثابت نشان ده
داد موج محوري

 زاويه اي ارتعاش

 ي

به وسيل، ي، 
با استفاده از رو 

يها فركانسبه 
  

ناميك، ارتعاشات و

تحت تأ يا ستوانه
ي داراي تقارن م

يمته به وجود 

2L 2

0 0

p w
x R

4 x

  
  

  

نده اسكالر است
 در دو انتهاي پو

اين مطالع ون در
د و قسمت دوم

را هم Pسان 
:شود يم حاصل 

w d dx.
  
 

فقط به بررسي ح
ذكر ميدان جابجا

با در نظ.  است
x كه   0 و

 زير شرايط مرزي

,   cos t 

,  cos t

,  cos t 

 B  وC ضرايب
 m  وn  نيز اعد

ركانس طبيعي

يفركانسادلات 
ك فانكشنال انرژي

maxT   و
محاسبزم جهت 

]:6[خواهد شد 

دين(هوافضا  كيمكان

اسپوسته  كيگر
p و فشار خارجي

تانسيل در پوست
  ]:3[ست

)17(2R d dx.

 يك نشان دهن
نكه بار محوري

وچ. رديپذ يمخير،
0 خواهد شد

شار خارجي يكس
نتيجه زيرو  رده

18(   

فق ،ر اين مطالعه
و ذ رداخته شده

كافي ،ضاء كند
اهي لازم است

 :شد

19(   
جاييهميدان جاب

  ]:6[دينما ي

20( 

و A ،ه در آن
تعاش هستند و

فر . باشند ي
 .باشد ي

استخراج معا - 
حال با تعريف يك

maxU شكل
معادلات لازيتز

زير حاصل صورت

ممجله                

 فيتعر

 ijA , 

وژن و
 نجايار

. داشت
 صفحه

، zاز  ي

پوسته 
 يكرنش

رب در
صل از
.  است
ر و در
فاده از

با  رديگ

L

0

1
U

2
    

L

0

1
T

2
   

 
ارن

اگ
p

پت
اس

)



اين
خي
0

فش
كر

)8

در
پر

ارض
گا
باش

)9
م 
يم

)0

كه
ارت
يم
يم

5
حا
به
ري
ص

                        

ريزه صورت


h

ij ij
h

B , D


 
همو يا استوانه

 وجود ندارد، در
F وجود خواهد د

 مواد نسبت به
يتابع FGM در

كي يجنبش ي
ك يانرژ. شود ي
ضر روين يريگ ل

هم حاص يجنبش
ن جرم از جسم

صفر رويناعمال  ي
با استف يريگالر
گ يمانجام  مميز

  

   
2 T

0
N R d d


 

2 h 2

0 h 2

u

t





   
 

شار خارجي متقا
  .ي

                       

به يخمش يفت

2
2

ij
h 2

Q 1 , z , z

پوسته كيلاف 
،ijB، يچشيپ 
FGMاز جنس  

م تقارن خواص
ديآ يموجود ه 

.باشند يانيمحه 

يانرژو  يكرنش 
يمپرداخته  2ل 
انتگرالحاصل  ي

ج يانرژ است و
 سرعت هر المان

يابتداكرنش در
خواهد بود، انتگر

ماكزصف كرنش
]:4[رديگ يمكل 

 
L 2 T

0 0

1
dx

2


  

2 2v w

t t

            

  

ي تحت فشا ستوانه
وري و بار محوري

                       

سفو  يچشيپ
 : د

 2 dz.

شود كه بر خلا
يسفتكه  كي

يا استوانهوسته
عدم ليدلوت به 
به يزمانست و 

صله قائم با صفح

 يانرژبط

يانرژ يبررس
همانند شكل ي

يكلسم به طور 
جسم يرو يي

بهتر انيب و به
ذكر است چون ك

خ مميماكزرنش
نص يعنيمتوسط 

رابطه زير شك في
  :ليتانس

  s R d dx , 

  :يجنبش
2

R dz d dx.
    

اسپوسته  ):2(ل
محو

84       

يسفت
شوند يم
)14( 

توجه ش
يزوتروپيا

پو يبرا
تفاو نيا
اس يانيم
فا يعني

  

 

رواب -4
حال به
يا استوانه

جس كي
يجاهجاب

حركت
ذ انيشا
كر انيپا

كرنش م
يتعر نيا

پتيانرژ
)15(  

جيانرژ

)16(  

شكل
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)21(  0,
A B C

  
  

  
  

         : ، معادله ماتريسي زير خواهد شدنتيجه سه معادله بالا

)22(  
11 12 13

12 22 23

13 23 33

C C C A 0

C C C B 0 ,

C C C C 0

     
         
         

  

گاه براي شرايط مرزي تكيه 33Cو. . . ، 11C،22Cكه ضرايب 
معادله  .ساده و حالت فشار داخلي در پيوست خواهد آمد

ماتريسي مذكور براي داشتن جواب غير صفر بايد دترمينان 
 :صورت زير صفر شودضرايبش به

)23(ijC 0.                                                            

د خواهحاصل زير  6درجه معادله مشخصه ، با بسط اين معادله
 ييها فركانس) سه جواب مثبت ( آن  يها جوابكه شد 
  :جواب مطلوب است ها آن نيتر كوچكد بود كه نخواه

)24(  6 4 2
0 1 2 3a a a a 0.        

 
  صحت سنجي نتايج-6

ساده در  گاه هيتكاز صحت نتايج براي حالت  اطمينانبراي 
 Loyايزوتروپ، اين نتايج با يكي از مقالات  يا استوانهپوسته 

عدد  2در جدول .شده استمقايسه  1-2ول اجد در] 11[
بوده و سطح داخلي ] 9[بالايي در هر خانه مربوط به مرجع 

  .نيكل و سطح خارجي فولاد ضد زنگ مي باشدFGM پوسته 
  

 يا استوانهمقايسه فركانس بي بعد براي پوسته : )1(جدول
  .]11[با نتايج  ساده گاه هيتكايزوتروپ با 

n Loy]11[ Present 
1 0.016101 0.016101 
2 0.009382 0.009377 
3 0.022105 0.022102 
4 0.042095 0.042093 
5 0.068008 0.068006 
6 0.099730 0.099728 
7 0.137239 0.137238 
8 0.180527 0.180527 
9 0.229594 0.229593 

10 0,284435 0.284435 

  2

L h
m 1 , 20 , 0.01 , 0.3

R R

R 1 / E

      
 

    

 

 )HZ(فركانس طبيعي  نيتر نييپاتغييرات  :)2(جدول
hنسبت به  / R

mنوع اول، FGM  پوسته (   1 ،L
20

R
 ،0.31  (  

 

h/R n N=0.5 N=1 N=2 N=5 N=15 

0.001 3
2.8056
2.7140

2.7235
2.6917

2.7015
2.6702

2.6788
2.6490

2.6635
2.6355

0.005 2
5.9235
5.3462

5.3627
5.3022

5.3192
5.2597

5.2747
5.2178

5.2449
5.1912

0.007 2
5.2219
6.1988

6.2189
6.1481

6.1687
6.0992

6.1170
6.0510

6.0818
6.0199

0.010 2
8.9582
7.7033

7.7286
7.6406

7.6664
7.5805

7.6024
7.5209

7.5581
7.4820

0.020 1
14.0986
13.1924

13.2115
13.0828

13.1038
12.9758

12.9981
12.8710

12.9330
12.8065

0.030 1
12.8443
13.1971

13.2119
13.0874

13.1042
12.9804

12.9984
12.8756

12.9333
12.8111

0.040 1
14.4706
13.2037

13.2125
13.0939

13.1047
12.9869

12.9989
12.8820

12.9338
12.8175

0.050 1
14.3809
13.2121

13.2132
13.1023

13.1054
12.9952

12.9996
12.8903

12.9345
12.8257

  
و مقايسه آن با نتايج  FGMبررسي صحت نتايج پوسته      

ري تغيير شكل مرتبه بالا بر اساس تئوماتسوناگا  پژوهشي از
كه نتايج  دهد يممقايسه نشـان . انجام شده است] 9[دو بعدي

كه  گونه همان .نتايج دارد سايرخوبي با  تطابقدست آمده هب
كه نتايج بدست آمده  دهد يممقايسه نشـان مشهود است، 

و درصد تفاوت  ديگر داردنتايج منابع خوبي با بسيار  يخوان هم
  .است% 2ناچيز و تماماً زير  ها پاسخدر 

 

  ABAQUS افزارنتايج با نرمسنجي صحت 6-1
طبيعي حاصله از  يها فركانسدر اين قسمت به بررسي 

به منظور بررسي نتايج بدست  .شود يممعادلات بالا پرداخته 
با FGM آمده از روابط تحليلي، فركانس طبيعي پوسته 

بدست آمده و با روابط تحليلي  ABAQUS افزار نرماستفاده از 
در اين نرم افزار عليرغم اينكه ابزارهاي . مقايسه شده است

لازم براي مواد ايزوتروپ و حتي مواد كامپوزيتي هم وجود 
دارد، تدبيري براي در نظر گرفتن اجسام از جنس مواد 

  . انديشيده نشده است FGMهدفمند يا 
، ابتدا جسم FGMبراي مدل كردن پوسته استوانه اي 
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 يا استوانهو پوسته  مورد نظر را در نرم افزار طراحي كرده
لايه كامپوزيتي در  20را به صورت  افزار نرمطراحي شده در 

را در جهت ضخامت به تعدادي  FGMنظر گرفته و هر پوسته 
و هر لايه را داراي خواص يكسان در نظر  ميكن يملايه تقسيم 

سپس هر كدام از اين خواص يكسان را براي يك . ميريگ يم
براي دقت . ميريگ يمشده در نظر لايه از كامپوزيت تعريف 

خواص هر لايه را در وسط ضخامت هر لايه در  ها جواببالاتر 
 .تا تطابق بيشتري با واقعيت داشته باشد ميريگ يمنظر 

مربعي  يا پوسته يها المانمسئله از  يبند المانبراي       
مناسب براي تحليل ارتعاشي يك پوسته و  1درجه دوم

و  ها هيلاتعداد . استفاده شده است /.15د به ابعا يا استوانه
بر  يريآن تأثاي انتخاب شده است كه افزايش  به گونه ها المان

  سازي و تحليلي در جداول نتايج شبيه. نداشته باشد جينتا
كه مشاهده  طور همان. اند شدهبا يكديگر مقايسه  4-3 
 .بين نتايج هر دو روش انطباق مناسبي وجود دارد شود يم

كه نتايج  دهد يممقايسه نشـان كه مشهود است،  گونه همان
خوبي بسيار همخواني سازي در نرم افزار  از شبيهبدست آمده 

 ها پاسخو درصد تفاوت در  دارد نتايج حاصل از معادلاتبا 
  .است% 1زير  تماماًناچيز و 

طبيعي به دست  يها فركانسمقايسه  :)3(جدول
تحت ) استيل  –نيكل (  FGM يا استوانهآمده پوسته 

  . ABAQUSبا نرم افزار  فشار داخلي

N 
حاصل ازيهاپاسخ

 معادلات
حاصل از  يهاپاسخ

 نرم افزار
1 13.21 13.14 
2 19.37 19.35 
3 32.94 32.93 
4 46.30 46.30 
5 59.59 59.59 
6 72.97 72.97 
7 86.56 86.57 
8 100.46 100.49 
9 114.72 114.78 

10 129.41 129.51 

h L
0.002, 20,m 1,R 1, N 1 P 1bar

R R
       
 

 

  

                                                           
1   - Quadratic Quadrilateral, Type S8R (S8R: An 8-

node Doubly Curved Thick Shell) 

به دست طبيعي  يها فركانسمقايسه  :)4( جدول
تحت  )استيل  –نيكل (  FGM يا استوانهآمده پوسته 

  ABAQUSافزار  با نرم فشار داخلي

N 
حاصل از  يها پاسخ

 معادلات
حاصل از  يهاپاسخ

 نرم افزار
1 13.21 13.08 
2 27.76 27.72 
3 49.68 49.66 
4 73.44 73.42 
5 99.96 99.93 
6 129.88 129.83 
7 163.60 163.53 
8 201.40 201.32 
9 243.49 243.40 

10 289.98 289.94 

 h / R 0.01, L / R 20, m 1, R 1, N 1

P 10(bar

    


 

  
  تحليل فركانسي-7

و به بررسي اثر  هبر نتايج حاصله تكيه كرد كاملاً توان يم حال
  .فشار داخلي بر رفتار فركانسي پرداخت

  

   كم يها ضخامتمطالعه و بررسي نتايج براي  7-1
 h/R=0.002 جدار نازك با يا استوانهابتدا به بررسي پوسته 

ارائه  ينمودار ،Nبراي هر توان . شود يمپرداخته  L/R=20و 
نمودار . شود يممختلف بررسي  يها حالتو اثر فشار داخلي بر 

فركانس اول آورده  10بوده و براي  N=1مربوط به  3شكل 
معياري براي سنجش اثر  توان يماز اين نمودارها . شده است

و نيز افزايش عدد موج  P، تغيير فشار داخلي Nتغيير 
 .طبيعي به دست آورد يها فركانسبر روي  nمحيطي 

مشخص است، در حالت بدون فشار  3كه از شكل  طور همان
nطبيعي تا  يها فركانسداخلي  3  و  ابندي يمكاهش

nكمترين فركانس در 3  فشار داخلي به طور . دهد يمرخ
و هر چه فشار  دهد يم ي طبيعي را افزايشها فركانسكلي 

. بيشتر خواهد بود ها فركانسبيشتر باشد اين افزايش در 
شيب  ها فركانساين افزايش  شود يمكه ملاحظه  طور همان

و پس از يك فشار معين نمودار  دهد يمنمودار را تغيير 
دليل اين . صعودي خواهد شد كاملاًفركانسي به صورت 

كانس محيطيفشار داخلي بر مود اول فر ريعدم تأثحالت، 
n 1 است.  
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طبيعي بر حسب عدد  يها فركانستغييرات  :)3(شكل 

موج محيطي در فشارهاي مختلف
h L

. 0.002, 20, m 1, R 1, N 1
R R

      
 

  
  

كه از نتايج مشخص است و در معادلات نيز  طور همان
nمشاهده كرد، به ازاء توان يم 1  عبارت مربوط به فشار

نيز بر فركانس طبيعي مود  يريتأثداخلي صفر خواهد شد و 
طبق نمودار  شود يمكه همين موضوع باعث  گذارد ينماول 

اين . تغيير كند ها فركانسموجود شكل كلي نمودار 
تا براي هر پوسته معين، با ضخامت  شود يمخصوصيت باعث 

ته باشد كه از آن و ديگر خصوصيات معين، فشاري وجود داش
فشار به بالا هميشه فركانس پايه در مود اول محيطي يعني 

n 1 كه  گونه همانبراي مثال در نمودار فوق . رخ دهد
Pمشخص است در  0 فركانس پايه در n 3  رخ داده

nاست كه با افزايش فشار اين حالت عوض شده، به 1 
 ها يبررساين  ي همهلازم به توضيح است كه . ابدي يمانتقال 

mدر 1  براي بررسي . رديگ يميعني مود اول طولي انجام
قبلي با  يا استوانهبيشتر نمودارهاي مربوط به همان پوسته 

 شود يمتركيبي متفاوت كه با تغيير توان قانون تواني حاصل 
  .ارائه شده است

اين كار باعث . يافته استتغيير  5به  Nدر اين قسمت 
يعني . بيشتر شودFGM درصد نيكل موجود در ماده  شود يم

كه داخل آن فولاد ضد زنگ  FGM شيب تغيير در پوسته 
خالص و خارج آن نيكل خالص است، از سطح داخلي به 
خارجي بيشتر شود يعني درصد بيشتري از حجم پوسته را 

فركانس  شود يمنيكل تشكيل دهد كه اين عامل خود باعث 
طبيعي پوسته بيشتر به پوسته از جنس نيكل خالص نزديك 

كه مشخص  طور همان .در زير نمودار مربوطه آمده است. شود

با اين . است خاصيت كلي اين نمودار نيز مانند قبل است
، مقدار كمي Nتفاوت كه تغيير توان در قانون تواني ، 

بين  لزوماًكه اين تغييرها  دهد يمرا كاهش  ها فركانس
فركانس طبيعي پوسته از جنس فولاد ضد زنگ و نيكل يعني 

 .مورد مطالعه است FGM آلياژهاي تشكيل دهنده 
  

طبيعي بر حسب عدد موج  يها فركانستغييرات  :)4(شكل 
 محيطي در فشارهاي مختلف

h L
. 0.002, 20, m 1, R 1, N 5

R R
      
 

  

  طمتوس يها ضخامتمطالعه و بررسي نتايج براي  7-2
جدار نازك  يها پوستهدر اين بخش يك ضخامت متوسط در 

نشان  5و نتايج در نمودار شكل بررسي  h/R=0.01يعني 
نيز مانند قسمت قبل  ها پوستهدر اين نوع . شده استداده 

  . شباهت زيادي بين نمودارها وجود دارد
  

طبيعي بر حسب عدد موج  يها فركانستغييرات  :)5(شكل 
  محيطي در فشارهاي مختلف

h L
. 0.01, 20, m 1, R 1, N 1

R R
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كه مشخص است در حالتي كه فشار داخلي  طور همان  
P ،وجود ندارد 0فركانس پايه در ،n 2  اما . دهد يمرخ

كه فشار داخلي  شود يمگذشته ديده  يها يبررسمانند 
 شود يم باز هم ديده. دهد يمطبيعي را افزايش  يها فركانس

و تمام  شود يمكه چون شيب نمودار فركانس بيشتر 
، فركانس ابندي يمبه جز فركانس مود اول افزايش  ها فركانس

كه اين مهم بعد از يك فشار  ابدي يمپايه به مود اول انتقال 
تفاوت اين ضخامت با ضخامت قبلي  .وندديپ يممعين به وقوع 

و شيب  شود يمكمتر  ها فركانسدر اين است كه اثر فشار بر 
اين نكته از شيب . نمودارها نسبت به حالت قبل كمتر است

Nنمودار مربوط به .نيز واضح است ها خط 5  نيز به صورت
  .خواهد بود 6شكل
  

طبيعي بر حسب عدد  يها فركانستغييرات  :)6(شكل 
  موج محيطي در فشارهاي مختلف

h L
. 0.01, 20, m 1, R 1, N 5

R R
      
   

  
كمتر از نمودار قبلي هستند  ها فركانساين  ،به طور كلي  

و كسر بيشتر نيكل در  Nو اين خاصيت به دليل افزايش 
در نمود كلي نمودار، همان . مورد مطالعه است FGMماده 

Nخاصيت مربوط به نمودار 1 يعني در اثر . قابل ذكر است
جز مود اول، به  ها فركانس  همهش فشار داخلي و افزايش افزاي

و فركانس پايه كه در حالت  شوند يمنمودارها صعودي خالص 
nبدون فشار در  2  بهداد يمرخ ،n 1  ؛شود يممنتقل 

  .فشاري بالاتر از مقداري معين ريتحت تأثالبته 
 

  

  بالاتر يها ضخامتمطالعه و بررسي نتايج براي  7-3
پرداخته  يا استوانهحال در ادامه به بررسي ضخامتي از پوسته 

جدار نازك بيشترين ضخامت را دارد  يها پوستهشده كه در 
Nابتدا نمودار مربوط به.  h/R=0.05يعني  1  را بررسي و
Nمانند قسمت قبل  ،سپس 5  مورد بررسي قرار گرفته
براي مود اول طولي  ها فركانسدر اين نمودارها نيز . است

mيعني  1  و ده مود اول محيطي بررسي  نديآ يمبه دست
 .است 20هم همان  L/Rدر ضمن . شود يم

 
طبيعي بر حسب  يها فركانستغييرات  ):7(شكل 

عدد موج محيطي در فشارهاي مختلف
h L

. 0.05, 20, m 1, R 1, N 1
R R

      
  

 
از همان حالت بدون فشار  شود يمكه ملاحظه  طور همان

nداخلي، فركانس پايه در 1  علاوه بر اين فشار . دهد يمرخ
داخلي هم طبق نتايج قبلي فركانس طبيعي را افزايش 

 ها پوسته گونه نيادر  شود يمكه ملاحظه  طور همان. دهد يم
بيشتر است اثر فشار داخلي بر فركانس  ها آنكه ضخامت 

در ضمن اين اثر افزايشي در . قبلي است يها حالتكمتر از 
طبيعي ناچيز است و  يها فركانسبر  nمقابل اثر افزايش 
فركانس حتي با وجود نمودارهاي  شود يمهمين امر سبب 

 .زياد فشار داخلي بسيار نزديك به هم باشند نسبتاًافزايش 
بسيار كم فشار داخلي بر فركانس  ريتأث دهنده نشاناين امر 

 . ضخيم است نسبتاً يها پوستهطبيعي در 

Nباقبلي همان پوسته  8شكل در       5 شده  بررسي
كه مشخص است، خواص  طور هماندر اين نمودار نيز  .است

نمودار مانند حالت قبل است، با اين تفاوت كه اين تغيير در 
 كسر حجمي بيشتري از ماده  شود يمتوان قانون تواني باعث 
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FGM  به  ها فركانسنيكل باشد و اين تغيير، باعث كاهش
را بيشتر به سمت پوسته  ها فركانسو  شود يمصورت جزئي 

شايان ذكر است كه در . برد يمساخته شده از نيكل خالص 
اين موارد فركانس طبيعي بين فركانس يك پوسته از   همه

 .جنس فولاد خالص و نيكل خالص است

  

 
طبيعي بر حسب عدد موج  يها فركانستغييرات  ):8(شكل 

 محيطي در فشارهاي مختلف
h L

. 0.05, 20, m 1, R 1, N 5
R R

      
  

 
 گيرينتيجه - 8

كه از نتايج مشخص است، در حالت بدون فشار  طور همان
و  ابندي يممشخص كاهش  nطبيعي تا  يها فركانسداخلي 

فشار داخلي به . دهد يمرخ  nكمترين فركانس در همان 
و هر چه  دهد يمطبيعي را افزايش  يها فركانسطور كلي 

. بيشتر خواهد بود ها فركانسفشار بيشتر باشد اين افزايش در 
شيب  ها فركانساين افزايش  ،شود يمكه ملاحظه  طور همان

نمودار  ،و پس از يك فشار خاص دهد يمنمودار را تغيير 
دليل اين . صعودي خواهد شد كاملاًفركانسي به صورت 

فشار داخلي بر مود اول فركانس محيطي ريتأثحالت، عدم 
n 1 بيشتر است اثر  ها آنكه ضخامت  ييها پوستهدر . است

افزايش در توان قانون . كمتر است ها فركانسفشار داخلي بر 
 FGM كسر حجمي بيشتري از ماده شود يم، باعث Nتواني

به صورت  ها فركانسيير، باعث كاهش نيكل باشد و اين تغ
را بيشتر به سمت پوسته ساخته  ها فركانسو  شود يمجزئي 

 ي همهشايان ذكر است كه در . برد يمشده از نيكل خالص 
اين موارد فركانس طبيعي بين فركانس يك پوسته از جنس 

 .فولاد خالص و نيكل خالص است

 

  پيوست-9
براي شرايط  )22رابطه (معادلات فركانسي  ماتريس ضرايب

  :به صورت زير استگاه ساده و حالت فشار داخلي مرزي تكيه
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