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   چكيده

 يها سالنازك فلزي است كه در  يها ورقو  اه ليپروفخمش ورق فلزي روي بستر لاستيكي يكي از فرآيندهاي نسبتاً جديد خمش 
خمش الاستيك ورق نازك فلزي روي يك بستر  ،در اين تحقيق. مورد توجه و استفاده قرار گرفته است ياخير در حد وسيع

ذ آن، عمق نفو تحليليحاكم بر اين فرآيند در تغيير شكل الاستيك ورق و حل  هپس از استخراج معادل .لاستيكي تحليل شده است
 تفاضلبه روش  يندحاكم بر فرآ همعادل يحل عدد ،ينهمچن. اند شدهتسليم ورق بر حسب پارامترهاي ورودي فرآيند تعيين  هآستان

تسليم  هاجراي چند آزمايش و تعيين عمق نفوذ آستان، با علاوه بر اين. اندشده يسهدو روش با هم مقا يجانجام شده و نتا يزن محدود
شده براي فرآيند و جواب معادلات به دست آمده براي آن، مورد ارزيابي قرار ديفرانسيل استخراج  همعادل، يفولاد ورقچند نمونه 

    .اندگرفته
  

  ، الاستيكيكيبستر لاستخمش، ورق،   :هاي كليديواژه
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ABSTRACT  
In this work, the bending of a sheet on elastic pad has been analyzed. The governing equations for bending of plate 
were derived and analytically solved. A formulation was derived for the indentation depth at which the plastic 
deformation of the sheet initiates. The equations were also numerically solved using finite difference method to 
verify the analytic solution. Additionally, some experiments were performed to verify these results. 
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  فهرست علائم و اختصارات
  

a طول ورق  mm 

b عرض ورق  mm  

nC 41  يريانتگرال گ ثابتn  
nC 41  نرمال يريانتگرال گ ثابتn  

D يخمش يسفت  N-mm   
E هتيسيمدول الاست MPa 

ER ر بست هتيسيمدول الاستMPa  
ES فلزي  ورق هتيسيمدول الاست MPa 

f نفوذ بر واحد عرض ورق يروين  N/mm   
H ضخامت بستر  mm 

h  عمق نفوذmm 

k بستر يمدول سفت MPa/mm 

m بر واحد عرض ورق  يممان خمش)N(  
)(rm نرمال يممان خمش  

zp ي  بار جانبN/mm2 
*
zp عكس العمل بستر  N/mm2  

)(* rpz عكس العمل نرمال بستر  
q برش بر عرض واحد ورق  يروين N/mm  

)(rq برش نرمال يروين  
r ينرمال در راستا تيموقع x  
rc ورق از بستر شيجدا تيموقع  
S  تنش مهندسيMPa  
t     ضخامت ورق mm   
w ورق  زيخmm 

)(rw نرمال زيخ  
xc رتتماس ورق با بس هيطول ناح mm 

  علائم يوناني
α 1 پارامتر خمش/mm 

 كرنش مهندسي  
ν پواسون بيضر   

  
  مقدمه

در  يكيبسـتر لاسـت   يبـر رو  يورق نازك فلز يكارخم نديفرآ
 يدي ـروش نسـبتاً جد  يغلتكدوار  يخم كار يندهايفرآ انيم

نـازك   يهـا  ورق يخـم كـار   يبـرا  رياخ يها سالاست كه در 
 ني ـا. ابداع شده و مورد توجه و استفاده قرار گرفته است يفلز
. اسـت نشان داده شده   1در شكل  كيبه صورت شمات نديفرآ

خـم   يغلتك ـو چهـار   يغلتك ـمعمول سـه   يها روشبر خلاف 
 كي ـبه كمك  يورق نازك فلز نديفرآ نيا يورق، در ط يكار

كـه   Hبه ضـخامت   يكيبستر لاست كي يبر رو يفولاد غلتك
 h زاني ـبستر تخت است، تـا عمـق نفـوذ بـه م     كيبه صورت 

بستر  يبالا يريعمل و انعطاف پذ نيو در اثر ا شود يمفشرده 
ورق  يفشار بـر رو  عيبار گسترده به صورت توز كي ،يكيلاست

ز و بـا عبـور ا   شـود  يمورق  يشكل خمش رييو سبب تغ جاديا
بـه صـورت گـرد شـده خـارج       يكيو بسـتر لاسـت   غلتـك  نيب
 كي ـبستر تخت ممكن اسـت   يبه جا نديفرآ نيدر ا. شود يم

در  h/Hنسبت . استفاده شود يكيبا روكش لاست يفلز غلتك
شـده در   جـاد يكـرنش ا  ،جـه يو در نتبوده كوچك  نديرآف نيا

  .باشد يمكرنش كوچك  هدر محدود كيلاست
  
  
 

  
  

  ورق بر روي يك بستر خمش فرآيند: )1(شكل 

  .تخت به صورت شماتيكلاستيكي  
  

خمش ورق در فرآيند خم كاري سه ) 1988( 1يانگ و شيما
) 1994( و همكارانش 2يانگ]. 1[سازي كردندي را شبيهغلتك

سازي و ي شبيهغلتككاري سه خمش ورق را در فرآيند خم
ب كاري را براي رسيدن به شعاع مطلوهاي خمتعداد مرحله

]. 2[و ورق تعيين كردند غلتكبدون ايجاد لغزش بين 
 هبه صورت تحليلي و تجربي رابط) 2008( 4و راوال 3گاندهي

و شعاع خمش را در فرآيند خم كاري سه  غلتكبين موقعيت 
اصول ) 1999(و همكارانش  5هاو]. 3[اند كردهي بررسي غلتك

                                                 
1- Shima 
2- Yang 
3- Gandhi 
4- Raval 
5- Hua 
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ي را تشريح غلتككار و مكانيزم فرآيند خم كاري چهار 
خمش ) 2000( و لين و هاو) 1999( 1هاو و لين]. 4[اند ردهك

ي تحليل و اثر كرنش غلتككاري چهار ورق را در فرآيند خم
و همكارانش  2ولرتسن]. 5-6[اند كردهسختي را هم بررسي 

 يها ليپروفخمش  يها روشدر مروري بر انواع ) 1999(
ي بر روي بستر لاستيكي را معرف يلتكغ كاريروش خم ،فلزي

هيچ گونه تحليلي براي فرآيند، به اثر بعضي  هو بدون ارائ
در انحناي نهايي  غلتكپارامترهاي فرآيند از جمله عمق نفوذ 

و همكارانش در  3كاون]. 7[اند كردهمحصول اشاره 
يك پروفيل آلومينيمي از جنس ي غلتكخمش  )2001(سال

، را بر روي يك بستر لاستيكي AA6061-T6 آلومينيوم 
شكل  غلتكبررسي تجربي قرار داده و اثر ميزان نفوذ  مورد

دهي را بر روي شعاع انحناي نهايي خمش محصول تعيين 
علاوه بر بررسي تجربي ) 2003(و همكارانش  4لي]. 8[كردند

 يك پروفيل قوطي ساده از جنس آلومينيوم ي غلتكخمش 

AA6061 بر روي بستر لاستيكي و تعيين نتايج آن، فرآيند ،
روش اجزاء محدود شبيه سازي و نتايج دو روش را با  را به

) 2003(و همكارانش  5گيگر]. 9[اند كردهيكديگر مقايسه 
صلب و  هرا با استفاده از يك سمب Uبه شكل  يها ورقخمش 

شبيه  (FEM)محدود  يها المانماتريس لاستيكي به روش 
  ]. 10[سازي نموده و مورد بررسي قرار دادند 

حاضر به دليل تماس و تعامل ورق با يك  هحل مسئل     
و مسائل  6به مسائل تماس تواند يمبستر لاستيكي به نحوي 

اما نوعاً در مسائل تماس و نفوذ، دو جسم . مربوط شود 7نفوذ
الاستيك توپر با يكديگر تماس حاصل كرده و در يكديگر نفوذ 

به تئوري تماس هرتز  توان يمكه به عنوان مثال  كنند يم
لف در يك مخت يها شكليا نفوذ جسم صلب با  ؛ه نموداشار

  .محيط الاستيك مطرح است
 هتماس يك سمب همسئل) 2005( 9و اوليتكو 8ژوپنسكا     

اي صلب را با يك محيط الاستيك نيم صفحه مورد استوانه

                                                 
1- Lin 
2- Vollertsen 
3- Kwon 
4- Lee 
5- Geiger 
6- Contact Problem  
7- Indentation Problem 
8- Zhupanska 

]. 11[ اند كردهبررسي قرار داده و جواب دقيقي براي آن ارائه 
 V هتماس يك سمب همسئل) 2007(اديب نظري و همكارانش 

شكل صلب را در  يك محيط الاستيك نيم صفحه مورد به 
مورد بررسي قرار  FEMمحدود  يها المانروش رياضي و 

تحقيقات متعددي براي بررسي  ،همچنين ].12[ اند داده
مسائل ورق بر روي پي الاستيك منتشر شده است كه كم و 

و همكارانش  10اسيلو. بيش با مبحث مورد نظر ارتباط دارد
ورق بر روي يك پي الاستيك فاقد كشش را  همسئل) 1999(

و  11كوكرتي]. 13[به صورت عددي مورد مطالعه قرار دادند 
رفتار خمشي يك ورق مستطيلي را بر روي يك ) 1992( 12كو

پي الاستيك تحت يك توزيع بار يكنواخت با استفاده از روش 
  ].14[ژي مورد مطالعه قرار دادند انر
تحقيقات منتشر شده براي فرآيند  هبا بررسي پيشين     

خمش ورق نازك فلزي بر روي يك بستر لاستيكي و 
 توان يم شود يمموضوعاتي كه به نحوي به اين فرآيند مربوط 

دريافت كه جاي خالي تحقيقي كه اين فرآيند را به صورت 
تحليلي و رياضي مورد مطالعه قرار داده باشد، كاملاً مشهود 

در اين تحقيق، تحليل رياضي اين فرآيند براي اولين بار . ستا
دو  نديفرآ نيادر  .مورد مطالعه و بررسي قرار گرفته است

 هيكه عبارتند از ناح شود يم جاديشكل در ورق ا رييتغ هيناح
 نيدر ا. كيشكل پلاست رييتغ هيو ناح كيشكل الاست رييتغ

شكل  رييغت هيحاكم بر ناح ليفرانسيد همعادل ق،يتحق
 ليتحل يدياول و كل هبه عنوان مرحل نديورق در فرآ كيالاست

 يبرا قياستخراج شده و با حل آن، جواب دق نديكامل فرآ
 يورق و بار جانب يبرش يرويو ن يممان خمش ز،يمعادلات خ

ورق  كيشكل پلاست رييوارد بر ورق و مقدار عمق نفوذ آغاز تغ
 گريد تياهم. مده استبه دست آ نديفرآ يبر حسب پارامترها

علاوه بر  ،مرحله نياز آن جهت است كه در ا قيتحق نيا
كامل  ليآن در تحل يهاافتهيفوق، از  جيبه نتا يابيدست

ارائه شده  ليتحل. شود يممسئله استفاده پلاستيك -الاستيك
 نياول ،يكيبستر لاست يدوار بر رو يخم كار نديفرآ يبرا
. شود يمارائه  نديفرآ نيا يليتحل ياست كه در بررس يكار

 رييتغ هيناح يبا استفاده از روش حل مسئله برا ،نيعلاوه بر ا
                                                                           
9- Ulitko 
10- Silva 
11- Kukreti 
12- Ko 
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و  نديكامل فرآ ليتحل يآن، راه برا جيو نتا كيشكل الاست
 يپارامترها ينيب شيآن در كنترل و پ جياز نتا يريبهره گ

  .شود يمهموار  نديفرآ
  
  يتئور  -1

با يكديگر  ها آنتعامل بستر و  ،رفتار مكانيكي ورقسازي مدل
سه قدم اساسي در تحليل رفتار مكانيكي ورق در سيستم 

  . باشد يمبستر  - ورق
ه تئوري كلاسيك ك دهد يمنشان  ها ورقبررسي تئوري       

يك تئوري كاملاً معتبر و پذيرفته  ،هاكروشف در خمش ورق
نازك فلزي است و  يها ورقشده در تحليل خمش الاستيك 

ه عنوان مدل رفتار مكانيكي ورق نازك به خوبي ب تواند يم
  . ]15-17[مورد استفاده قرار گيرد

مبحث الاستومر كه در  ها كيلاست هرفتار ماد همطالع     
كه  دهد يميمر است نشان پلاي از علوم مهندسي هشاخ
قرار دارند و بالا   1يحد كشسان بامواد  هدر زمر ها كيلاست

كشساني  هرا در محدود ها نآرفتار  2كشسانيمبحث فوق 
كوچك،  يها شكل ييرتغ هاما در محدود ،كند يمتبيين 

 .دهند يماز خود نشان  يخط يباًو تقر يكالاست يرفتار
براي اين ماده قابل  3خطي همعادلات الاستيسيت نيبنابرا

رفتارهاي تغيير شكلي  توان يم نيبنابرا]. 18[استفاده است
را به كمك معادلات الاستيسيته بستر لاستيكي در اين فرآيند 

  .مدل سازي كرد
تعامل ورق و بستر لاستيكي، توزيعي از بار فشاري جانبي بر 

. شود يمكه سبب خمش ورق  كند يمروي ورق ايجاد 
از يك  ،مشكلات اصلي تحليل تغيير شكل ورق در اين فرآيند

طرف نامعلوم بودن توزيع فشار وارد بر ورق از جانب بستر و از 
تماس است كه در  هديگر نا معين بودن طول ناحي طرف

انتخاب مدل . كند يماستفاده از شرايط مرزي كار را مشكل 
كليدي حل  هتوزيع فشار، نكت همناسب براي پيش بيني نحو

  .باشد يممسئله 
در مهندسي عمران به مسائل تغيير شكل  4مبحث تئوري پي

در اين . پردازد يم 5بر روي پي الاستيك ها ورقالاستيك 
                                                 
1 - Hyper-elastic Material 
2 - Hyperelasticity 
3 - Linearelasticity 
4 - Foundation 

تعامل ورق و  همتعددي براي پيش بيني نحو يها مدلمبحث 
دتاً در كاربرد اين مسائل عم. بستر الاستيك مطرح شده است

هاي از جنس بتون مسلح، باند تحليل تغيير شكل كف جاده
كه بر  باشد يم ها ساختمانفونداسيون  يها كهيبارو  ها فرودگاه

در اثر تعامل بين  .اندروي بستري از خاك و گل قرار گرفته
كه سبب ايجاد تغيير شكل  شود يمتوزيع فشاري ايجاد  ،ها آن

متعدد يك، دو و سه  يها مدل]. 17[گرددمي ها آندر 
 نيتر سادهكه  اند شدهپارامتري براي اين منظور پيشنهاد 

بر فرض  ،اين مدل. باشد يم 6مدل تك پارامتري وينكلر ،ها آن
كه  شود يماستوار است و فرض رفتار الاستيك خطي پي 

به متشكل از تعدادي فنر خطي عمودي مجاور هم باشد كه 
جايي عمودي سطح صورت مستقل از هم در مقابل جابه
 ،در اين مدل. دهندفوقاني بستر از خود مقاومت نشان مي

مقاومت بستر متناسب با تغيير شكل عمودي سطح فوقاني آن 
  ]. 15- 17[است

اينكه در اين فرآيند، تغيير شكل لاستيك در  با توجه به      
و از طرفي بر اساس آن چه  باشد يمكرنش كوچك  همحدود

در بالا اشاره شد لاستيك در اين محدوده رفتار خطي از خود 
، بهتر است مدلي را براي تعامل ورق و بستر دهد يمنشان 

لاستيكي فرض كرد كه با رفتار الاستيك خطي لاستيك 
بنا بر اين، در اين تحقيق براي اولين بار در . سازگار باشد

تحليل اين فرآيند، با تلفيق تئوري كلاسيك كروشف، 
معادلات الاستيك خطي براي رفتار لاستيك و مدلي فرضي 
براي تعامل ورق و بستر لاستيكي معادلاتي براي فرآيند 

كه به صورت رياضي تغيير شكل ورق را به  شود يماستخراج 
  .كند يمفرآيند مربوط پارامترهاي 

به ورق نيرو وارد  غلتكبه سمت بستر،  غلتكبا پيشروي       
به دليل  .راندو آن را به سمت بستر لاستيكي مي كند يم

با سطح بستر لاستيكي، بر اساس  غلتكموازي بودن محور 
 yكه در راستاي  2مدل وينكلر، توزيع باري مطابق با شكل 

 aدر اين شكل . شودرق ايجاد ميباشد بر روي ويكنواخت مي
 ،b  وw  به ترتيب طول ، عرض و خيز عمودي سطح مياني

- بر واحد عرض ورق مي غلتكنيروي وارد از جانب  fورق  و 

*)( عكس العمل بستر نيز با . باشند xpz  شود يمنشان داده .
                                                                           
5 - Elastic Foundation 
6 - Winkler Model 
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وي بستر فقط از بار جانبي وارد بر ورق از س ،در اين فرآيند
  .بار كششي بر آن وارد نمود توان ينمباشد و نوع فشاري مي

  

 
توزيع بار جانبي در بار گذاري ورق بر روي بستر  ) :2(شكل

  .الاستيك
  

معادلات حاكم براي خمش الاستيك  ورق تحت توزيع بار 
به صورت  از تئوري كلاسيك خمش كروشف xpz)(جانبي 

  ]:15-17[ ديآ يمزير به دست 
)1(  

,
)(

4

4

D

xp

dx

wd z  

)2(  
,

)(
)(

2

2

dx

xwd
Dxm   

)3(  
,

)(
3

3

dx

xwd
Dq   

)4(  
.

)1(12 2

3




tE
D  

 xpz)(خيز سطح مياني ورق،  xw)( ،در اين معادلات
 tسفتي خمشي ورق و  Dنيروي برشي و  qوزيع بار جانبي، ت

گرچه مدل وينكلر براي تعامل ا .باشند يمضخامت ورق 
ليل ، ولي به دهاي از جنس خاك و گل پيشنهاد شدهبستر

خطي براي اين بسترها  اين كه اين مدل با فرض رفتار
استخراج شده و از طرفي بستر لاستيكي از اين جهت با 

ده براي بسترهاي خاكي و گلي در تغيير ويژگي فرض ش
كوچك مشابهت دارد، بنا بر اين براي اولين سعي  يها شكل
 يندر ا يكيورق و بستر لاست ينمدل كردن تعامل بدر 
العمل بستر لاستيكي بر روي  كه عكس شود يميند، فرض فرآ

ورق در تعامل بين ورق و بستر لاستيكي در اين فرآيند بر 
   :  تعيين شود زير هاساس معادل

)5(  .)(* wkxpz   

 واحد ييجاجابه يبرا يازفشار مورد ن ،مدول بستر k ،در آن كه

با فرض رفتار  .دش بايم )Mpa /mm(بر حسب  بستر طول
الاستيك خطي براي لاستيك، براي هر المان بستر لاستيكي 

  :ديآ يمزير به دست  هرابطمدول بستر از ينكلر، در مدل و
)6(  ./ HEk R  

لاستيكي ناشي از تعامل ورق و  عكس العمل بستربا افزودن 
حاكم  ه، معادل)1( هبه بار جانبي در معادل) 5( هبستر از معادل

  :ديآ يمدر  يربه صورت ز بستر لاستيكي -ورق سيستمبر 

)7(  .
)()()(

4

4

D

xwkxp

dx

xwd z 
  

ستثناء موقعيتي در تمامي نواحي تماس به ا ،در اين فرآيند
 غلتككه خط تماس ورق و  غلتكدرست واقع در زير مركز 

، بار جانبي وارد بر ورق تنها عكس العمل بستر باشد يم
اي كه خط تماس فوق براي ناحيه هدر نتيجه معادل .باشد يم

ديفرانسيل  هدر آن ناحيه قرار نگيرد، ساده تر شده و معادل
  :شود يمستخراج حاكم بر اين فرآيند، به شكل زير ا

)8(  .0
)()(

4

4


D

xwk

dx

xwd  

حاكم  يفرانسيلد هكه شكل معادل يشباهت يلاگرچه به دل
 يفرانسيلد هبا معادل ،حاضر همسئل يبرا فوق هاستخراج شد

مشابهت دارد،  يكالاست يپ يبر رو ها ورقه يموجود در تئور
ز متشكل اكه  يندفرآ ينمعادله به ا يناما استخراج و انتساب ا

مراحل  يپس از طو  باشد يمبستر لاستيكي  –سيستم ورق 
و  يمنطق يريگ جهينتذكر شده در بالا و بر اساس  يقتحق
 ينبوده و در ا يدكاملاً جد يايافتهمحقق شده است،  يعلم
  .  انجام شده است يقتحق
  :دهد يمرا  يرفوق جواب زديفرانسيل  همعادل حل

)9(   
 )sin()cos(

)sin()cos(

)(

43

21

xCxCe

xCxCe

xw

x

x


















.

 

دلات شيب، ممان خمشي، نيروي برشي و بار جانبي ورق معا
  :نديآ يمبه ترتيب به صورت زير به دست 


)sin()(

)cos()(

)(

21

21

xCC

xCCe

xw
dx

d

x
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)10(  
 ,)sin()(

)cos()(

43

43

xCC

xCCe x


 




 

)11(  
  ,)cos()sin(

)cos()(si

2
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)(

43

21

2
2

2
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xCxCe

xCxCe

D
dx

xwd
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x
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,)sin()(

)cos()(
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)s(c)(2

)(
)(

43

34
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21
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3
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dx

xwd
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x

x























   

 

)13(  



 

 ,)sin(

)cos(

)sin(

)cos(4

)(
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4

3

2

1

4

4
*

xC

xCe
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xCeD

dx

xwd
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x
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)14(  .
)1(12 2
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 qممان خمشي بر واحد عرض ورق،  m ،در اين معادلات
 tسفتي خمشي و  Dنيروي برشي بر واحد عرض ورق، 

  .باشند يمضخامت ورق 

)15(  .
4

4/1











D

k
 
 

  .باشد يمپارامتر خمش  α ،كه در آن
 غلتكدر مرحله اوليه فرآيند و شروع خمش، ورق از زير      

اين . شودتماس آن با بستر لاستيكي آغاز مي و كردهعبور 
. يابدتا زمان جدا شدن ابتداي ورق از بستر ادامه مي ،مرحله

در مرحله نهايي فرآيند و اتمام خمش، تماس انتهاي ورق با 
اين مرحله  تا پايان خمش كه . شودبستر لاستيكي شروع مي

در اين . يابدشود ادامه ميخارج مي غلتكانتهاي ورق از زير 
 ،يعني با گذشت زمان .است دائم ريغدو مرحله، فرآيند 

در بين . كندوضعيت خمش ورق و شرايط مرزي آن تغيير مي

ورق  هخمش پيوست. اين دو حالت، فرآيند وضعيت دائم دارد
شود كه ابتدا و در اين فرآيند به اين معني در نظر گرفته مي

رآيند در يك حالت و ف بودهانتهاي ورق از بستر لاستيكي جدا 
وضعيت و شرايط مرزي  ،در اين صورت. دائم در جريان باشد

  .كند ينمدر معادلات خمش ورق با گذشت زمان تغيير 
با فرض اين كه بار جانبي فقط  )9-13(معادلات      

وجود بار جانبي  همچنين با فرضو در  بودهالعمل بستر  عكس
تمام طول ورق در  بنا بر اين براي .اندخارجي به دست آمده

باشد زيرا يك بار جانبي متمركز يك مرحله قابل استفاده نمي
در مركز كه همان نيروي نفوذ است بر روي ورق اعمال شده 

راست و چپ تقسيم شود، بار  هاگر ورق به دو نيم. است
و بوده العمل بستر تنها عكس ها آنجانبي وارد بر هر يك از 

با فرض خمش . شودديل مينيروي نفوذ، به شرط مرزي تب
 3راست و چپ در شكل  هورق، تقسيم ورق به دو نيم هپيوست

براي هر كدام  )9- 13(معادلات با اين روش . شودمشاهده مي
  . باشندورق قابل استفاده مي هاز دو نيم

  
  راست ورق؛   مهين) bورق كامل تحت بار؛ ) a  ) :3(شكل

c (نيمه چپ ورق.  
  

شرايط . موقعيت جدايي ورق از بستر است xcدر اين شكل، 
صورت هاي راست و چپ ورق را به ترتيب بهمرزي براي نيمه

  : توان نوشتزير مي
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)16(  
*

(0)
(0) / 2, 0, ( ) 0,

( ) 0, ( ) 0.

c

c cz

dw
q f m x

dx

q x p x

   

 
 

  

)17(  
*

(0)
(0) / 2, 0, ( ) 0 ,

( ) 0 , ( ) 0.

c

c cz

dw
q f m x

dx

q x p x

   

   
 

يك دستگاه ) 10-13(با اعمال شرايط مرزي فوق در معادلات 
و  4Cتا  1Cمجهول  معادلات غير خطي با پنج معادله و پنج

xc  آيددست ميراست ورق به صورت زير به هبراي  نيم:
 

  

)18( 
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چپ ورق همان دستگاه  هدستگاه معادلات مشابه براي نيم
 هآن بايد با معادلدوم  هباشد با اين تفاوت كه معادلفوق مي

  :زير جايگزين شود
)19(     .2/)()(2 3421

3 fCCCCD    
- دستگاه فوق غيرخطي بوده و منجر به جواب تحليلي نمي

البته جواب . صورت عددي حل شودشود؛ بنا بر اين بايد به
ناشي از حل عددي مسئله، اختصاص به مقادير معيني از 

براي هر مقداري از دارد و  f و D  ،αپارامترهاي فرآيند مانند 
 هاين پارامترها تعيين كنند. اين پارامترها عموميت ندارد

هندسه و مشخصات مكانيكي ورق و بستر و بارگذاري بر روي 

با . باشند و به همين دليل دائماً در حال تغيير هستندورق مي
توضيحي كه داده شد اگر روش حل معادلات فوق به صورت 

ير در مقادير هر يك از پارامترهاي عددي باشد با ايجاد هر تغي
 ،فوق روند حل عددي دستگاه فوق بايد تكرار شود كه در عمل

براي رفع اين  .كنداستفاده از نتايج تحليل را بسيار مشكل مي
ديفرانسيل حاكم  همشكل، روشي ابتكاري براي حل معادل

 يها ثابتاتخاذ شده كه منجر به تعيين مقاديري عمومي براي 
گيري در معادلات جواب شده است و فرد را از تكرار انتگرال

گونه تغيير در اي هرحل عددي معادلات حاكم به از
اين روش ابتكاري . كند يمپارامترهاي ورودي فرآيند بي نياز 

كاري كاملاً  نو است كه در اين تحقيق ارائه  ،در حل مسئله
 شده و تحقيقاً در هيچ يك از متون متعدد مربوط به مباحث

مربوطه و حتي در مقالات متعدد و متنوع منتشر شده در اين 
اين  .باشد يمسابقه ندارد و از نقاط قوت اين تحقيق  ها حوزه

حل  هزيرا نتيج .باشد يمروش حل داراي ارزش بسيار بالايي 
انتگرال گيري  يها ثابتجواب دقيقي با  همعادل همسئله، ارائ

بدون استفاده از  .باشد يممعلوم و بر حسب پارامترهاي فرآيند 
روش حل ارائه شده، اولاً حل مسئله صرفاً به روش عددي 
ميسر است و ثانياً در صورت ايجاد هر گونه تغيير در 

مسئله، به دليل تغيير در شرايط مرزي مسئله،  يها يورود
انتگرال گيري بايد  يها ثابتحل عددي معادلات براي تعيين 

  .كند يمدشوار تكرار شود كه كار را بسيار 
براي حصول اين هدف، با استفاده از روش نرمال كردن،      

معادلات دستگاه فوق از پارامترهاي فرآيند مستقل شده و 
  :شوندپارامترهاي نرمال به صورت زير تعريف مي

)20(  





































.41,)2/(

,
)2/(

),2//()()(

),2//()()(

),2//()()(

),2//()()(

),2//()()(

,

3

3

**

2

3

nCDfC

Df

C
C

fxprp

fxqrq

fxmrm

Dfrw
dx

d
rw

dx

d

Dfxwrw

xr

nn

n
n

zz

xx

xx















 

*)r  ،)(rw  ،)(rm ،  )(rq  ،) كه در آن، rpz  و
nC به 

ترتيب موقعيت، خيز، ممان خمشي، نيروي برشي، 
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با . انتگرال گيري نرمال هستند يها ثابتالعمل بستر و  عكس
آيد دست مياستفاده از اين روش دستگاه معادلات نرمالي به

1Cكه پنج مجهول 
 

4Cتا   و موقعيت نرمال جدايي ورق از   
، در آن حضور دارند و هيچ يك از پارامترهاي متغير   rcبستر، 

در نتيجه با يك بار حل . شودفرآيند در آن مشاهده نمي
و از  آيددست ميعددي آن مقاديري براي اين مجهولات به

1Cطريق آن پنج مجهول 
 

شوند كه تعيين مي xcو  4Cتا 
براي هر مقدار از پارامترهاي فرآيند معتبر بوده و معادلات 

در اين . آيدمورد نظر به دست مي هدقيقي براي جواب مسئل
چپ ورق  صورت شرايط مرزي نرمال براي نيمه هاي راست و

  :آيندبه ترتيب به صورت زير درمي

)21(  





















.0)()()(

,1)0(,0
)0(

,0)()()(

,1)0(,0
)0(

*

*
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cc

rprqrm

q
dr

wd

rprqrm

q
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wd

z

zc
 

و ) 19(و ) 18(در معادلات ) 20(گذاري معادلات يبا جا
اعمال شرايط مرزي نرمال از معادلات فوق، دستگاه معادلات 

هاي معادلات با حل دستگاه. آيندجبري نرمال به دست مي
گيري نرمال براي نيمه هاي راست و انتگرال يها ثابتنرمال، 

اول و دوم  هايستونه ترتيب در چپ ورق به شرحي كه ب
  .آينددست ميآمده به 1جدول 

  
ي انتگرال گيري ها ثابتموقعيت نرمال جدايي ): 1(جدول

  ).دوم ستون(و نيمه چپ ) اول ستون(نرمال براي نيمه راست 
 نيمه چپ ورق  نيمه راست ورق 

1C 0.2612914263 0.0112914263 

2C 0.2612914263  0.0112914263  

3C 0.0112914263 0.2612914263 

4C 0.0112914263 − − 0.2612914263

cr /2 π  π /2 −  

و رديف اول جدول ) 20(آخر معادلات  هاز معادل  Cnبا تعيين 
 همعادل ،)9( هگذاري در معادليو جاراست ورق  هبراي نيم 1

  :آيددست ميخيز ورق به صورت زير به
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hwو در نظر گرفتن  0xبا قرار دادن  )0( هدر معادل 
صورت زير تعيين بين عمق نفوذ و نيروي نفوذ به هفوق، رابط

  :شودمي
)23(  .33721868.7 3Dhf   

در   fفوق به جاي   هبا قرار دادن سمت راست معادل     
اين معادله بر حسب عمق نفوذ به صورت زير ) 22( همعادل

  :شودتنظيم مي
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- 10(، معادلات )9( هفوق به جاي معادل هبا قرار دادن معادل
  :آيندبه صورت زير درمي) 13
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معادلات  1دوم جدول  ستونبا همين روش با استفاده از      
- دست ميچپ ورق نيز به صورت زير به هبراي نيم) 9-13(

  :آيند
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مربوط به  يها تيكمبه ترتيب براي نشان دادن  lو  rانديس 
  .باشندراست يا چپ ورق مي هنيم

تماس ورق با بستر لاستيكي با استفاده از  هطول ناحي     
گذارييو با جا) 20(معادلات اول  هرابط /cr از  

xrدر  1جدول     به صورت /2 cx دست به
تسليم براي ورق  همان خمشي آستانم .آيدمي
6/2tSm Yel  ادن ممان خمشي از با برابر قرار د. است

 هاز معادل 0xاين رابطه با مقدار ممان خمشي ورق در
- دست مي، بهelhتسليم ورق،  ه، براي عمق نفوذ آستان)26(

  :آيد

)34(  .
12 2

2

D

tS
h Y

el


  

  
  تجزيه و تحليل نتايج -2

، rm)(، rw)( همعادلات نرمال چهارگان يها يمنحن
)(rq و)(* rpz  ورق بر حسب موقعيت نرمالz،  نشان

 همعادلات چهارگان يها يمنحنشكل كلي  هدهند
)(),(),(),( * xpxqxmxw z  ورق خميده در فرآيند

خمش بر روي بستر لاستيكي هستند كه اثر اختلاف 
. حذف شده است ها آنهندسي و مكانيكي ورق در  مشخصات

  .اندنمايش داده شده 4 در شكل ها يمنحناين 
  

 
  .ي نرمال ورقها يمنحن ) :4(شكل 

  

هر مشخصات خمش ورق با  ههاي چهارگانشكل منحني     
نرمال خواهد  يها يمنحن همان قاًيدقمكانيكي و هندسي، 

در ضريبي ضرب  ها يمنحنبا اين تفاوت كه عرض اين  .بود
ه مقدار كنندتعيين ،شود كه مشخصات مكانيكي و هندسيمي

هاي معادلات نرمال چهارگانه با منحني. باشدمي آن ضريب
 به) 33-24(در معادلات  )20(معادلات  جايگذارياستفاده از
براي حصول اطمينان از درستي جواب  .آينددست مي

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 1390، 2شماره  ،7، جلد )ساخت و توليد(ضا فمجله مكانيك هوا                                                                                                              66

نيز  (FDM)حدود تحليلي، مسئله به روش عددي اختلاف م
با توجه به اين كه مسئله از نوع مسائل با . حل شده است
است، براي حل عددي آن بايد  (BVP)شرايط مرزي 

  .  موقعيت مرزها داراي مقادير معلوم و حقيقي باشند
جدايي  يها تيموقعمعلوم بودن اشاره شد ناكه  طور همان     

در اين . دباش يمورق از بستر از مشكلات حل اين مسئله 
يكي از مرزها صفر  xورق، موقعيت  هبراي هر نيم ،مسئله
 همعلوم بودن طول ناحيولي موقعيت مرز ديگر به دليل نا است

براي رفع اين مشكل، مسئله بايد به . تماس، نامعين است
به اين صورت كه ابتدا براي  .صورت سعي و خطا حل شود

دار انتخاب شود، اگر مقتماس مقداري فرض مي هطول ناحي
صفر  جدايي هشده صحيح باشد، مقدار خيز ورق در نقط

خواهد بود، در غير اين صورت بايد مقدار فرضي براي طول 
تماس، تغيير يافته و حل عددي تكرار شود تا اين كه  هناحي

در صورت حصول . با دقت قابل قبولي اين شرط حاصل شود
. بود اين شرط، جواب به دست آمده، جواب مسئله خواهد

نتايج حاصل از حل تحليلي و حل عددي مسئله در شرايط 
مشخص  2ر جدول مختلف فرآيند و براي چهار مورد كه د

  اند شدهنشان داده  5شده است، در شكل 
  

  .پارامترهاي خمش براي موارد مختلف ) :2(جدول 

  

 

  .مقايسه نتايج حل تحليلي و حل عددي مسئله ) :5(شكل

ناشي از دو  يها جوابدهد كه ن نتايج نشان مياي همقايس     
انطباق نتايج حاكي از . روش حل بر هم منطبق هستند

  .باشد يمجواب تحليلي مسئله  هدرستي و دقت معادل
 هتماس ورق با بستر لاستيكي از رابط هطول ناحي     
 /2 cx دهد كه اين رابطه نشان مي. آيدبه دست مي

تماس تنها متأثر از پارامتر خمش است كه تابعي  هطول ناحي
مدول لاستيكي و  هاز مدول الاستيسيته و ضخامت لاي

اين  .باشد يمضريب پواسون ورق  يسيته، ضخامت والاست
واقعيت به اين معني است كه ميزان عمق نفوذ و يا نيروي 

 يها يمنحناين حقيقت را از . نفوذ در اين طول اثري ندارد
 a يها يمنحندر اين شكل . استنتاج كرد توان يم هم 5شكل 

مربوط به شرايط يكسان آزمايش خمش است كه تنها  bو 
در مورد . عمق نفوذ در اين دو حالت با يكديگر متفاوت است

  .باشد يمنيز همين گونه  dو  c يها يمنحن
 

  ها شيآزما -3
فرز  نيشامل ماش زاتيتجهاين  -1شيآزما زاتيتجه 3-1

تخت، ورق نازك  يكي، بستر لاستDeckel-FP4M يعمود
و  يسيمغناط هيبا پا كاتوريساعت اند ق،يدق هاستوان ،يفلز

  .شوند يممشاهده  6-10 يها شكلدر  كه هستند قيدق هشمش
به شكل مكعب  يقطعه ا شيآزما نيدر ا يكيلاست بستر     

 يكه بر رو باشد يم ورتاني يپل كياز جنس لاست ليمستط
دو  ،شيآزما نيدر ا. انده شده استچسب يفولاد هصفح كي

با جنس و ضخامت متفاوت استفاده شده  يكيبستر لاست نوع
 يها ورقاز  ها كيلاست هماد. شوند يممشاهده  6كه در شكل 

 كيبه  يكارنيشده و پس از ماش هيتختال موجود در بازار ته
  . اند شدهچسبانده  يفولاد هصفح
 نديكه تحت فرآ ها شيزماآ نيمورد استفاده در ا يها ورق     

مختلف و به  يها ضخامتو با  يفولاد ،رنديگ يمخمش قرار 
قبل از  يفولاد يها ورق ينمونه ها. هستند يليشكل مستط

 يو نمونه ا 7در شكل  يكيبستر لاست يخمش بر رو نديفرآ
 اهدهمش 8در شكل  نديبعد از انجام فرآ ها ورق نياز ا

برش با جت  نديورق از فرآ ينمونه ها دنيبر يبرا. شوند يم
  .استفاده شده است ندهيآب و ذرات سا

                                                 
1 - Experimental Setup 
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سمت (متر  يليم 50با ضخامت  يكيبستر لاست : )6( شكل

  .)سمت چپ(متر  يليم 35و با ضخامت ) راست

 
ي فولادي قبل از فرآيند خمش ها ورقهاي  نمونه ) :7(شكل 

  .بر روي بستر لاستيكي

  
متر  ميلي 1ولادي به ضخامت مونه ورق فيك ن ) :8(شكل 

 .پس از فرآيند خمش پلاستيك خمش بر روي بستر لاستيكي
  

 
  .خمش ورق شيآزما زاتيتجه ) :9(شكل 

  

  
  

نمايش وضعيت قرار گرفتن ساعت انديكاتور  ) :10(شكل
  .براي تعيين مقدار واقعي عمق نفوذ

  
در ) 1 هشمار(دستگاه فرز  كياز  يينما 9در شكل      

 كي نيماش زيم يبر رو. شود يممشاهده  يعمود تيضعو
تخت  يكيبستر لاست كي يبر رو) 2 هشمار( يورق فلز

به  يكيبستر لاست نيريقرار گرفته است، سطح ز) 3 هشمار(
كه صلب در نظر گرفته ) 4 هشمار( ميضخ يورق فلز كي
 هليم كيبه ) 5 هشمار( ريابزارگ. است دهيچسب شود يم

وارد  روين صورت عمودي به) 6 هشمار( قيدق اي استوانه
نسبت به سطح بستر  يكاملاً مواز يتيدر وضع لهيو م كند يم

با . داده شده است هيتك يورق فلز ياست و بر رو يكيلاست
 يكه مقدار آن از رو نيماش زيبه سمت م ريابزارگ يشرويپ

است به همان  تيقابل رؤ نيماش يمودطوق مدرج حركت ع
به سمت ورق حركت كرده و ورق را به  يا نهاستوا هليم زانيم

 نيدر ا يبارده قيطر نيو بد راند يم يكيسمت بستر لاست
  .شود يممحقق  شيآزما
طوق  قيبه سمت ورق از طر لهيم يرو شيمقدار پ نييتع     

 ميرمستقيغ يرگي اندازه ن،يماش يمحور عمود يمدرج بارده
 چيپو  لهيم نيب كردن چرخش نسبي است كه با لحاظ

آل و  دهيا در حالتو  شود يمانجام  نيماش يعمود يراهنما
 ييجا جابهبا مقدار  توان يمكم، مقدار آن را  يبارده يروين

كرد  يبرابر تلق باًيتقر نيماش زينسبت به سطح م ريابزارگنوك 
واردشده به  يرويمقدار ن نديفرآ نيكه در ا نيا ليبه دل يول

 قيرا دق يفرض نيچن توان ينمقابل ملاحظه است  ريابزارگ
 رييتغ يمقدار كيالاست تيوجود خاص ليدانست چون به دل

 داده نشانكه در مقدار  شود يم جاديا نيماش يشكل در اجزا
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و منشأ خطا  گردد ينملحاظ  نيدر طوق مدرج ماش شده
عدد ساعت  كي ش،يخطا در آزما نيحذف اثر ا يبرا. باشد يم

 01/0 بندي ميتقس نيتر كوچكبا  Mitotoyo كاتورياند
نشان داده شده است بر  10 كه در شكل صورتي به متر يليم
عمق نفوذ  يتا مقدار واقع شود يمنصب  يا استوانه هليم يرو

  .معلوم شود شيدر هر آزما
  

مشخصات پارامترهاي اصلي آزمايش  :شرايط آزمايش 3-2
   :دنباشبه صورت خلاصه به شرح زير مي

 يورق فولاد ياز نمونه ها شيآزما نيدر ا :ورق نمونه هاي -
 2، 1 يها ضخامتمتر، به  يليم 98متر و  يليم 113 يبا پهنا

از  كيهر  هياز مواد اول. متر استفاده شده است يليم 3و 
مطابق با شكل ) سه نمونه(تست كشش  هعدد نمون كي ها ورق

و مورد  هيته ASTM- E 8Mبر اساس استاندارد  11
  .رفتقرار گ شتست كش شيآزما

  

 
  تست كشش استاندارد هنمون هنقش ) :11(شكل 

 ASTM- E 8M يقطعات فلز.  
  

  

فوق مدول  يتست كشش نمونه ها جيبا استفاده از نتا
 يبرا ميتنش تسل ريو مقاد پاسكال گايگ 200 تهيسيالاست
 180، 180 بيمتر به ترت يليم 3و  2، 1با ضخامت  يها ورق

   .مگا پاسكال به دست آمد 200و 
 ورتاني ياز جنس پل يكيلاست يهابستر :بستر لاستيكي -

. باشند يممتر  يليم  98×50×250و  113×35×250به ابعاد 
 ASTM- D 412تست كشش بر اساس استاندارد  هنمون

 50و  30با ضخامت  ياز بسترها كياز هر  12مطابق شكل 
. تست كشش قرار گرفت شيو مورد آزما يمتر يليم

مورد  كيدو نوع لاست هماد يمهندس كرنش- تنش يها يمنحن
. اند شدهنشان داده  14-15 يها شكلاستفاده در بسترها در 

استفاده شده  شيآزما نيكرنش كوچك كه در ا همحدود يبرا
 50و  35 يها ضخامتبا  ها كيلاست هتيسياست مدول الاست

تست كشش به دست آمده است، به  شياز آزما كهمتر  يليم
   .باشند يم MPa 16و  18 بيترت

  

  نقشه نمونه تست كشش استاندارد ) :12(شكل 
  ASTM- D 412 براي قطعات لاستيكي.  

  

كرنش مهندسي ماده بستر  -منحني تنش ) :13(شكل 
  .ميلي متر 35لاستيكي به ضخامت 

  

  

كرنش مهندسي ماده بستر  -منحني تنش ) :14(شكل 
  .ميلي متر 50لاستيكي به ضخامت 
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  ايشآزم هنحو 3-3
. شودتسليم تعيين مي هدر طي اين آزمايش عمق نفوذ آستان

معادل با عمق نفوذي است كه تسليم ورق در آن  ،اين مقدار
دچار  ،و در عمق نفوذ بيشتر از اين مقدار شدهنقطه آغاز 

براي اين منظور ورق بر روي بستر . شودخمش دائمي مي
ودي ماشين و با بار دهي محور عم شدهلاستيكي قرار داده 

اي به سمت بستر لاستيكي نفوذ داده استوانه هورق توسط ميل
سپس بار از روي آن حذف و ورق از روي بستر جدا  .شود يم

 )15شكل (چاقويي  هبا لب دقيق هبه كمك شمش. گردد مي
در صورتي . شود يممستقيم بودن امتداد طولي ورق بررسي 

ورق همچنان  الاستيك باشد هكه تغيير شكل ورق در محدود
دهد و  تخت باقي مانده و شمشه وضعيت مستقيم را نشان مي

پلاستيك شده باشد دچار خمش شده و  هاگر وارد محدود
اين آزمايش با  .دهد شمشه خروج از مستقيم بودن را نشان مي

مقدار كم عمق نفوذ آغاز شده و به تدريج عمق نفوذ بيشتر 
 ،تكرار آزمايش شود تا اين كه شمشه در آخرين تكرار مي

در اين لحظه نشان از آغاز  .وضعيت غير مستقيم را نشان دهد
عمق نفوذ در آخرين تكرار آزمايش، عمق نفوذ . خمش دارد

با انتخاب مقدار افزايش عمق نفوذ در . باشدتسليم مي هآستان
تسليم را  هتوان دقت تعيين عمق نفوذ آستانهر مرحله مي

در مراحل پاياني آزمايش مقدار در اين آزمايش . افزايش داد
با اين دقت عمق  نيبنابراميلي متر انتخاب شده است و  01/0

  .  تسليم تعيين شده است هنفوذ آستان
  

  

 

  .تصوير شمشه دقيق با لبه چاقويي ) :15(شكل 
  

  

  

  نتايج آزمايش 3-4
ضخامت مختلف بر نتايج آزمايش خمش بر روي سه ورق با 

داده  نشان 3 هجدول شمارروي دو بستر لاستيكي در 
 %23دهد حداكثر  ها نشان ميبررسي نتايج آزمايش. اند شده

داشتن  يبرا .اختلاف بين نتايج تحليلي و تجربي وجود دارد
به  جي، نتاجدولاين موجود در  شيآزما جيدرك بهتر از نتا

 .اند شدهنشان داده  15-16 يها شكلصورت نمودار در 
 شود يممشاهده  يو تجرب كيتئور جينتا نيكه در ب ياختلاف

تناسب و : منشأ سرچشمه گرفته باشد نيممكن است از چند
و  يمسئله، درست ونيفرمولاس يبرا يانطباق نوع مدل انتخاب

مسئله، دقت در انجام  يدقت حل معادلات استخراج شده برا
  .شيآزما جيمؤثر در نتا يپارامترها يريگ و اندازه شيآزما

 

تجربي حاصل از آزمايش براي تعيين  نتايج ) :3(جدول 
  .عمق نفوذ آستانه تسليم

 

  بستر
لاستيكي 

 ضخامت

mm)( 
35 50  

  مدول
الاستيسيته 

MPa)(  
18 16  

  ورق
فولادي 

ضخامت ورق
mm)(  1  2  3  1  2  3  

 تنش تسليم
MPa)(  180 180 200 180 180 200

عمق نفوذ
تسليم   

  تحليلي
mm)(  31/0 43/0 59/0 39/0 55/0 75/0
  تجربي
mm)(  26/0 33/0 45/0 3/0 45/0 58/0

  نتايج درصد اختلاف
%23 %16  تجربي و تحليلي  23% 23% 18% 22/0

  
 يبرا يدر مورد تناسب و انطباق نوع مدل انتخاب     

 افتني معمولاًاذعان داشت كه  ديبا ،مسئله ونيفرمولاس
 ينيب شيرا پ ندهايد فرآنبالا بتوان اريكه با دقت بس ييها مدل
كه به  زيحاضر ن نديدر مورد فرآ .مشكل است اريبس دنينما

 كيالاست طيمح كيورق در  كيتماس و نفوذ  هديچيپ همسئل
تا به حال  نهيزم نيدر ا يمتعدد اتقيو تحق شود يممربوط 

وجود  يدگيچيپ نيصورت گرفته است و همچنان ادامه دارد، ا
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 كيآن  يست كه در طا يكار نياول نيخصوص كه اهب .دارد
. ارائه شده است نديفرآ نيا ونيفرمولاس يبرا ياضير ليتحل

 نياز اختلاف ب يانتظار داشت بخش عمده ا توان يم جهيدر نت
  .عامل مربوط شود نيبه ا يو تجرب يتئور جينتا
  

 
ورق در  ميتسل هعمق نفوذ آستان جينمودار نتا : )15(شكل

  .متر يليم 35به ضخامت  يكيبستر لاست
  

 
ورق در  ميتسل هعمق نفوذ آستان جينمودار نتا : )16(شكل

  .متر يليم 50به ضخامت  يكيبستر لاست
  

 همعادل يليو دقت حل تحل ياز درست نانياطم يبرا     
جواب استخراج شده به آن،  هحاكم و انتساب معادل ليفرانسيد
به  حاكم بر مسئله ليفرانسيد هحل معادل جيبه نتا توان يم

 يها يمنحنآن در  جيكه در بالا ذكر شد و نتا FDMروش 
كه  رفترا گ جهينت ني، استناد نموده و اشود يم دهيد 5شكل 

جواب  هبوده و معادل حيحاكم بر مسئله صح هروش حل معادل

در . باشد يمحاكم  همعادل يبرا يبه دست آمده جواب درست
 جينتا نيف باختلا جاديدر ا ينقش تواند ينمعامل  نيا جهينت

  .داشته باشد يو تجرب كيتئور
 شيحاصل از عدم دقت در انجام آزما يكاهش خطا يبرا     

مؤثر در آن همان طور كه قبلاً اشاره  يپارامترها يريگ و اندازه
ساعت  كيبوده است كه با استفاده از  نيبر ا يشد سع

طوق  قيعمق نفوذ از طر ميمستق ريغ يريگ اندازه كاتورياند
 ميمستق يريگ فرز با اندازه نيماش زيم يرج حركت عمودمد

 يريگ شده و دقت اندازه نيگزيجا يريگ ساعت اندازه قياز طر
 راتييو تغ ابدي شيتا حد امكان افزا نديفرآ يپارامتر ورود نيا
متر  يليم 01/0 يبند ميبا تقس نديفرآ يپارامتر ورود نيا

 .باشد ريامكان پذ

كه در بالا داده شد به نظر  يحاتيبه توض با توجه ،نيابربنا     
 يو تجرب كيتئور جينتا نياختلاف موجود ب هرسد كه عمديم

از مدل انتخاب شده  ي، عمدتاً ناشباشد يم% 23كه حداكثر 
كه  نيبا توجه با ا و باشد يمورق و بستر  نيتعامل ب يبرا
در  باشد يم نديرآف نيا يارائه شده برا ونيفرمولاس نياول

  .رسد يموع قابل قبول به نظر مجم
حداكثر  دهد يمنشان  ها شيآزماحاصل از  جينتا يبررس     
وجود دارد كه  يو تجرب يليتحل جينتا نيدرصد اختلاف ب 23

 يتجرب جيكم بودن نتا يعنيشده از قبل  ينيب شيدر جهت پ
 زانيم نيا جهيدر نت باشد يم يو محاسبات كيتئور جياز نتا

 ليتحل ي، معادلات استخراج شده برااختلاف و جهت آن
  .دهد يمرا قابل قبول نشان  مسئله

] 8-9[انجام شده  يقبل يكه در كارها نيبا توجه به ا     
 يبر رو ها شيآزمامطالعات و  نديفرآ نيا قيدق همطالع يبرا

مورد نظر  هصورت گرفته است و قطع يخاص يو قوط ليپروف
به  جينتا توان ينملاً ورق ساده نبوده است، عم كيبه شكل 

 سهيمقا يقبل يكارها جيرا با نتا قيتحق نيدست آمده از ا
  .نمود

 
  گيري نتيجه -4

خمش  نديحاكم بر فرآ هبار معادل نياول يبرا ،قيتحق نيدر ا
استخراج و سپس  يكيبستر لاست يبر رو يورق فلز كيالاست

معادله، جواب  نيبا حل ا. حل شده است يليبه روش تحل
تماس  هيورق در ناح كيالاست زيخ هله كه معادلمسئ قيدق
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ممان  ب،يآن معادلات ش قياست و از طر كيورق و لاست
 ورق به يالعمل بستر بر رو ورق و عكس يبرش يروين ،يخمش

 هعمق نفوذ آستان هكنند نييتع همعادل ،سپس. اند آمدهدست 
 نديفرآ يكه بر حسب پارامترها نديفرآ نيورق در ا ميتسل
  . ، استخراج شده استباشد يم

حاكم بر مسئله به روش  ليفرانسيد همعادل يحل عدد    
. مورد انجام شده است نيچند يبرا) FDM(اختلاف محدود 

حاصل از  قيبا جواب دق يحل عدد يها جوابو  جينتا هسيمقا
دست آمده  جواب به دهد يمفوق، نشان  همعادل يليحل تحل

  .شدبا يم قيمعتبر و دق يلاز روش تحلي
 هعمق نفوذ آستان دست آمده براي به يتجرب جينتا هسيمقا     
است كه اولاً  نيا هدهند مورد نشان نيچند يورق برا ميتسل

است  يخطا در جهت ثانياًدرصد خطا در حد قابل قبول است، 
 نيا .بستر است يبرا شتريب هتيسيكه متناظر با مدول الاست

دارد و سبب كاهش  وجود يكه در مدل انتخاب يامر با فرض
   .سازگار است شود يم يمدول بستر از مقدار واقع

تماس تنها  هيكه طول ناح دهند يمنشان  يليتحل جينتا     
و  تهيسياز مدول الاست يمتأثر از پارامتر خمش است كه تابع

 بيضر ضخامت و ته،يسيو مدول الاست يكيلاست هيضخامت لا
نفوذ در  يروين ايذ و عمق نفو زانيو م باشد يمپواسون ورق 

  .ندارد يطول اثر نيمقدار ا
 ياست كه اولاً  برا نيا قيتحق نيمهم ا يها يژگيو از     
 ليفرانسيد همعادل كيفرموله شده و  نديفرآ نيبار ا نياول

 ،يكاملاً ابتكار يبا روش حل اًيثان .حاكم بر آن ارائه شده است
ه بر حسب شده است ك افتيآن  يبرا يقيجواب دق همعادل

و  ميتسل تنشو  تهيسيمدول الاست يعني نديفرآ يپارامترها
و مشخصات  تهيسيورق و مدول الاست يمشخصات هندس

 يريگ و عمق نفوذ است كه قابل اندازه يكيبستر لاست يهندس
و بر خلاف معادلات جواب معمولاً  باشد يم نديقبل از فرآ

ل تماس و مسائل مشابه در مسائ يكه برا يو بغرنج دهيچيپ
  .باشد يم استفاده يساده و سهل برا اري، بسشود يمنفوذ ارائه 
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