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هاي مافوق صوت دائم در سيستم مختصات  تحليل عددي جريان

  با استفاده از حل ريمن تكراري و روش گودنف ،پارچه يك
 

بهرام زارعيان
مسعود ميرزائي ١
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 هوافضامهندسي دانشكده  مكانيكمهندسيدانشكده

  طوسي الديندانشگاه صنعتي خواجه نصير محقق اردبيليدانشگاه

  ) 22/10/89:تاريخ پذيرش؛14/2/88:دريافتتاريخ(

  چكيده

هدف اين مقاله محاسبات عددي . بوده استهمواره مورد علاقه پژوهشگران  ،ويژه مختصات بهينه به ، نقش مختصاتعددييالات ديناميك س در

سيستم . استو حل مسئله ريمن به روش تكراري ) پارچه مختصات يك(هاي مافوق صوت با استفاده از يك سيستم مختصات جديد  جريان

هاي مختصات  دهد، بر سيستم در جريان مافوق صوت رخ مي) اي و موج انبساطي موج ضربه(ها  كه ناپيوستگيپارچه در مناطقي  مختصات يك

پارچه مرتفع  د دارد در سيستم يكهاي مختصات قديمي وجو بسياري از مشكلاتي كه در سيستم. ي داردبرتر) اويلري و لاگرانژي(قديمي 

در . ها ضرورت دارد محاسبه شارها در فصل مشترك سلول ،پارچه براي محاسبات معادلات دوبعدي ديناميك گازها در مختصات يك .شود مي

در استفاده از دستگاه  كه دارداهميت  نيزاين نكته . شوند ميدر دو جهت به كمك حل مسئله ريمن محاسبه  مقادير شارها مستقيماًاين مقاله، 

طور خودكار توسط  هبشبكه  بلكه ،نيست آناز  عبوريبراي محاسبه جريان  جسم قبلي روي بدنه شبكهتوليد ه پارچه نيازي ب مختصات يك

كه اين موضوع در  را نيز داراست )و بيشتر از آن(مزاياي هر دو دستگاه اويلري و لاگرانژي  پارچه دستگاه مختصات يك. آيد وجود مي هجريان ب

  .باشد در سرعت بالاي محاسبات مشهود مي نتايج عددي و همچنين
  

  

  

  اي پارچه، روش گودنف، خط لغزش، موج ضربه مسئله ريمن، مختصات يك :هاي كليدي واژه
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ABSTRACT 
Using suitable coordinate systems in CFD have been of interest for many researchers. The objective of this study is 
numerical modeling of supersonic flows, using a new coordinate system, i.e. Unified coordinate system (UCS) and 
iterative Riemann problem solution. Unified coordinate system has advantage over traditional coordinate systems 
(Eulerian/Lagrangian) in supersonic flows, especially in discontinuous regions (shocks and expansions). Moreover, 
most of the difficulties of the traditional coordinate system may be removed using UCS. For 2-D gas dynamics 
calculations in UCS, it is required to approximate fluxes on cell faces. This is normally modeled by Riemann 
problem solution. It is important to mention that in using UCS, there is no need to generate a body-fitted mesh prior 
to computing flow past a body; the grid is automatically generated by the flow. The UCS has the advantages of both 
Eulerian and Lagrangian systems. These can be seen in our results, which also show the high speed in our 
computations. 
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  مقدمه -1

صورت  ت محاسباتي از محاسبات عددي بهديناميك سيالادر 

. شود ميبراي حل مسائل جريان سيالات استفاده  گسترده

به رابطه بين جريان و  ابستگي حل عددي يك جريانو

ها  ستفاده براي محاسبه آن از سالمورد ا) مش(مختصات 

هر يك از دو دستگاه مختصات . شناخته شده است پيش

علاوه  اويلري و لاگرانژي تف براي تشريح جريان سيالامعرو

 به نسبتروش اويلري . باشند بر مزايا داراي اشكالاتي نيز مي

  : ساده است اما معايب آن عبارتند از

بسيار آشفته و نقاط بسيار  1هاي محل تماسناپيوستگي) الف(

  و شوند ميپراكنده محاسبه 

دارد  جسم رتاسر بدنهنياز به ايجاد يك مش قبلي روي س) ب(

  .نمودتا جريان گذرا از بدنه را بتوان محاسبه 

هاي محل تماس را  نژي، ناپيوستگيدر مقايسه، روش لاگرا     

 داردكند اما اين روش نيز اشكالاتي  مي طور دقيق محاسبههب

  :كه عبارتند از

توان به شكل معادلات معادلات ديناميك گاز را نمي) الف(

ي را در ا  ئي نوشت زيرا محاسبه عددي پيچيدهديفرانسيل جز

  و بر خواهند داشت

هاي شبكه، محاسبات واگرا علت تغيير شكل سلول به) ب(

  .شوند مي شده و متوقف

هاي دوبعدي  بررسي و محاسبه جريان ،مقالهموضوع اين      

توسط  مقدمات آنكه  است پارچه يكدر دستگاه مختصات 

با . مورد بررسي قرار گرفته استو همكاران  2پروفسور هيو

هاي  جواب ،ه از روش تكراري حل مسئله ريمناستفاد

با  .آيد دست مي هنسبت به حل غير تكراري آن ب يتر دقيق

زمان  ،وجود اينكه حل تكراري مسئله ريمن به تنهايي

در محاسبات  كل ولي زمان ،محاسبات بيشتري نياز دارد

 در اين تحقيق .كمتر است پارچه يكسيستم مختصات 

 به زبان فرترن اي مربوطنهيارابرنامه  با استفاده از محاسبات

شده  انجام داده هشد گفتهبا اعمال تغييراتي كه در روش حل 

  .است

هاي مختصات قبلي و  براي آشنايي بيشتر با سيستم     

هاي  شايستگي ابتدا ،پارچه يكمقايسه آن با سيستم مختصات 

                                                 
1- Contact Discontinuity 

2- W.H. Hui 

ها  ترين آن صات موجود را كه معروفهاي مخت ي دستگاهنسب

 و اويلري-لاگرانژي-اختياري، لاگرانژي، اويلري مختصات

داده توضيح  ،باشد ميمتحرك ) اتمختص(مش  مختصات

  .]1-16[ شود مي

  

  حث تئوريابم -2

اي تشريح جريان سال، دو دستگاه مختصات بر 200 بيش از

. نژي؛ دستگاه اويلري و دستگاه لاگراسيال موجود بودند

كه دستگاه ، در حاليباشد ميدر فضا ثابت  دستگاه اويلري

  . كنديلاگرانژي سيال را دنبال م

اين دو دستگاه  آيا «مهم اين است كه  سؤاليك      

اين  .» معادل هستند؟ مختصات از نظر تئوري با يكديگر

در زمينه مكانيك سيالات مطرح  زياديتوسط محققان  سؤال

 ،اولين استدلال. استمثبت بوده  سؤالب اجو شده و احتمالاً

ارزي رياضي به معني وجود نگاشت يك به يك بين دو  هم

 ]17[ 3توسط واگنر 1987در اواخر سال  مختصات دستگاه

   .بعدي كاربرد دارددست آمده و فقط براي جريان يك هب

نشان داد كه  ]1- 2[ هيوبعدي، هاي دو و سه براي جريان     

هاي ها با يكديگر معادل نيستند كه در بخش آناز نظر تئوري 

  .ن مورد بيشتر بحث خواهد شديبعدي در ا

  

  مبحث محاسباتي -3

هاي اويلري و لاگرانژي حتي براي  از نظر محاسباتي، دستگاه

بعدي  ان يكبراي جري. بعدي نيز معادل نيستندجريان يك

با  روش سازگار علاوه كه دستگاه لاگرانژي به نشان داده شده

اويلري  مختصات از دستگاه،  ]6- 20[ 4گودنفاي  موج ضربه

تر  بعدي پيچيدههاي دو و سهوضعيت در جريان .باشد ميبهتر 

  .شود مي

 معايبيمزايا و هاي اويلري و لاگرانژي يك از دستگاه هر     

ساده  روش اويلري نسبتاًتوان گفت ميطور كلي، هب. دارند

معادلات صورت به توانگازها را مياما معادلات ديناميك است 

يه تئوري را براي محاسبه و و پا نوشت ديفرانسيل جزئي

داراي دو اويلري روش  .آورد فراهم اي سازي موج ضربهآشكار

  :باشد ميعيب 

                                                 
3- Wagner  
4- Shock-Adaptive Godunov Scheme 
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  و كندته ميفشآ به شدتهاي محل تماس را پيوستگينا )الف

نياز به ايجاد يك مش سرتاسري منطبق بر سطح جسم و  )ب

به جريان عبوري از بدنه جسم پيش تعيين شده براي محاساز 

 مندو نياز بودهگير كننده و وقتخسته ،، اما ايجاد مشدارد

  .استسعي و تلاش ويژه 

هاي  وستگي، ناپينسبت به روش اويلري روش لاگرانژي     

 را )ماده و سطوح آزادشامل فصل مشترك (محل تماس 

 هايمحور زيرا آنها بركند،  مي محاسبه تر صورت دقيق هب

نيز اين روش معايبي . شوند ميمختصات لاگرانژي منطبق 

  :كه عبارتند از دارد

محاسبات واگرا  ممكن است هاه علت تغيير شكل سلولب )الف

زيرا يك سلول  .يا نوسانات زيادي داشته باشند شده

كوچك  همان ذره سيال با اندازه لاگرانژي دقيقاً محاسباتي

  يابد ورو با سيال تغيير شكل مياينز و ا باشد مي

معادلات توان به شكل  معادلات ديناميك گازها را نمي )ب

محاسبه عددي  ،جزئيمعادلات غير. نوشت ديفرانسيل جزئي

كه  شود ميدر اين باره، يادآوري . دناي را به دنبال دارپيچيده

نوشتن معادلات  هك نمودعنوان  ]21[ 1، سره1999سال در 

 ،كه ابعاددر مختصات لاگرانژي در صورتي ك گازهادينامي

در همان سال . اينچ باشد خيلي پيچيده است 2از تر  بزرگ

 استخراج، پارچه يككه با مختصات  ]1[نشان داده شد 

معادلات معادلات ديناميك گازي لاگرانژي به شكل 

هاي بعدي اين در بخش ( باشد ميساده  ديفرانسيل جزئي

  ).اهد شدخوملاحظه  موضوع

ها براي تركيب مزاياي هر دو دستگاه در ابتدا تلاش     

ذره در « روش معروف ارائه لاگرانژي و اويلري منجر به 

 ]24-26[ » 3گر و سلولنشان« و روش  ]22-23[ »2سلول

در جداسازي » ذره در سلول « ايده اصلي هارلو در روش . شد

نتقال يا فاز ترسيم سيكل محاسباتي در فاز لاگرانژي همراه با ا

طور گسترده در بسياري از كدهاي هتغيير محيط، ب-مجدد

- لاگرانژي- وديناميكي به ويژه در كد دلخواههيدر اينهيارا

- روش دلخواهكه در حالي. مورد استفاده قرار گرفت 4اويلري

و  هاي محل تماسدر زمينه حل ناپيوستگي اويلري-لاگرانژي

                                                 
1- Serre 
2- Particle-in-Cell Method 
3- Marker-and-Cell Method 
4- Arbitrary-Lagrangian-Eulerian 

تغيير -ترسيم مجدد( سمت مهم محاسباتي آندر يك ق

چند كه  هر. دارد ]27[نياز به مداخله كاربر ) محيط فازي

  .است اين مشكل ارائه شده حلبراي  يهاي جديدايدهخيراً ا

ارائه لازم به ذكر است كه چندين روش مش متحرك نيز      

يا (كه نياز به توجيه يك يا چند معادله فضايي  اند هشد

صورت رياضي هيا بادلات اين مع .بقايي دارد) هندسي

. شوند ميهمراه با قوانين فيزيكي داده  و يا مستقيماً استخراج

جايي  هاثرات جاب مشخص نيست كه به طور كامل ضمن در

  . روي جريان در اين روش ها اعمال شده باشدختصات بر م

كه اي  با پيش زمينه ]1-16[ 5پارچه يكدستگاه مختصات      

براي جريان . شده است هيو ارائه گفته شد توسط در بالا

از يك مختصات مادي  پارچه يكدستگاه مختصات بعدي، دو

 .كوبين مش را حفظ كنديا ژا كند تا قائم بودناستفاده مي

مختصات  و گرفتهاز دو مختصات بهره ، عديببراي جريان سه

. شود ميمتعامد بودن مش در نظر گرفته  براي تضمين ،سوم

بر دستگاه بعدي، يك پارچه يكختصات قابل ذكر است كه م

  .شود ميلاگرانژي منطبق 

دستگاه مختصات كه  شود ميمشاهده  ،حاضر مقاله در      

 با هممزاياي هر دو دستگاه اويلري و لاگرانژي را  ،پارچه يك

و مش  اويلري - لاگرانژي -دلخواه هايرابطه آن با روش. دارد

 .متحرك نيز توضيح داده خواهد شد

 
  هاي مختصات مقايسه سيستم -4

پرداخته در اين قسمت به بررسي سيستم هاي مختصات رايج 

  .شود مي
  

  محاسبات لاگرانژي -4-1

ــژي آن اســت كــه مــي مهــم ــرين مزيــت روش لاگران ــد ت ت وان

، نمايـد دقيق محاسـبه   طورهاي محل تماس را به ناپيوستگي

. شـوند  مـي لاگرانـژي منطبـق   مختصات  بر هاچون ناپيوستگي

 از آن جملـه  دارنـد كـه  نيـز  محاسبات لاگرانژي معـايبي   ولي

  :نمودتوان به موارد زير اشاره  مي

معادلات  ،هاو تغيير شكل سلول مجهول بودنعلت  هب) الف

 معادلات ديفرانسيل جزئيراحتي به شكل  به نتوا نمي را حاكم

. )باشد ميبعدي يك استثناي اتفاقي جريان يك( نوشت 6بقايي

                                                 
5- Unified Coordinate System 
6- Conservation Form 
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براي شروع، . بردارد درجدي را  مشكلاتاين امر . )باشد مي

كه  شود ميباعث  معادلات ديفرانسيل جزئي نبود شكل بقائي

بر روي مش متحرك در فضاي اويلري قرار  ژيلاگران مختصات

به  ،معادلات علاوه بدون داشتن شكل بقائيهب .گيردن

هاي محاسباتي جايي سلولهاضافي براي اندازه جاب محاسبات

هاي شطرنجي با استفاده از مش ن كار معمولاًاي. نياز است

در سرعتي ) يابي ه علت ميانب(ميزان خطا  پايين آوردن براي

تغيير اما . شود ميكند انجام جايي مش را كنترل مي هكه جاب

جريان  يابي متغيرها و هندسه ها نياز به ميان مش دادنجهت

  .كند مي دارد كه ايجاد پراكندگي عددي

ها، ه علت تغيير شكل سلولمكن است بمحاسبات م) ب

اين امر به اين دليل است كه سلول محاسباتي . شود متوقف

و  بوده اي از سيال با اندازه كوچكع ذرهلاگرانژي در واق

يال تغيير شكل با س و لذا اهميتي ندارد كه چقدر كوچك

 در مختصات در زمينه محاسبات تحقيقات بسياري. يابد مي

با استفاده آن  محاسبات يري از شكسته شدنجلوگ و لاگرانژي

 اويلري-لاگرانژي- وش دلخواهركه  از تدابير خاص انجام شده

  .استاز اين تحقيقات  يك نمونه

  

  :اويلري -لاگرانژي -دلخواه محاسبات به روش -4-2

محاسباتي شامل فاز  )حلقه(در اين روش يك سيكل 

-م مجددط يك فاز ترسيمحاسباتي در فضاي لاگرانژي توس

-لاگرانژي- روش دلخواها تغيير منطقه، در فضاي اويلري ب

مزايايي را علاوه بر معايب فاز لاگرانژي، . شود ميدنبال  اويلري

، اين براي مثال .داردانژي كه در بالا اشاره شد محاسبه لاگر

 طور دقيق محاسبهه هاي سطح تماس را بگيروش ناپيوست

 از مش بايد ،معادلات ئيه دليل نبود شكل بقاكند اما ب مي

كه  در پي دارد پراكندگي عددي را كه نمودشطرنجي استفاده 

-هب   .ها است چينگ و تغيير جريان بين سلولناشي از سوئي

 »محيط تغيير-ترسيم مجدد«ددي در فاز علاوه، پراكندگي ع

يابي متغيرها و ، زيرا به ميانشود ميمطرح محاسبات نيز 

  .]27-28[ جريان نياز دارد هندسه

  

  پارچه يكمحاسبات در سيستم مختصات  - 4-3

هاي بعدي ارائه در قسمت پارچه يكجزئيات روش مختصات 

 - لاگرانژي - دلخواه«روش اين براي مقايسه با . خواهد شد

بيان  صورت مختصري مهم و عمده آن بهها، ويژگي»اويلري

  .شود مي

 اييبق معادلات ديفرانسيل جزئيمعادلات حاكم به شكل 

 كه شود مياي انتخاب  گونه و سرعت مش به شوند مينوشته 

ات بر مختص محورهاي بعدي يكي ازدو هاي براي جريان

دو  ،بعدييان سهدر جر(مختصات مادي منطبق شود 

از نخست  پارچه يكمختصات ). مختصات مادي وجود دارد

مورد دومي در برد در حالي كه  مزيت روش اويلري بهره مي

  .برد مزيت روش لاگرانژي بهره مي ازشد  كه اشاره

  دلخواه« روشو  پارچه يكدستگاه مختصات روش      

دو  هر زيرا .ياي مشابهي برخوردارنداز مزا »اويلري -لاگرانژي

هاي روش لاگرانژي و اويلري را تركيب ويژگي بهترينروش 

اگر  .كند و سيستم مختصات با سرعت دلخواه حركت مي كرد

  .متفاوت هستند ها كاملاًژي، استراتچه

استراتژي كلي  ،»اويلري -لاگرانژي -دلخواه«روش در       

- آن با يك مرحله طرح نمودناجراي مرحله لاگرانژي و دنبال 

ريزي مجدد است كه در حل، مش لاگرانژي تغييرشكل يافته 

روش را بر روي مش اويلري ثابت از نظر فاصله يا مش 

با  اين كار معمولاً. نگارد مي »لرياوي -لاگرانژي -دلخواه«

علاوه بر اين، . شود ميكارگيري يك مش شطرنجي انجام  هب

 در عوض. شوند مياز قبل تعيين ن هاي تغيير منطقه استراتژي

و موفقيت  شتهغيره دا تغيير منطقه نياز به مداخله كاربر و

در . ستگي به مهارت و صبر كاربر داردزيادي ب تا حدروش 

ز آنجايي كه معادلات ، اپارچه يكاه مختصات دستگروش 

اويلري باشد  ، اگر محاسباتباشند بقايي مي حاكم به شكل

محاسبات در يك مرحله اما بدون پراكندگي عددي در طول 

بنابراين از . شود ميهاي محل تماس انجام  ناپيوستگي

مش شطرنجي و نيز ناشي از  پراكندگي عددي ناشي از

 از توقف. شود مياجتناب  »محيطتغيير -مجددترسيم «

) دوبعديدر جريان ( ي محاسبات با وجود مش متعامداحتمال

  .شود ميجلوگيري ) بعديجريان سه در(يا مش غير متعامد 

  

  سيستم مختصات بهينه -4-4

هاي  كرد كه مزاياي سيستم توان دستگاه مختصاتي پيدا يا ميآ

باشد؟ چنين اويلري و لاگرانژي را بدون معايب آنها دارا 

بهينه بودن و البته . دارديي هي در بعضي جهات مزايادستگا
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اين ضوابط  يا نبودن يك سيستم بستگي به ضوابطي دارد كه

 بايستي در موارد خاص، سيستم .باشند منطقي مي كاملاً

  : پذير دارا باشدجريان تراكم خواص زير را براي محاسبات

ادلات ديفرانسيل شكل بقايي معمانند مختصات اويلري  - 1

  ،ئي موجود باشدجز

   هاي محل تماس  وستگي، ناپيمانند مختصات لاگرانژي - 2

  شوند، صورت كامل و بدون پيچيدگي محاسبهبه

نظر را توانايي توليد خودكار روي بدنه جسم مورد ،مش - 3

  داشته باشد و

  .باشدمش متعامد و يكنواخت  - 4

سيستم مختصات  واهيم ديد كههاي بعدي خ در قسمت     

اين توان گفت كه  مي لذا. دارداين خصوصيات را  پارچه يك

  .باشد مي، مختصات بهينه پارچه يكمختصات 
  

  پارچه يكعادلات ديناميك گازها در مختصات م -5

دائم به صورت غير دوبعديهاي معادلات اويلر براي جريان

  :  باشند مي
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),,,(پارچه يكمختصات       ςηξλ كه از طريق يك انتقال

),,,(از مختصات كارتزين zyxt اين   بهكه د آي دست ميهب

  :شود ميمعرفي صورت 

)2(  ,

,

.

dt d

dx hud Ad Ld

dy hvd Bd Md

λ
λ ξ η
λ ξ η

=
= + +
= + +

 

زير صورت به پارچه يكعادلات حاكم در مختصات م ،لذا

  :شود ميمعرفي 

)3(  
 .0=

∂
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صورت زير به Gو  E، F پارچه يكدر معادلات مختصات 

  :شوند مينوشته 
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. ارائه شد پارچه يكمعادلات حاكم در سيستم مختصات      

هاي هاي بعدي نحوه حل اين معادلات براي جرياندر قسمت

  .دمافوق صوت بررسي خواهند ش
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  سباتيمباحث محا -6

باشد كه  هاي محاسباتي استفاده شده بسيار مفصل مي روش

  .گردد در اينجا به موارد مهم اشاره مي

  

   CFLبا اعمال شرط  λΔمحاسبه گام زماني  -6-1

  :كنيم آن را تعريف مي ،ايط پايداريبا در نظر گرفتن شر
  

)4(                             . CFL<
Δ
Ψ+

Δ
ΨΔ

)(
2 η

η
ξ
ξλ

  

يك  ξΨدر معادله فوق .است 1و  0بين  CFLمقدار عدد 

شعاع فرضي از 
dE

dF
يك شعاع فرضي از   ،ηΨو  

dE

dG
است  

  :باشندميزير صورت به و
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hjiξ
, 

{ },)1(max 22
),( yxyxji avuh ξξξξ +++−= ∀

, 

)5(  
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Δ

+
+

Δ
−

−=Ψ ∀

22

),( )1(max
vAuB

a
vAuB

hjiη
, 

{ }.)1(max 22
),( yxyxji avuh ηηηη +++−= ∀

. 

  

  روش تقريب گام زماني اويلري -6-2

حل قوانين بقاي ، 1گام اساسي در روش گام زماني اويلري

) 3(اول از دوازده معادلات  لهچهار معاد فيزيكي يعني حل

 جريان به شكل متغيرهاي در اين معادلات .باشد مي
TvupQ ),,,(ρ= گام زماني در λ  كه  .شود ميتعريف

λ زمان  ازkλ 1 تا+kλ متغيرهاي  .نظر گرفته شده است در

TMLBAKهندسي ثابت فرض  λنسبت به  hو  =),,,(

  .باشند مي ηو  ξولي تابعي از  شوند مي

براي حل چهار معادله بقايي فيزيكي در  ،همچنين      

)(λkΩ ،1+<< kk λλλ  از),,( ηξλkKK و  =

),,( ηξλkhh پس از تعيين . شود مياستفاده  =

),,( ηξλQ چهار (روز كردن قوانين بقايي هندسي ه براي ب

                                                 
1- The Time Stepwise Eulreian Approximation 

),,(مقادير ) معادله دوم 1 ηξλ +kK و  گرفته شده در نظر

),,(ها مقدار  سپس از حل شرط حفظ زاويه گريد 1 ηξλ +kh 

استفاده شده  ،ثابت hكه در اينجا از مقادير  يدآ دست مي هب

تأثير جريان بر روي شكل سلول در  ،با اين روش .است

توان محاسبات را از گام زماني  مي شده ومحاسبات اعمال 
kλλ =+1به  = kλλ هاي زماني به گام ،و با تكرار هجلو برد

 اويلري، ايده تقريب گام زماني از لحاظ فيزيكي .بعدي رسيد

 λkΩ)(معادل اين است كه در زمان شكل ذرات سيال در

، از لحاظ رياضي .محاسبه شودميدان جريان ،  ثابت نگه داشته

 هابا ثابت نگ λkΩ)(مسئله حل قوانين بقايي فيزيكي در

 دل با حل معادلات اويلر در مختصات، معاKو  hداشتن 

),( ηξ با ضرايبي كه در معادلات حاكم  شكل ثابتال منحني

حل مسئله ريمن در . باشد مي، متفاوت هستند ηو  ξدر 

),( شكلال مختصات منحني ηξ حل آن در تر از  بسيار مشكل

 كه در بخش بعديصورتي بهولي  بودهمختصات كارتزين 

  .شرح داده خواهد شد قابل حل است

  

  الگوريتم حل عددي و حل مسئله ريمن -6-3

  بعدي در گام زماني  گام كليدي در حل مسئله ريمن يك

  )(λkΩ ; 1+<< kk λλλ  و سپس محاسبه شارها در

به كمك روش تقريب گام زماني اويلري  دوبعديت معادلا

هاي مافوق در اين مقاله و در مثالي كه براي جريان. باشد مي

، از روش گودنف و از شده استصوت دائم دوبعدي محاسبه 

همچنين  .استفاده شده است هاي ماسكل روش تجزيه داده

براي محاسبه شارهاي گودنف در هر گام زماني نياز به حل 

هاي محاسباتي در هر جفت از سلول بعديه ريمن يكمسئل

كه بدين وسيله مقادير متغيرهاي جريان در  باشد ميمجاور 

  .فصل مشترك دو سلول محاسبه خواهد شد

حل مسئله ريمن مشتمل بر چهار ناحيه جداگانه با      

وسيله سه موج تكين غير  كه به باشد ميجريان يكنواخت 

از هم جدا زش و موج انبساطي اي، خط لغموج ضربهخطي 

ها و موج  كه موقعيت خط لغزش بين موج ضربشوند مي

  .)1 شكل( باشد ميانبساطي 
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  .ساختار كلي حل مسئله ريمن: )1( شكل

   

  روش عددي -6-4

در روش عددي كه براي محاسبات جريان مافوق صوت دائم 

در  و شده كمك گرفته 1ماسكل/گودنف از روش شدهاستفاده 

  .شود ميتوضيح داده مورد استفاده ا روش عددي جاين
  

  دهي اوليهمقدار: مرحله اول

 t=0كه شرايط اوليه جريان در زمان  شود ميفرض 

)0( =λ  در مختصاتx-y يك شبكه از  لذا. داده شده است

ηξهاي محاسباتي در مختصات سلول توان از  ميرا  −

توان طول  مي عنوان مثالبه. دست آوردهب  x-yمختصات 

ηξرا در مختصات  2نقطهكمان بين دو   نقطهبا فاصله دو  −

ηξدر مختصات . نمودمساوي فرض x-y در مختصات  − 

  :داريم

 )6( . mξξξξξ ,.....,,, nηηηηηو  =210 ,......,,, 210=  

منحني  ،اگر سطح بدنه جسم جامد در مسئله موجود باشد

0ξξ 0ηηيا ( =   .بر سطح جسم منطبق خواهد شد)  =

كه مقادير ضرائب هندسي در  ذكر اين نكته ضروري است      

jiKزمان صفر ,
 تغيرهاي جريانمانند م 0

T
jiji vupQ ,

0000
,

0 ),,,(ρ= گيري از كل ميدان با معدل

. آيد دست ميهب (i,j)هاي محاسباتي جريان و از همه سلول

jiKمقادير  ,
Tو  0

jiji vupQ ,
0000

,
0 ),,,(ρ=  به همراه

00
, =jih گرفته  اسبات در نظرعنوان شرايط اوليه براي محبه

jiE مقادير وشده  ,
0 njmi ,...,3,2,1,,...,3,2,1 == 

                                                 
1- Godunov/MUSCL Scheme 
2- Node  

زير بدست  رابطهاز  A,B,L,Mيا  Kمقدار . باشند ميمعلوم 

  :آيدمي

                               ,  

ξΔ
−

= −+

2
,1,1

,
jiji

ji

xx
A  

)7    (                         , 
ξΔ

−
= −+

2
,1,1

,
jiji

ji
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B  

                             , 
ηΔ

−
= −−

2
1,1,

,
jiji

ji

xx
L  

                              . 
ηΔ

−
= −−

2
1,1,

,
jiji

ji

yy
M  

  

محاسبه عملگر : مرحله دوم
ξ

λΔ£  

روي ازبراي پيش 
kλ بهλλλ Δ+=+ kk 1

  

),...2,1,0=k ( كه مقدار متغيرهاي  شود ميابتدا فرض

بازه زماني در  Kهندسي يعني 
1+<< kk λλλ  ثابت

 سپس براي هر جفت سلول همسايه باشد مي

 (i,j)  وi+1,j) ( شودانجام مي راحل زيرم:  

از حالت جزء به جزء و  3داده از نوع ماسكل از روش بازيابي - 1

 شود مي فرض ξدر جهت  به عنوان مثال. شود استفاده مي

vupمتغيرهاي فيزيكي  از تواند هر يك مي f كه ,,,ρ 

براي  يك توزيع يكنواختدر نظر گرفتن سپس به جاي  .باشد

محاسبه متغيرهاي يابي خطي براي ، از يك بروناين متغيرها 

صورت زير بهدو سلول همسايه  جريان در فصل مشترك

  :شوداستفاده مي
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  :كه در آن

)9                             (. )),1min(,0max()( rr =φ  

 .شود ميمين مود گفته شار  ،اين روش محدودكنندهبه 

چپ و راست  شارهاي مربوط به  rو  1همچنين انديس 

  .باشد مي

                                                 
3- MUSCL Type Data Reconstruction 
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سلول  را بين دو عمود بر فصل مشترك دو سلول بردار يكه - 2

  :توان نوشتبه اين ترتيب مي (i+1,j)و  (i,j) جاورم

)10   (                        .  
jiji

jijin
,1,

,1,

)()(

)()(

+

+

∇+∇
∇+∇

=
ξξ
ξξ

  

)(,jiگيري از  كه از متوسط ξ∇  وji ,1)( +∇ξ دست آمده به

),(حال بايد بردار سرعت . است vuq  را در جهات قائم و =

  .)τوω(ماسي تصوير كنيم م

 هايمتغير دست آوردنهبراي ب در اينجا مسئله ريمن - 3
Tp ),,,( τωρ به روش  دو سلول همسايه تركدر فصل مش

Tpو از  حل شدهتكراري  ),,,( τωρ  مقادير
Tvup ),,,(ρ  در

ji ,
2

1+
= ξξ  به راحتي قابل محاسبه

و با انديس  بودهاين مقادير ثابت . خواهد بود
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در فصل مشترك سلول  1اول شار مؤلفههار چ توانمي حال - 5

دوم شار فصل مشترك  مؤلفهعنوان مثال به .نمودرا محاسبه 
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F   :شود ميبيان زير صورت به   
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عملگر  -6
ξ

λΔ£ روي ازرا براي پيش
kλ به 

,...2,1,0,1 =Δ+=+ kkk λλλ  براي هر جفت از

 تا 1مراحل ( شود اعمال مي) i,j+1(و ) i,j( هاي مجاورسلول

   ). شود تكرار مي 6

در قوانين بقاي فيزيكي يعني  pEمتغيرهاي بقايي  - 7

   .شود روز ميه فاده از معادله زير ببا است) 3(معادلات 

                                                 
1- Flux  
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E 1دست آوردن هرا براي ب
,
+k
jiQ  و براي  نمودهتجزيه

 متغيرهاي هندسي استفاده روز شدهه اين كار از مقادير ب

  :توان نوشت پس مي .شود مي

)14           (                  .1
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ji

k
ji

k
ji

k
ji LBMA  

1شده  وزبه ركار بردن ضرايب هبا ب - 9
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,
+k
jiK  در

k، معادلات آن
jih 1به  ,

,
+k
jih اگر مقدار ( شود مي به روزh 

  .)زدبر  اين قسمت را ميان توان مي گرفته شوددر نظر ثابت 

yxگريد در صفحه  -10   : شود محاسبه مي kλ+1در زمان  −
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خطوط شبكه از به هم وصل شدن  بايد دقت كرد كه     

هم وصل كردن فصل  هگردد و نه از ب ها حاصل ميمراكز سلول

اي كه در صفحه فيزيكي  همچنين شبكه .هامشترك سلول

استفاده  Kفقط ( شود مين  ارد در محاسبات استفادهقرار د

  .باشد ميدلخواه ) 10(بنابراين، گام  .)شود مي

در مسائل براي محاسبه جريان دائم از معادلات  عموماً     

روي در كه با پيش و وقتي شود ميجريان غير دائم استفاده 

، )حالت مجانب(باشد  تغييرات متغيرهاي جريان ناچيز ،زمان

حالتي  ( حالت دائم در ،ن روشدر اي. حاصل شده استاب جو

با  x-yهاي جريان در هر نقطه ثابت در صفحه متغير كه

در  Qمتغيرهاي جريان  بايد )كنندافزايش زمان تغيير نمي

 شوند،در صفحه فيزيكي مقايسه  (x,y)يك نقطه مشابه ثابت 

),(نه در نقاط مشابه  ηξ دليل اين . انتقال يافته و در صفحه

ذراتي كه با سرعت ( 2ور اين است كه موقعيت ذرات سودكا

h.q در صفحه ) با ذرات سيال در حركتندx-y ًبا زمان  عموما

در اين  .رسدو هرگز به يك حالت مجانب نميكند تغيير مي

ر مرحله دوم دوباره تكرا kλ+2روي به زمان براي پيش ،مرحله

  .يابدتكرار ادامه مياين  ،اب نهاييرسيدن به جو تاو  شده

                                                 
2- Psesudo Particles  
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  اي از نتايج محاسباتنمونه -7

  :براي ارائه نتايج دو مثال زير در نظر گرفته شده است

هايي كه به كمك الگوريتم ارائه شده ثالميكي از  :مثال اول

. است دائم دوبعديمسئله ريمن  ،شدهمحاسبه  در اين مقاله

  :باشد ميي به دامنه فيزيكي به اين صورت جريان ورود

)16(               . 
⎩
⎨
⎧

=
)0,4.2,0.1,0.1(

)0,0.5,5.0,25.0(
),,,( θρ Mp  

عدد ماخ  دو جريان موازي و يكنواخت با از در اين مثال     

اگر از مختصات  در اين مثال. استفاده شده است 4/2و  0/5

اويلري استفاده شود شاهد پراكندگي نتايج محاسبات خواهيم 

هاي تفكيك مركزي يكي از خصوصيات روش بود و اين

  و  پارچه يكولي با استفاده از سيستم مختصات . باشد مي

999/0 h=  شاهد جواب بسيار عالي و با وضوح خط لغزش

اين مثال نيز برتري سيستم مختصات  .بسيار بالا خواهيم بود

هاي مختصات رايج ديگر را نشان به سيستم پارچه يك

ي حل مسئله ريمن در فصل مشترك دو همچنين برا .دهد مي

ها سلول مجاور كه براي محاسبه شارهاي روش گودنف به آن

  . شده است، از دو روش استفاده استنياز 

روش اول از فرمول ارائه شده در مقاله هيو استفاده در      

 .شده استن محاسبات بسيار كمتر كه زماو نتيجه اين شود

ر محدوده بايد د ،p*حدس ايرادي اين روش اين است كه 

  . دخاصي باشد تا واگرا نشو

) 1999كتاب (برنامه تورو  روش دوم اين است كه از زير     

با  p*در اين روش  .شودبراي حل مسئله ريمن استفاده 

چنين از روش تكرار و و هم شدههوشمندي كامل حدس زده 

تا  شود مياين باعث  .زمان استفاده شده استروي در پيش

سبت به محاسبات مسئله ريمن مدت زمان بيشتري ن

استفاده شده توسط هيو و روش ( هاي غير تكراري روش

كشد ولي زمان كل محاسبات در سيستم بطول ) همكارانش

هايي كه از اين روش و جواب بودهكمتر  پارچه يكمختصات 

  .باشندتر ميآيند دقيقدست ميبه

كه باعث اعوجاج  شدهثابت استفاده  hدر محاسبات از       

كه بر  شود مياي كه خط لغزش اتفاق افتاده گريدها در منطقه

و اين امر با استفاده از  شتهوضوح خط لغزش تاثير زيادي ندا

  .باشد ميروش حفظ زاويه گريدها قابل حل 

قابل  2 در شكل دوبعديساختار كلي يك مسئله ريمن       

  هايشكل( چگالياگر كانتورهاي فشار و  .باشد ميمشاهده 

، ملاحظه شود مدهدست آهب پارچه يككه در مختصات  )4-3 

اي در كانتورها پي لغزش و موج ضربهبه وضوح و دقت خط 

  .خواهيم برد

  

 
  .دوبعديساختار كلي حل مسئله ريمن  :)2( شكل

  

  
  .مثال اول كانتور فشار :)3( شكل

  

 
  .مثال اول چگاليكانتور  ):4( شكل
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مقايسه حل دقيق مثال اول با محاسبات  ):5( شكل

   .پارچه يكمختصات 

  

 ):دوبعديتايي دائم مسئله ريمن دو( -  مثال دوم

در اينجا متفاوت از مسئله ريمني كه در مثال قبلي ارائه  

محاسبه و نتايج  دوبعديشده، يك مسئله ريمن دوتايي دائم 

، ارائه شدهوسيله سه جريان موازي ايجاد هاصل كه بعددي ح

  :باشد ميجريان ورودي به شرح زير . شده است

)17(  

.
⎩
⎨
⎧

〉〈→
〈〈→

=
9.0,6.0)0,4.2,0.1,0.1(

9.06.0)0,0.5,5.0,25.0(
),,,(

xx

x
Mp θρ  

اي،  در اين مثال علاوه بر اينكه جريان شامل امواج ضربه     

حاوي  ،باشد ميخطوط لغزش و امواج انبساطي 

قبلاً نيز كه  نچنا .باشد ميهاي اين امواج نيز  كنش برهم

توضيح داده شد، در اين مسئله نيز به علت وجود خصوصيت 

سيستم مختصات اويلري شاهد هاي عددي، در  پراكندگي حل

از آنجا . بود دار بودن خط لغزش خواهيمو لكه وضوح پايين

ها در اين مثال بسيار وابسته كنشكه حل جريان بعد از برهم

 داردمسئله بسيار اهميت ، اين باشد ميبه دقت خطوط لغزش 

كه اين امواج قبل از اينكه با همديگر برخورد كنند به دقت 

  .محاسبه گردند

اين نكته قابل مشاهده  4- 6 هاي شكل چگالي در كانتور      

به  اندديگر رسيدهاي به هماج ضربهامو است كه در مكاني كه

همچنين در . اندكس شدهعلت برخورد با خطوط لغزش منع

مطابقت شبكه محاسباتي با جريان  ،تحقيق اين يج عددينتا

اي و موج و فشردگي شبكه در نزديكي موج ضربه) 7شكل (

توليد شبكه  ،انبساطي قابل مشاهده است كه علت اين امر

كانتور  در .باشد ميصورت خودكار به موازات محاسبه جريان  به

حل شده  پارچه يككه در سيستم مختصات  )8شكل (فشار 

  .اي و انبساطي آشكار است موج ضربهدقت و وضوح  يزن
  

Y

X

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

ROO

1.4
1.35
1.3
1.25
1.2
1.15
1.1
1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55

 
  .مثال دوم چگاليكانتور  ):6( شكل

  

Y

X

0 .5 1 1 .5

0 .5

1

1 .5

 
 پارچه يكشبكه محاسباتي حاصل از مختصات  ):7(شكل 

  .مثال دوم

  

Y

X

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

P

1.05
1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
0.45
0.4
0.35
0.3

  
  .كانتور فشار مثال دوم ):8(شكل 
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  گيرينتيجه -8

در مقاله حاضر، شرايط مختلف محاسبات با استفاده از 

مورد  پارچه يكدر سيستم مختصات  )h( كننده شبكهكنترل

  :گر اين است كهمطالعه قرار داده شده و نتايج حاصل نشان

وضوح و دقت  ،پارچه يكمختصات با استفاده از سيستم  - 1

اي و  ضربه هايموج وخطوط لغزش بالاتر خواهد بود 

  آيند، ميدست  انبساطي نيز با وضوح بالايي به

تر و  تصات قديميهاي مخمحاسبات جريان در سيستم - 2

مخصوصاً سيستم مختصات اويلري، نتايج غيرواضح و 

نتيجه  پارچه يكاي را نسبت به سيستم مختصات  پراكنده

قابل ذكر است كه در مختصات لاگرانژي در . دهند مي

تر، محاسبات بسيار دشوارتر از مختصات هاي پيچيدهجريان

  و در بعضي مواقع غيرممكن است، پارچه يك

نيازي به محاسبه گام زماني از  ،بات مقاله حاضردر محاس - 3

هاي زماني براي گام .شود احساس نمي CFLطريق شرط 

ولي با استفاده از  شدهگرا كمتر از يك صدم، محاسبات هم

CFL  هاي كمتر از يك، با تعداد تكرار كمتري حالت دائم و

  ،شده استپايدار حاصل 

كراري مسئله هاي تدر اين مقاله از حل حاصل از روش  - 4

هاي حل مسئله ريمن استفاده ريمن به جاي ديگر روش

هاي شده و اين نتيجه حاصل شده كه با وجود اينكه روش

تكراري حل مسئله ريمن به تنهايي زمان بيشتري نسبت به 

هاي غيرتكراري نياز دارند ولي زمان كلي حل با روش

 .كمتر خواهد بود پارچه يكاستفاده از سيستم مختصات 

هاي تكراري حل مسئله ريمن همچنين با استفاده از روش

  ،تر بوده و خطاي كمتري خواهند داشتها دقيقجواب

ها نيز در اين براي محاسبه شارها در فصل مشترك سلول - 5

روش اول فقط نياز . توان استفاده نمودمقاله از دو روش مي

به محاسبه دو عملگر دارد ولي در روش دوم از روش 

بعد استرانگ كه نياز به محاسبه سه عملگر داشته و كاهنده 

در محاسبات حاضر از روش . شودبر است، استفاده مي زمان

در روش دوم، محاسبات و زمان . اول استفاده شده است

  نياز است، بيشتري

هاي در مقايسه با سيستم پارچه يكسيستم مختصات   -6

ري در مختصات اويلري و لاگرانژي برتري داشته و اين برت

  و نتايج محاسبات ارائه شده كاملاً واضح است

توان براي محاسبه مي پارچه يكاز سيستم مختصات  - 7

هاي دو فازي و حل عددي لزج و جريان دوبعديهاي جريان

اكثر مسائل آئروديناميك و مكانيك سيالات استفاده نمود 

كه در اين نوع مسائل نيز برتري اين سيستم مختصات 

تر در مسائل پيچيده. ثبات رسيده استتوسط هيو به ا

بعدي معادلات اين سيستم مختصات توسط هيو ارائه  سه

  .شده است
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