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ل تماسي همراه با اصطكاك در فروروي نانو بر ئمسا عدديتحليل 
  سازي لاگرانژ الحاقي بهينه  مبناي يك رهيافت اصلاح شده
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  چكيده
تحليـل رفتـار    بـراي سـازي لاگرانـژ الحـاقي     بندي المان محدود كلي بـر اسـاس روش اصـلاح يافتـه بهينـه      در اين پژوهش به توسعه يك فرمول

از رهيافـت لاگرانـژ    ،در حـال تمـاس   ءشرايط سينماتيكي هندسي اجزابر اساس كاكي در فروروي نانو پرداخته شده و استاتيكي تماس اصط شبه
هـاي بـار نمـوي كـه در      پنـالتي و تعـداد گـام    عامـل هاي تعيين دو  حل بر دشواريجديد  يندآفراين نوع . الحاقي بهبود يافته استفاده شده است

از قـانون   ،هـاي تسـاوي   بنـدي  فرمول عدديهاي  دشواري دنبرطرف نموبراي . ، غلبه نموده استشوندتوسط كاربر تعيين  بايدهاي مرسوم  روش
  شرايط چسبندگي و لغزشي قانون كلاسيك به يك قانون اصطكاكي الاستيك بهبوديافتـه غيركلاسيك جديدي استفاده شده كه در آن اصطكاك 

 بـراي بررسـي درسـتي   منتهـي شـده و    ل كلي تماس اصطكاكيئكامل براي حل مسا الگويبندي به يك  اين فرمول ،پاياندر . شده است تبديل
 شـده  بيان كاربردي مثال در شده استفاده الگوريتم .الاستيك پرداخته شده است  فروروي يك فرورونده صلب در يك لايه يندآفرنتايج به بررسي 

 تحليل مورد تماس بار گويي پيش و خودكار بار گذاري گام با حل همگرايي و گرديد همگرا خوبي به لغزشي و چسبندگي اصطكاكي شرايط براي
  .گرفت قرار

  

  تماس، اصطكاك، فروروي نانو عدديالحاقي، مكانيك  يرهيافت لاگرانژ :كليدي هاي واژه
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ABSTRACT 
In this paper a general finite element formulation, using a modified augmented Lagrangian (AL) optimization 
method, has been developed to analyze the quasi-static frictional contact behavior of nano-indentation procedure. 
Based on the geometrical kinematic conditions of contacting parts, a novel improved AL approach has been used. 
This novel solution procedure for contact formulation overcomes the difficulty of dependence of the solution process 
on two user-specified parameters, i.e. the penalty parameter for contact constraints and the number of load steps. For 
overcoming the numerical difficulties of variational equality formulations, a new non-classical friction law has been 
used, in which the stick and slip conditions of classical law have been changed to a modified elastic friction law. 
Finally, the indentation procedure of rigid nano-indenters into an elastic layer has been evaluated to verify the 
results. The numerical algorithm in an applied example is accurately converged for stick and slip friction conditions 
and solution convergence is analyzed using automatic load stepping and contact load predicting. 
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  مقدمه -1
 يهـا  و ضربه در اثـر بـرهمكنش   يتماس اصطكاك يها دهيپد

د كه اكثر نده يرخ م يكيمكان ءن اجزايب يو اصطكاك يتماس
. شوند يم يناش ييها كنش ن برهمياز چن نيز يكيمكان يبارها

و ضـربه در سراسـر ناحيـه    ي تماس ـي توزيع فشارهاي چگونگ
ــ ــدي برهمكنش ــوژيكي نقــش كلي ــر تريبول ــتيكي ب ي و بالس

تمـاس و  ي هـا  پديـده ي طور كله ب. دارندي مكانيكي ها پيكره
ي غيرخطــي ا پديــدهپـذير   تغييرشــكلي هـا  در پيكــرهضـربه  
 برگشـت عامل پديده اصطكاك به عنوان يك ي معرف. هستند

تمـاس را   مسـئله برهمكنشـي،  ي ها سامانهي ناپذير در ميانج
 يك ـيزيف يها سامانهن اغلب يبنابرا. نموده استتر نيز  پيچيده

ــرا ــانجــام  يب ــه توصــيــل موفــق نيــك تحلي ف كامــل ياز ب
ن يدر چن ـ. دارنـد  تمـاس  يدر نواح يكيمكان يها برهمكنش
 ،يك ـيزيف سـامانه بسته به نوع كاربرد  تماسي، يها برهمكنش

 ينـواح  ي، بـرهمكنش گـذرا  يممكن اسـت رفتـار اصـطكاك   
سـازها و   ، بـرهمكنش بـا روان  يكيترمومكـان  اتصالمشترك، 

ل قـرار  ي ـز مـورد تحل ي ـمشـترك ن  ينواح يشيسا يها بيآس
   .رنديگ

 ،پيشـرفته ي هـا  انـه رايي فنـاور ع يامروزه با گسترش سـر      
بـه   يابـزار  يريكارگهبا بتماس و ضربه را  يها روشتوان  يم

 يساز هيشب يعددي ها وهيش ه كمكب يك محاسباتيمكاننام 
  . نمود
حــل  يبــرا ياصــل يبنــد دو نــوع فرمــول يطــور كلــ هبــ

قـرار   يتماس و ضربه در منابع مورد بررس ـ مسائلي محاسبات
و  يراتييتغ ينامساو يها يبند فرمول: كه عبارتند از اند گرفته

 ].1-2[ اند هشدمنتج ي كه از اصل كار مجاز يراتييتغ يساوت
كـه در   يرات ـييتغ يهـا  ينوع اول از نامسـاو  يها يبند فرمول
هسـتند،   يبـه شـكل نامسـاو    يانگر اصل كـار مجـاز  يواقع ب

و  يط تماسيشامل شرا يط مرزيشرا همه. نمايند ياستفاده م
ان ي ـب يرات ـييتغ ينامسـاو  يا فقط در قالب رابطـه  ياصطكاك

ــ ــود يم ــوچيو ك 1ادن. ش ــائل] 2[ 2يك ــ مس ــدون  يتماس ب
 يبنـد  فرمول يراتييتغ يها ياصطكاك را با استفاده از نامساو

ي ها مثال ارائهز با يحل خود ن ييكتايجود و نموده و درباره و
ع ي ـكـه فـرض شـود نحـوه توز     يهنگام. بحث نمودندي عدد

                                                                          
1- Oden 
2- Kikuchi 

مشخص است به واسـطه   يتماس هيروي بر روي طبيع يروين
 نيـز را  ياصـطكاك  مسـائل تـوان   يم ـ يرات ـييتغ يها ينامساو

كمـــك  بـــه ياصـــطكاكتمـــاس  مســـائل. ف نمـــوديـــتعر
 4ري ـو كرن 3توسـط آلـرت   يراتييتغ ينامساو يها يبند فرمول

ــتفاده از د] 3[ ــا اسـ ــيبـ ــب  ليفرانسـ ــا در قالـ ــائلهـ  مسـ
  . قرار گرفتند يساز نهيبه شبه

 حاصـل  يراتييتغ يها از تساوي ،نوع دوم يبند در فرمول
ها  در آن يه تماسيروشود كه  ياستفاده م ياز اصل كار مجاز

 شدهكره در شروع نمو بار به صورت مشخص فرض ين دو پيب
 مسـائل ] 4[و همكارانش  5سيمو. شود يم يو با تكرار بازساز

 يرات ـييتغ يتسـاو  يبنـد  بدون اصطكاك را با فرمـول  يتماس
ي روش لاگرانـژ ه را بـا  يود تمـاس تـك سـو   ي ـو ق نمودهحل 

ــدنمو ارضــاي متفــاوت ــا تســاو] 5[ 6ســيمو و لارســن. دن  يب
 يبـرا  يافـت لاگرانـژ الحـاق   ياز ره اولـين بـار   يبرا يراتييتغ

ب يخودكار ضـر  يساز ت بهنگاميبا قابل يتماس مسائلل يتحل
اسـتفاده   ير محـدود پنـالت  يمقـاد  راهود از ي ـق ءو ارضا يپنالت

در داخـل   خودكـار به طـور   يپنالت عامله يمقدار اول. نمودند
ــرا الگــو آن بــدون دخالــت كــاربر  يين مقــدار نهــايــيتع يب

 مسـائل ] 6[س و همكـارانش  ي ـزاوار. شـود  يم ـ يسـاز  بهنگام
افـت  يمشـابه بـا ره  ي راهرا با  يكيترمومكان يتماس اصطكاك

دو ] 7[و و ساكو يچيآر .و حل نمودندي طراحمو و لارسن يس
ب كار آلـرت  يساس تركرا بر ا يحل شبه لاگرانژ الحاق فرآيند

تماس بـدون  ي طراح يمو و لارسن برايس ر و رهيافتيكرنو 
يـك  بـا  . نمودندك ورق و مانع صلب استفاده ين ياصطكاك ب

 ]8[ 8و كرنيـر  7پيتـزاك ، يافتـه  تعميمي الحاق رهيافت لاگرانژ
ي هـا  شـرايط تغييرشـكل  ي تك سـويه را بـرا  ي تماس مسائل

مـشابه با كـار   يافت لاگرانژ الحاقيك رهي. دندنموبزرگ حل 
ــرايســـ ــ يكاربردهــا يمو و لارســن ب و در  يمهندســ يعمل
كار  هب] 9[و همكارانش  9فلزات توسط بابا يده ات شكليعمل

مختلـف   يهـا  روش يبا بررس] 10[و آرورا  10جاريم. برده شد

                                                                          
3- Alart 
4- Curnier 
5- Simo  
6- Laursen  
7- Pietrzak  
8- Curnier  
9- Baba 
10- Mijar and Arora 
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 3                                                                                                   ...  مسائل تماسي همراه با اصطكاك عدديتحليل 

 يد بـرا ي ـحـل جد  فرآينـد ك ي ـ، يتماس ـ مسـائل ل يدر تحل
و بـا مثـال    نمـوده  ارائـه  ير پنـالت يمقاد خودكار يساز بهنگام
خـود را   يرات ـييتغ يتسـاو  يبنـد  فرمـول  نيزي ا ساده يعدد
يـك  نيـز  ] 11[ و همكـارانش  1ياس ـ .نمودندد ييو تأ يابيارز

سـازه  يـك  تحليـل پاسـخ   ي براصحيح را محدود   المان طرح
 روشبا استفاده از يـك  ي ا ضربهتماس  ويسكوالاستيك تحت

 همكـارانش و ي اشـرف . نمودنـد  ارائـه ي لاگرانـژ  ضريبي نمو
 فرآينـد  ماتريسـي، ي ساز با استفاده از روش وارون] 13-12[

 مسـئله و تحليل ي بند فرمولي برارا ي جديدي حل محاسبات
ي بين يك فرورونده صلب با يك نيم فضـا ي تماس نانو فرورو
با هر هندسه دلخواه در شرايط و ارتوتروپيك ويسكوالاستيك 
  .نمودند ارائهبدون اصطكاك 

ن يتـوان ماننـد لاگرانـژ    يرا م ـ يلاگرانـژ الحـاق  كنشمند 
شـود در نظـر    يالحـاق م ـ  يپنـالت  جملهك يكه به  يمـعمول
 يتماس ـ يرات ـييتغ يحل با تساو يهافرآيند بيشتردر . گرفت

، كنشمند الحاق درسـت ماننـد   يبر اساس روش لاگرانژ الحاق
؛ كـه در آن  نمايـد  يعمل م يدر روش پنالت يپنالتي اصلتابع 

 .شـود  يف م ـيكه توسط كاربر تعر يپنالت عامل ييبتدامقدار ا
ر ياختصاص مقـاد  يو برا نشدهر داده ييحل تغ فرآيند يدر ط
و خطـا   يسـع  فرآينـد د از ي ـبا يپنـالت  عامـل  يبـرا  يمناسب

افتـه روش  يكـه بهبود  شـده  ذكـر ي ها افتيره. استفاده نمود
افت يره. هستندنيز مشابه با آن  يبيمعا يهستند دارا يپنالت

ن در يهمچنــ ،ب لاگرانــژيو ضــر يپنــالت يهــا تجمـــع روش
مـورد اسـتفاده    يمــحدود تجـار   اجزاءاستاندارد  يها برنامـه

ز ي ـن يتماس ـ زمان – بار ييشگويپ يها طرح .قرار گرفته است
 ـ يتماس مسائلحل  يبهبود دقت و بازده يبرا كـار بـرده    هب
حـل   فرآينـد ها با وجود بهبود  ن طرحيباز هم ا يشوند ول يم

  .باشند يم يمشكلات اساس يدارا
محـدود   المان يبند ك فرمولين پژوهش به توسعه يدر ا

لاگرانـژ  ي سـاز  يافته بهينـه بر اساس يك رهيافت اصلاح يكل
در  يتماس اصطكاكي استاتيك تحليل رفتار شبهي براي الحاق
 يتماس ـ مسـائل ف ي ـبـا تعر . شـود  ينانو پرداختـه م ـ ي فرورو

مـورد بحـث    يروش لاگرانژ الحاق ياساسم ي، مـفاهياصطكاك
 يريبكارگ يات برايئان جزيجامع با بي الگوك يو  گرفتهقرار 

 فرآينـد ن نوع يا. دشو يم ارائه يمهندس يعدد مسائلدر حل 
                                                                          
1- Assie 

ن دو يـي تع يهـا  يبر سخت يتماس يبند د در فرموليحل جد
 يهـا  كـه در روش  يبـار نمـو   يها و تعداد گام يپارامتر پنالت
شدند، غلبه  ين مييتوسط كاربر تع بايدمرسوم  يلاگرانژ الحاق
در بـار وابسـته    يهـا  و تعداد گـام  يپنالت عوامل. نموده است

و  اسـت  يتماس مسئلهبه نوع كاربرد مرسوم  ،حل يهافرآيند
در جـواب   يـي دن به همگرايرس يها برا در استفاده از آن بايد

در هـدف  . و خطـا اسـتفاده نمـود    يات نامطلوب سعـياز عمل
ه در گـره  ي ـتمـاس اول  افتن نقطـه ي ـ ،يندب مرحله اول فرمول
 ،در مرحلـه دوم  .در آن اسـت  يتماس ـ يرويتماس و سپس ن

 ياصـطكاك  مسـئله و حـل   يط تماسيچك نمودن شرا هدف
 يروهـا يل وجـود ن ي ـبه دل ،يبند در مرحله دوم فرمول. است
مند ك كنشي يدارامانند مرحله اول  ،ريوابسته به مس يتماس
ن طرح نمو بار در يبنابرا. ل متناسب با آن نيستيپتانس يانرژ

 يبـه خـوب   نيـز را  يخط ـ مسائلرود كه  يبكار م يبند فرمول
حـل   فرآينـد در . دهد يتحت پوشش قرار م يرخطيغ مسائل

 يمرسـوم بـرا   ينگاشت بازگشـت  يها از الگو يبند ن فرموليا
اسـتفاده  ) يا همـان فشـار تماس ـ  ي ـ( يس ـتما يرويمحاسبه ن

 يها توان مستقل از تعداد گام يجه حل را ميشود و در نت ينم
 ـ. دانست ير پنالتيبار و مقاد  يج بـه بررس ـ ينتـا  يابي ـارزي راب

نـازك   فـيلم ك ي ـك فرورونده صلب در ينانو  يفرورو فرآيند
رداختـه  پ يتماس ـ مسـائل در حل  يبه عنوان كاربردي پليمر

  .شده است
  
  كيالاستواستات  همتشكلمعادلات  -2

تمـام   يبـرا حاصـل   يداني ـو معادلات م ين تعادل جهانيقوان
 ،به دسـت آمـده  و معادلات  شتهداوسته كاربرد يپ يها طيمح

مواد مخصوص را بر اساس ساختار  ييو گرما يكيخواص مكان
 كـاربرد ، ياض ـير نظـر از . نمايد يها مشخص م آن يدرون يذات
ــا  يدانيــان معــادلات ميــف روابــط ميتوصــن معــادلات در ي

 يهـا  يبنـد  ل فرمـول يو تشـك  يكينماتيس ،يكي، مكانييگرما
از . اسـت وسـته  يپ يهـا  طيك مح ـيقابل طرح در مكان مسائل

ف مـواد گونـاگون و   يدر تعر كاربرد اين معادلاتك، يزيف نظر
 يمتفـاوت بـرا  ي ها طرح يريكارگهكه با ب استشده  آل دهيا
 ـ. دنشـو  يم استفاده يواقعان رفتار مواد يب ايـن   يطـور كل ـ هب

. هسـتند ي اژهي ـانگر رفتـار و ي ـبژه يويك ماده ي برامعادلات 
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ك يجامـدات الاسـت   كـرنش  –  تنش الاستواستاتيكمعادلات 
   :]14[ كوچك عبارت است از يها با فرض كرنش يخط

)1(  ,klijklij C   
تــنش و  يانگر تانســورهايــب بيــبــه ترت و  ، آنكــه در 

ــرنش و  ــب ijklCك ــتي ــا انگر ثاب ــت يه ــتك يالاس ــه  اس ك
 يبـرا . دهد يك را نشان ميك ماده الاستي يات درونيخصوص
تـوان   ير ميخاص ز صورتن معادله را به يك، ايزوتروپيرفتار ا
  :نمود يسيبازنو

)2(  ,2 ijkkijij   
الاسـتيك  مـاده  يـك  ي بـرا ب لامـه  يضرا و  ، آنكه در 
   .هستند

  
  ك تماسينماتيو س يكربنديپ -3

اغلب بـه سـه    ياصطكاك يتماس مسائلك جامدات، يدر مكان
 يبنـد  طبقـه  يكينـام يو د يكياسـتات  ، شـبه يكيگروه اسـتات 

در  بايد ينرسيا برخورد، اثرات ايضربه و  مسائلدر  .شوند يم
ي سـاز  گسسـته د ي ـز باي ـن و در دامنـه زمـان   دهش ـ نظرگرفته

 دركـره  يا چنـد پ ي ـ، دو مسائل يدر برخ. اعمال شود يمناسب
ط يگر در شـرا يكـد يمشـخص بـا    يط مـرز يو شـرا  يبارگذار
 ـ ييرنـد و فاصـله ابتـدا   يگ يقرار م ـ يتماس هـا بسـته    ن آنيب

مقـاوم   يروي ـچ نيهم بـدون ه ـ  يتوانند بر رو يم شود كه يم
 نآداشته باشند كـه در منـابع بـه     يحركت لغزش ياصطكاك
 مسـائل ل ي ـدر تحل. شـود  يگفتـه م ـ  1همـوار  يتماس ـ مسائل
. شـود  يم ـ اسـتفاده  يساز نهيبه يها هيرنظاز  تر بيش ،يتماس
اسـت   ينگ ـيط بهيشرا يبر مبنا ،يساز نهيك بهيكلاس  هيرنظ

بـا   يريپـذ  ليفرانس ـيز توابع ديوسته و نيپ يكه با فرض توابع
  ].15-16[شوند  ياستنتاج م يگوستيحداقل دو مرتبه پ

  ســامانه يــك ،يتماســ مســائلف مشخصــات يــتعر يبــرا
ر يپـذ  رشكلييكره تغيك پيرنده يكه در برگ يدوبعد يكيمكان

كـره  يبه عنوان پ(كره صلب يك پيو ) يكره تماسيبه عنوان پ(
 يتماس ـ يكربنـد يپ. اسـت  است، درنظر گرفتـه شـده  ) هدف
x,[x[ يبا مختصات ماد سامانه 21X  ان داده نش ـ 1در شكل

ي  لهيبه وس يتماس  كرهيا پير يپذ رشكلييكره تغيپ. شده است
 يو بـار  يط مـرز يشرا. شود يم مشخص و مرز  دامنه 

                                                                          
1- Smooth Contact Problems 

كـره صـلب در   يكه پ يد در حالشون يكره تماس اعمال ميبه پ
يحجم ـ يروهـا يتحت اعمال ن يكره تماسيپ. فضا ثابت است

ibــراكنش ســطح ــر رو iT ي، ت ــرز  يب ــ sم  ييجــاهو جاب
 .است dمرز  يبر رو iuمشخص 

  

 
  .يكيمكان سامانهك يتماس  يكربنديپ ):1(شكل 

  
 NONي داراالمـان مــحدود كـه     NOEبه  يكره تمـاسيپ

اثرات تمـاس و اصـطكاك   . شود يمـ يساز ، گسستهاستگره 
وارد مـــحاسبات  يه تمـــاسيــرو يگسســته رو يهــا در گــره

ه ي ـرو(كـره هـدف   يلبه پ يرو يانتخاب يه تماسيرو. شوند يم
ه يرو(تماس   كرهيمرز پ يبر رو يانتخاب يه تماسيو رو) ياصل
1 يب با نمادهايبه ترت) يفرع

c  2و
c  شـوند  يمشـخص م ـ .

2 يتماســـ رويـــه
c ي داراNOC اســـت يليپتانســـ گـــره            

)NONNOC .(  
 يكـره تماس ـ يمرز پ يبر رو Pمرجع، گره  يكربنديدر پ

كره هدف يلبه پ يبر رو Jو  Iو نقاط  PXبا بردار مختصات 
. رنـد يگ يمورد توجه قـرار م ـ  JXو  IXمختصات  يبا بردارها

له يكره هدف بـه وس ـ يلبه پ يبر رو يمختصات موضع سامانه
فاصله نرمـال  . شود ينشان داده م) t(و ) n(واحد  يبردارها

ف ي ـتعر )3( رابطـه له يبـه وس ـ  P يتماس ـ گـره  يبرا ييابتدا
  :شود يم
)3( n..)X(Xd PJP

0  
 رابطـه پس از حركت با  يهمان گره تماس ،يفاصله نرمال فعل

  :شود يف ميتعر )4(
)4( ),u(d).(dd P

n
P
0

PP
0

P
n  nu 

P(، آنكه در  
nu (نرمال گره  ييجاهانگر جابيب)P ( در . اسـت

كره يبا لبه پ يكره تماسيمرز پ يبر رو) P(جه تماس گره ينت
P( يتماس يرويهدف، ن

cf (شود يكره هدف وارد ميپ يبر رو .
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 5                                                                                                   ...  مسائل تماسي همراه با اصطكاك عدديتحليل 

P(توان به دو مؤلفه نرمال  يرو را مين نيا
nR (يو مماس )P

ff (
   يمماس اصـطكاك  يروياندازه ن. ه نموديدر اثر اصطكاك تجز

)P
ff ( تمـاس نرمـال    يروي ـن مقداردر نقطه تماس به)P

nR (
  .وابسته است

  
  افتهيبهبود ن تماسوقان -4

ــرا ــوگي ب ــوذ پ يريجل ــرهياز نف ــا در  ك ــديه ــگر از قيك د ي
شود كـه در شـرط    يه استفاده ميتماس تك سو يرينفوذناپذ
ا برابـر  يبزرگتر  ديبا ي، فاصله تمـاس نرمال فعليرينفوذنـاپذ

  استــاندارد  صورتبه  هيتماس تك سود ين قيا. با صفر باشد
)0gn  (اس ه در تم ـيقانون تماس تك سو. شود ينوشته م
و مكمـل   ي، فشـار يريناپـذ ط نفوذيكره شامل شراين دو پيب

  :ب عبارتند ازيكه به ترت است
)5(  ,dud:g0g P

0
P
n

P
n

P
n

P
n  

)6( ,0RP
n  

)7(  ),Γ(0)(g)(R 2
c

P
n

P
n  P 

P،در آن كه
nR يشرط اصـل . استنرمال  يتماس يروياندازه ن 

و هـدف در   يتماس ـ يها كرهيپ نكردن نفوذ ،هيتماس تك سو
 نبـود انگر ي ـه بيتمـاس تـك سـو    يشرط فشار. گر استيكدي

. اسـت گر يكديله يو هدف به وس يتماس يها كرهيپدر كشش 
كـره  يا از پي ـ يكره تماسيدهد كه پ يز نشان مين شرط مكمل
0g,0R(شود  يهدف جدا م P

n
P
n  ( آن فشرده  يا بر رويو

0g,0R(شود  يم P
n

P
n .(  

مختلـف   مسـائل در  ينوع قانون اصطكاك دو ،يبه طور كل
ك كولمـب  يقانون اصطكاك كلاس ؛شود ياستفاده م يمهندس

قـانون اصـطكاك    .بهبوديافتها يك يركلاسيقانون غ صلب ويا 
] 1[ داردي اگسـترده  يكولمب كاربردها) 2شكل (ك يكلاس

 يري ـدربرگ يك در نـاتوان يقـانون كلاس ـ  ينقص اصل]. 16[و 
بـا  . اسـت  ينسب يبه سرعت لغزشب اصطكاك يضر يوابستگ

 ي، سرعت لغزشيمهندس ياز كاربردها يارين وجود در بسيا
ب يبه ضر يسرعت نسب يكم است كه وابستگ يبه حد ينسب

 يروي ـك، نيدر قانون كلاس. است ياصطكاك قابل چشم پوش
 يواره هـدف چسـبندگ  يا با دي، P يتماس گرهدر  ياصطكاك

واره هـدف لغـزش خواهـد    ي ـا در امتـداد د ي ـخواهد داشت و 
و  انـد  شدهان يب ييستايا مسائل ين اصطكاك برايقوان. داشت

. استگره مشخص موردنظر  كي يكل برا يمماس ييجاهجاب
بـه جهـت    ياصـطكاك  يروي ـ، علامـت ن يكينـام يد مسائلدر 

ا در ي ـ ،به حركـت  ين نوع وابستگيا. حركت گره وابسته است
 ـ  ي، وابسـتگ يرخطيغ مسائل  يروي ـن ،ينمـو  ييجـا هبـه جاب

. ه اسـت مـوردنظر قـرار نگرفت ـ   يبند ن فرموليدر ا ياصطكاك
 فرآينـد اصـطكاك در   يروي ـعلامـت ن  يساز ن معكوسيبنابرا
مورد  نيز يعددي الگون فرض در يو ا نيستبار، مجاز  ينمو

ك، يقـانون اصـطكاك كلاس ـ   طبـق . استفاده قرار گرفته است
  :عبارتند از يو لغزش يط چسبندگيشرا

)8( (Stick),0u0Rμf P
t

P
n

P
f  

)9(  (Slip),0u0Rμf P
t

P
n

P
f  

Pب اصطكاك و يضر  ،در آن كه
tu در  يمماس ـ ييجاهجاب

خلاف حركـت   يدر راستا ياصطكاك يروين. است t يراستا
P ينسب

tu  گرهP نمايد يعمل م يكره تماسيپ.  
غلبـــه بـــر  يبــرا ك يركلاســـيغاصـــطكاك در قــانون  

 ،يرات ـييتغ يتسـاو  يهـا  يبند فرمول يمحاسبات يها يدشوار
 بهبوديافتـه ك يالاست يك قانون اصطكاكيبه ك يقانون كلاس

بـه   بهبوديافتـه ن قـانون  يا يو لغزش يط چسبندگيشرا. است
  :شوند يان مير بيصورت ز

)10(  (Stick),uuKf P
t

P
ts

P
f e 

)11( (Slip),uRμf P
t

P
n

P
f e 

  .شود يده مينام يچسبندگ يسختگ sK ،در آنكه 
  نشـان داده شـده در شـكل    يمنحن ـ ييب بخش ابتدايش     

ــدار چســبندگ  ب – 2  ــا مق ــن  .اســت e يمتناســب ب در اي
ك استفاده شده يركلاسيقانون اصطكاك غنيز از ي بند فرمول

ك يك به يقانون كلاس يو لغزش يط چسبندگيكه در آن شرا
   .اند بهبوديافتهك يالاست يقانون اصطكاك

  

 
  .كاك تماسطن اصيقوان ):2(شكل 
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  ياصطكاك يتماس مسائل - 5
تماس  يتراييتغ يبرابر مسائل ،محدود  المان يساز با گسسته
   :ايم هتافير دست يز به معادله تعادل ياصطكاك

)12(  0,FFUK  c 
12NON[ يتماس كل ـ يرويبردار ن cFن رابطه يكه در ا  [

  :استبه صورت زير 
)13(   ,f...ff NON

c
2
c

1
cc

T
F 

)14(    NON,...,2,1,PforfRf P
f

P
n

P
c 

T 
P در آن، كه

cf يتماس گره تماس يرويانگر نيب P  وامP
ff  نيز

  .باشدمي ياصطكاك يروين
هـر دو   cF يتماس يرويو ن Uييجاهجاب) 12(در رابطه 

ط اصـطكاك  يه و شـرا يد تماس تـك سـو  يق. هستندمجهول 
حل بـه   فرآيند يدر ط يط مرزير شرايهمراه سا بايدكولمب 
و  Pه گره يگر، نقطه تماس اوليد ياز سو. اعمال شوند سامانه

 يروي ـاز ن يتـوابع  ،ن گره در سـطح هـدف  يند ايآ حركت پس
Pتمـاس نرمـال    يروهـا ين نيبنـابرا . هستند F ياعمال

nR  و
P ياصـطكاك  يمماس ـ يروهاين

ff يرگـذار با فرآينـد  يدر ط ـ 
 يرخط ـيك معادلـه غ ي ـرابطـه  اين  ،جهيدر نت. ابندي ير مييتغ

  .و تكرارشونده دارد يحل نمو فرآيندك ياز به ين است كه
  
  يلاگرانژ الحاق يساز نهيافت بهيره -6

مشتق شـده از   يبيضر يها از روش يكي يروش لاگرانژ الحاق
) ( يكنشمند لاگرانژ الحـاق . ]17[ است يساز نهيمنابع به

بـه   يود نـابرابر ي ـبـدون اصـطكاك بـا ق    يتماس مسائل يبرا
  :شده است فير تعريصورت ز

)15(  ],)(-)[(gK
2

1
),,( 2P

1

PP
n

P
nn

NOC





P

KθU 

  يد تماس ـي ـق Pي هـا عاملرنده يبردار دربرگ θ در آن، كه
)P( ام وnK  مثبـت   يپنـالت  عواملبردار)0K P

n  ( مـي-

PPو  )0max,(xانگر يب] x)([ن، يهمچن .باشد
n

P
n KR  

 داشـت د توجـه  يبا . هستندام  )P(د يب لاگرانژ قيانگر ضريب
ود مـؤثر  يق. هستندا برابر صفر يبزرگتر  P يود نابرابريكه ق

)1I (رمؤثر يو غ)2I (تعريـف ر يا به صورت زرافت ين رهيدر ا 
  :شوند يم

)16( },P0,)(g:P{:I 2
c

PP
n1   

)17( },P0,)(g:P{:I 2
c

PP
n2   

2ه تماس يكه رو
c  شاملNOC  اسـت  يگره فعـال تماس ـ. 

شـده   يس ـير بازنوي ـبه صورت ز يكنشمند لاگرانژ الحاق حال
  :است

)18(  
.)(K

2

1
])(gK

2

1

gK[),,(

2

1

IP

2PP
n

2P
n

P
n

IP

P
n

PP
nn















KθU
 

 مسئلهل يتبدبدون اصطكاك،  يالحاقروش لاگرانژ هدف 
سـاز كنشـمند    نـه يكم ود يبدون ق مسائلك رشته يبه  ديمق

در  nKو  θ ير پارامترهـا يمقـاد . باشـد  يم ـ يلاگرانژ الحـاق 
تـابع   گـاه شـده، آن د انتخـاب  يرمقيغ يساز نهيهر كم يابتدا

),,( nKθU ر ينسبت به متغU يدر انتها. شود ينه ميكم 
-از بـه ي ـدر صـورت ن  nKو  θ ي، پارامترهايساز نهين كميا

شود تـا   ين صورت تكرار ميبه هم فرآيندو  سازي شدهنگام ه
  .جاد شوديا ييهمگرا

  
  يلاگرانژ الحاق يساز نهيرهيافت بهبوديافته به -7

بـا  ) جسم نمونه(ك سازه تغييرشكل پذير يكره ين پيبتماس 
مـورد  ) 1P( يدر گـره تماس ـ ) فرورونده(كره صلب يك پي

  . هم قابل مشاهده است 3نظر قرار گرفته است كه در شكل 
  

  
  .يلاگرانژ الحاق يبند فرمول ):3(شكل 
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ه در ي ـافتن نقطـه تمـاس اول  ي، يبند هدف مرحله اول فرمول
در آن اسـت و هـدف مرحلـه     يتماس يرويو سپس ن Pگره 

 ياصـطكاك  مسـئله و حـل   يط تماس ـيدوم، چك نمودن شرا
 يروهـا يل وجود نيبه دل يبند در مرحله دوم فرمول. باشد يم

ل يپتانس ـ يك كنشمند انـرژ ي ير دارايوابسته به مس يتماس
ازاين رو نمو بـار  . باشد يمتناسب با آن همانند مرحله اول نم

را هـم بـه    يخط ـ مسـائل بكار رفته است كه  يبند در فرمول
تحـت پوشـش قـرار    ي يا مادي هندس يرخطيغ مسائل يخوب
  . دهد يم

ح نقطـه  يصـح ص يتشـخ در اينجا  :يبند مرحله اول فرمول
 ياز بـرا ي ـد موردنيق يروين نييه و پس از آن، تعيتمـاس اول

. نظر اسـت مـورد در آن نقطـه،   ينگاه داشتن گره تماس ـ يباق
  :تعريف شده است يبند ن مرحله فرموليا يبرا ريز مسئله

)19(  
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      و) tu(ل كـل سـازه،   يپتانس ـ يانـرژ ) ( ن روابط،يكه در ا
)nu (در مرحلـه   يو نرمال گره تماس يمماس يها ييجاهجاب

) td(گره تماس درون هـدف،   يفاصله نفوذ مماس) tg(اول، 
ه بـا هـدف   يگره تماس در حالت تماس اول يمماس ييجاهجاب

)gξ(آن و  ييت ابتـدا ي ـنسبت به موقع n    يا تـابع واحـد پلـه 
از نـوع  ) tg( يد فاصله مماس ـيكه ق نمودد توجه يبا. هستند

0gnكه  يو فقط هنگام است يبرابر  ن ي ـا .شـود  يفعال م
كه گـره تمـاس در هـدف نفـوذ      ين معنا است كه هنگاميبد
به دست د در يد جدين قيا يده اصليا. شود يكند، فعال م يم

رو بـه گـره   يق و اعمال نيه به طور دقينقطه تماس اول آوردن
ن ي ـدر ا يبارگـذار  ،چسباندن گره تماس در آنجاي براتماس 
  .استمرحله 
 يروهاين ، منجر به دست آوردنوديق يب لاگرانژ برايضرا

ط ين شـرا يشـوند و بنـابرا   يق ميبه طور دق يو عمود يمماس
ن شـرط  ي ـاز ا. شوند ينجا كنترل ميدر ا يچسبندگ – لغزش

ط ياجازه لغزش گره تماس بسته به شـرا ي برادر مرحله دوم 
 يهـا  ر روشيا ساي يروش پنالت. شود ينظر مصرف ،اصطكاك

ف شده در رابطـه  يتعر مسئلهحل  يتوان برا يرا م يمحاسبات
 ،هـا  ن روشيت ايمحدودل ين وجود به دليبا ا. بكار برد) 19(

 ن نـوع ي ـحل اي برا ار مناسبيبسي راه يروش لاگرانژ الحاق
در  يف كنشـمند لاگرانـژ الحـاق   ي ـحـال بـه تعر  . است مسائل
  :ميپرداز ين مرحله ميا مسئله
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tntn(، ن روابطيكه در ا ,0,0 θ,θ KK (لاگرانـژ   عوامل
-عامل. هستند) 19( يود نرمال و مماسيهمبسته با ق يالحاق

ود مربوطـه  ي ـق يبـرا  يپنـالت  عواملز ين) nK(و ) tK(ي ها
د به يمق مسئلهك يل يتبد ،يده روش لاگرانژ الحاقيا. هستند

سـاز كنشـمند لاگرانـژ     نهيد كه كمير مقيغ مسائلك رشته ي
u(نسبت به  يالحاق  (هسـتند  ن پارامترهـا ي ـن ايتخم يبرا 

 يلاگرانـژ الحـاق   يهـا  روش يتماس يها يبند فرمول. باشد يم
را مـورد اسـتفاده قـرار    ) nθ(و ) tθ(ماننـد  ي عوامل، متداول

بدسـت  ي بـرا  يين پارامترهايافت از چنين رهيدر ا. هند ينم
ر يبـا اسـتفاده از مقـاد    يد اصـل يمـق مسئلهق يآوردن حل دق

  .است) tK(و  )nK( يمحدود پارامترها
ــوذ  ــورت نفـ ــرورودر صـ ــيي و فـ ــرا يعنـ ــتي بـ   حالـ

 )0θg nn (مرتبه اول نسـبت بـه    ينگيط بهي، شرا)u  (
  :است شدهر يز ينمو يمنجر به معادله تعادل

)21(   
 

(i-1) (i-1) (i) (i 1) (i 1)
c c

(i-1) (i-1) (i) (i-1)
c ub

0,

,

         

    

k k u f r f

k k u f
 

  :كهي به طور
)22(  .1)(i

c
1)(i1)-(i

ub
  frff

)1)-(irk 1)-(i (ط يبسته به شـرا  ،سازه يس سختيماتر
ــاد ــ يم ــت و  يو هندس i)-(1(اس

c
1)-(i

c fk  (ــاتر س يم
 ـ ي ـز بين) u(i). (تماس است يسخت  ييجـا هانگر بـردار جاب
i)-(i1)-(1(     و ينمو ukr 1)-(i  (بسـته   يگره يرويبردار ن

i)-(1( ،نيهمچن ـ. اسـت المـان   يها به تنش
ubf(  يروي ـبـردار ن 
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 شـده است كه به صورت تكـرار شـونده اسـتخراج     يرتعادليغ
  . است

 )i(هـا در   ييجـا ه، جاب)u(i)( يبرا) 21(با حل رابطه 
ــ ــه صــورت يام 1)-(i(i)(i)(ن تكــرار ب uuu  (دســت ب
 يتماس ـ يروي، نو فروروي ط عدم نفوذيدر مورد شرا .نديآ يم
)01)-(i

c f (يتماس ـ يس سـخت يجه، مـاتر يشود و در نت يم    
)1)-(i

ck (شـده صفر  با شده برابر گفته يز در معادله تعادلين 
و  يتماس ـ يروي ـ، نو فـروروي  ط نفـوذ يدر مـورد شـرا  . است
 يعادلـه تعـادل  حـل م  ياز بـرا يتماس مورد ن يسختس يماتر

  :آمده استدست بهر يز فوق به صورت
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  fk 

) D(ه ي ـمرحله اول، گره تماس در نقطه تماس اول يدر انتها
u( ييجاهو جاب  ( يالعمل ـ عكس يروهاينقرار دارد و )t

r f ( و  
)n

r f (ن نقطه مشخص هستنديدر ا.  
 ييجـا هافتن جابي، هدف جانيا در :يبند مرحله دوم فرمول

u( يگره  (  بـه  . اسـت  يبا توجه به اثرات تمـاس اصـطكاك
 يگـره تماس ـ  يريقرارگ يچگونگ ،گر در مرحله دوميعبارت د
 يدر سطح بـار فعل ـ  يا چسبندگيو ي ط تماس لغزشيدر شرا

 يبنـد  مرحلـه دوم فرمـول   يبرا يمعادله نمو. شود يمن ييتع
  :عبارت است از

)25(   
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1)(i(i)1)-(i
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1)-(i








f

rfukk c 

ــه  i)(i1)-(i1)-(1(در آن، ك ukr   (ــردار ن ــب ــ يروي  يگره
تمـاس مـورد    يرويبردار ن. استي المان يها متناسب با تنش

 فوق به يحل معادله تعادل يتماس برا يس سختياز و ماترين
  :شده استان ير بيسه صورت ز

I. كيقانون كولمب كلاسي برا يط چسبندگيشرا: 
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II. بهبوديافتهقانون كولمب ي برا يط چسبندگيشرا: 
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III. بهبوديافتهك و يكولمب كلاسي برا يط لغزشيشرا: 
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 ـ   يدر انتها u( يگره ـ ييجـا همرحلـه دوم نيـز جاب  (  چنـان
ط اصـطكاك  يو شرا بودهكه سازه در تعادل  شده استن ييتع
اول و ي ها مرحله يها ييجاهمجموع جاب. شوند ءتماس ارضاو 

uuu( يينهاو ق يدق ييجاهافتن جابيمنجر به  ،دوم  (
  .است شده

مراحـل اول و دوم   يبه دليل آنكه ساختار معادلات تعادل
از تركيــب ر يــز يكلــ مشــابه هســتند، معادلــه) 25(و ) 21(

  :شودمياستخراج مراحل اول و دوم  معادلات تعادل

)32(  
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,0

,

1)(i
ub

(i)1)-(i
c

1)-(i

1)(i
c

1)(i(i)1)-(i
c

1)-(i













fukk

f

rfukk

ــه در  i)(i1)-(i1)-(1(، آنك ukr  (ــردار ن ــايب ــ يروه  يگره
ــا تــنش i)(1(المــان و  يهــا متناســب ب

ub
f (ــردار ن ــب  يروي

 ياز به صفر گـذاردن بـا تكـرار شـوندگ    ياست كه ن يرتعادليغ
ها در تكرار  ييجاه، جاب)u(i)( يبا حل اين معادله برا. است

)i(ام به صورت )uuu ( ه استدمبه دست آ.  
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 9                                                                                                   ...  مسائل تماسي همراه با اصطكاك عدديتحليل 

  الگوريتم عددي -8
 بهبوديافتـه ي بنـد  فرمـول ي الگو، مراحل به اختصار ينجاادر 

  :شودمي ارائهمورد استفاده ي لاگرانژ الحاق
 نمو بار،  آغاز حلقه 

 عوامـل  يسـاز  الحاق، كه با استفاده از بهنگام  آغاز حلقه 
 شود، يانجام م يروش لاگرانژ الحاق

  ـ يبـرا  ،)32( ينموحل معادله  بـه صـورت    ييجـا هجاب
ن مرحله، معـادل  يا كه ييهمگرا محصول تكرارشونده تا
) 20( يكنشـمند لاگرانـژ الحـاق    يسـاز  نهيبا مراحل كم

عامـل مرحلـه اول و حـل معادلـه تعـادل       يها گره يبرا
 ،استمرحله دوم  يها گره يبرا) 25(

 عامل مرحله اول بـا دقـت    يها گره يود تماس براياگر ق
ق در نقـاط  ي ـها به طـور دق  ن گرهيارضا شوند، ا يمطلوب

 يط اصـطكاك يسپس شـرا . شان قرار دارند ييتماس ابتدا
 يبـرا ود تمـاس  ي ـاگـر ق . شـوند ي بررس ـد يها با ن گرهيا

ارضـا   يعامل مراحل اول و دوم با دقت مطلـوب  يها گره
و بـه مرحلـه اول    شـود شكسته  بايدشوند، حلقه الحاق 
 فرآينـد  بايدن صورت، ير ايدر غ. ابديبازگردد تا بار، نمو 

 ابد،يادامه 

 فرآينـد ك ي ـبـا   يلاگرانـژ الحـاق   عوامـل  يساز نگامهبه 
هنـوز بـا   ود تمـاس  يكه توسط ق ييها گره يبرا خودكار

 اند، نشده ءارضا يدقت مطلوب

 الحاق و  ان حلقهيپا  
 نمو بار  ان حلقهيپا. 

  
  نانو يفرورو فرآيند تحليل نتايج -9

نـانو    ك فرورونـده ي ـ يفـرورو  فرآيند يتماس مسئله جانيادر 
ك ي ـمتشكل از  يدو بعد يا صفحه يفضا ميك نيچ در يبركو

ك ي ـو الاستيك ل استات به عنوان پوشش يونيپل لم نازكيف
ــلا ــز  هي ــلب ن يري ــص ــورد بررس ــه اســت  يم ــرار گرفت از . ق

سه  يچ ساخته شده از الماس با نوك هرميبركو يها فرورونده
نشان داده شده مورد  4آن در شكل  وارِ طرح يكه نما يوجه

ماننـد  چ يبركـو  يهـا  فرورونـده نانو . استفاده قرار گرفته است
 ـيبا زاو يانواع مخروط . هسـتند درجـه   3/70 يم مخروط ـيه ن

 ـ يكاربردهـا  ل استاتيون يپل يمرينازك پل  هيلا بـه   يفراوان
ل اسـتات بـه   يون يپلاز  ييها نمونه. دارد يپوشش نيعنوان رز

متر ارتفاع انتخـاب   يليم 6متر طول و عرض و  يليم 20ابعاد 
مقـدار  بـا  هـا برابـر    فرورونده در نمونه يسرعت فرورو. شدند
  . ه بوده استيثاننانومتر بر  5ثابت 

تـوان معـادلات    يم 3/0ب پواسون ثابت يبا استفاده از ضر
 ـ بـار  يهـا  يم به منحنيطور مستقهمربوطه اسندن را ب -هجاب

 يمـر يلم پليمـدول الاستيسـيته ف ـ  آنگـاه   .بـرازش داد  ييجا
دن پس از بدسـت آور . ]12[ ودنممحاسبه ل استات را يون يپل

ه يچ در لايبركوك فرورونده ي يفرورو فرآيند ،ازيمدول مورد ن
و بـا   يساز هيشب 5ل استات به صورت شكل يون يپل يمريپل

قـرار   يابي ـشده مـورد ارز  ارائهمحدود  يها المان يبند فرمول
  . فته استگر
  

 

  ك يشده ي طراح  نمونه يطرح كل :)4(شكل 
  .چيبركو  فروروندهنانو 

  

 
   فرآيند  محدود هندسه يها الماني طراح :)5(شكل 

  .نانو يفرورو
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 حلحاصل از  ييجاهجاب – روين يسه منحنيمقا): 6(شكل 

  .نانو يفروروي ها شيآزما حاصل از متوسط يبا منحن يعدد
  

 
ل يون يلم پليع تنش نرمال تماس بر فينحوه توز ):7(شكل 

  .دو گام متفاوت يه تماس به ازايناح دراستات 

 
از ي يكي مماسي جايهاثر ميزان اصطكاك بر جاب ):8(شكل 
  .متفاوتي باري ها تعداد گام يبه ازاي فيلم پليمري ها گره

پـس از  . شدانتخاب  2/0 با برابر اصطكاكب يدر ابتدا ضر
 يبنـد  حـل فرمـول  سپس محدود و  يها المان يساز گسسته

. بدسـت آمـد  آن  غيرخطي ييجاهجاب –، منحني نيرو يعدد
ــ 6در شــكل  ــن يمنحن ــ –رو ي متوســط تحـــت  ييجــاهجاب

ثابـت نشـان    ييجـا هك نرخ جابينانو با  يفرورو يها شيآزما
 ـ –رو ي ـن يبا منحن ـ وداده شـده  حاصـل از حـل    ييجـا هجاب

طور كه در اين  همان. سه شده استيمقـا يعدد يبند فرمول
بـه  ( ين دو منحن ـي ـن ايب يشود تفاوت چندان يم ديدهشكل 
به  نيز ييتفاوت ابتدان يوجود ندارد كه ا )آن يابتدا ياستثنا

 صـرف  بـوده و قابـل  ها  ش و نمونهيآزماي ط مقياسيل شرايدل
ع تـنش نرمـال   يتوز نحوه نيز 7در شكل  .باشدكردن مينظر 
 ـ يانجيدر م يتماس ل ي ـون يه پل ـي ـن فرورونـده و سـطح لا  يب

نشـان داده   1و  1/0دو طول گام بار متفـاوت   ياستات به ازا
نه تـنش  يش ـيبشـود  مـي طور كـه مشـاهده   همان .شده است

-مي يه فرورويگا پاسكال در مركز ناحيگ 4/1حدود  يتماس

فرآينـد كاهشـي در فاصـله حـدود     ك يبا  يتنش تماس. باشد
به مقدار صـفر   يترك تماسه مشياز مركز ناح يمترنانو 500
ترين فشار تماسي در مركز ناحيـه تمـاس    بيش. ده استيرس
  .خواهد آمدبا افزايش گام بدست ي تر مناسبنتايج . باشدمي

در ارتباط مستقيم با اصطكاك است ي مماسي جايهجاب      
گرفته قرار ي اصطكاك بر آن در اينجا مورد بررس اثركه 
ي مماسي جايهاثر ميزان اصطكاك بر جاب 8در شكل . است
بار متفاوت قابل ي ها تعداد گام يفيلم به ازاي ها از گرهي يك

طور هشرايط هموار بدون اصطكاك ب در. مشاهده است
ي مماسي جايهو ميزان جاب بودهاثر ي تعداد گام بي تقريب
بار ي ها با افزايش تعداد گام. خواهد بود يكساني تماس

كه ور طهمان. وجود دارد] 8[ي با حل تحليلي كاملبرابري 
ي اثر كم ،پاييني ها تعداد گام در اصطكاك شودمشاهده مي

تر با  بيشي ها دارد و تعداد گامي مماسي نيرو وي جايهبر جاب
ي همگرايي داراي فزايش ميزان اصطكاك به حل تحليلا

  .ي هستندبالاتر
بـا  ي كـرو ي  ك فرورونـد نـانو ي ـ  يفرورو فرآيند در ادامه

ــعاع ــريم 5 ش ــدر لا كرومت ــريپل  هي ــ يم ــون يپل ــتات  لي اس
محـدود مـورد    يهـا  المـان  يبند شده و با فرمول يساز هيشب
 اصـطكاك ب يضـر  قسـمت،  در ايـن . قرار گرفته است يابيارز

ع ي ـتوزي چگـونگ  9در شـكل   .است شدهانتخاب  2/0 با برابر
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 11                                                                                                   ...  مسائل تماسي همراه با اصطكاك عدديتحليل 

ه ي ـلارويـه  و ي كروي  ن فروروندهيب يانجيدر م يتماس فشار
متفاوت ي باري ها تعداد گام يبه ازا يمريپلل استات يون يپل

ي داراكه )  -•- (ي  ي با مشخصهمنحن .نشان داده شده است
بـا  ي كـامل همبسـتگي  است ) گام 400(ترين تعداد گام  بيش

ي هـا همگراي ـ  با افزايش تعـداد گـام   دوباره. ي داردحل تحليل
   .بدست آمده استي بهتر

  

  
ي تماس يانجيدر م يتماس فشارع يتوزي چگونگ ):9(شكل 

  .بار متفاوتي اه تعداد گام يبه ازا
  

 
حاصل از  ييجاهجاب –  روين يسه منحنيمقا ):10(شكل 
 حاصل ازهاي  ي ارايه شده با منحنيعدد يبند فرمول

  .ي پنالتيبند فرمولآزمايش فروروي و 
  

بهبوديافتـه  ي لاگرانژ الحاقي بند انتها نيز اعتبار فرمولدر 
در . قـرار گرفتـه اسـت   ي مـورد بررس ـ ي با روش مرسوم پنالت

ــكل  ــ 10ش ــن يمنحن ــ – رو ي ــاهجاب ـــت   ييج ــط تح متوس
رو ي ـن يبا منحن نانو نشان داده شـده كه يفرورو يها شيآزما

ي لاگرانژ الحاق يعدد يبند حاصل از حل فرمول ييجاهجاب – 

. سه شده اسـت يمقـاي پنالت يعدد يبند فرمولبهبوديافته و 
شـود تفـاوت    يم ـ مشـاهده  نيـز طور كه در ايـن شـكل    همان

ــدان ــ يچن ــيب ــ ين منحن ــژ الحــاقي و منحنــي تجرب ي لاگران
تفاوت  ،پنالتي يعدد يبند فرمولي ول وجود نداردبهبوديافته 

  . را با واقعيت داردي مشهود
هـاي ابتـدايي و    پنالتي قابليتهاي مرسوم لاگرانژ و  روش

با قابليـت اطمينـان پـاييني را در ارضـاي قيـود تمـاس دارا       
سازي لاگرانژ الحاقي تركيـب   در واقع، رهيافت بهينه. هستند

 تر اين دو روش مرسوم به منظور رسيدن به همگرايي مناسب
   .با واقعيت است

  
  گيري نتيجه -10

ك جامدات يمكان و ضربه در يتماس مسائلر ياخ يها در سال
و  يف در طراح ـيرقابـل توص ـ يت غيل اهمـيبه دل يمحاسبات

ق فعـال،  ي ـك سـطح تحق ي ـبـه عنـوان    يمهندس يها ليتحل
 يتماس يها كنش تماس در اثر برهم  دهيپد. مـطرح بوده است

نيـز از   يكيمكـان  يدهد كه بارهـا  يرخ م يكيمكان اجزاءن يب
ت ي ـانگر اهميب اين امر. شوند يم يناش ييها كنش ن برهميچن

ن ي ـبـا ا . هستند يل مهندسيو تحل يدر طراح يتماس مسائل
به  يتماس يها دهيپد ،دهيچيپ يها يبند ل فرموليوجود به دل
رند و يگ ينظر قرار ممرسوم مورد يطراح يهافرآيندندرت در 

   .دارندت يبا دقت بالا اهم يها لياغلب در تحل
 - ينمـو  يمحاسبات طرحك يهدف مطالعه حاضر توسعه 

 يها تنش ي محاسبهي برا يرخطيغي الگوي يبر مبنا يانطباق
بـر   .ك بوده اسـت يالاستي ها در سامانه يك تماسياستات شبه

در حـال   يهـا  پيكـره  يو هندس ـ يكينماتيط س ـياساس شرا
د ي ـجدافتـه  يبهبود يافـت لاگرانـژ الحـاق   يك رهي ـاز  ،تماس

ي هـا  دشـواري بـر   ديحل جد فرآيندن يا. است شدهاستفاده 
كـه   يبـار نمـو   يها و تعداد گام يپنالتي اصل عاملن دو ييتع

غلبـه   انـد  شـده  مـي ن يـي مرسوم توسط كاربر تع يها در روش
الگوريتم استفاده شده در مثـال كـاربردي بيـان     .نموده است

ي بـه خـوبي   و لغزش ـ يچسبندگشده براي شرايط اصطكاكي 
همگرايـي حـل در   . همگرا گرديد و مورد تحليل قـرار گرفـت  

گويي بار تمـاس   و پيشها با گام گذاري بار خودكار  اين مثال
  . به دست آمد
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