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سازي ميرايي ترموالاستيك در ارتعاشات مدهاي حجمي مدل

  تشديدگر حلقوي ميكرومكانيكي با استفاده از روش انرژي

  3محمد رضا زنگويي مطلق    2و سيد حسين كشميري 1ابوالفضل بيجاري
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  دانشگاه فردوسي مشهد

  )18/4/91: تاريخ پذيرش ؛08/09/89: تاريخ دريافت(

  

  چكيده

سازي و بررسي مدل ،ميكرومكانيكي با استفاده از روش انرژي در اين مقاله، ميرايي ترموالاستيك در ارتعاشات مدهاي حجمي تشديدگر حلقوي

هاي الاستيك در مـدهاي حجمـي، بـر     جاييههاي تشديد و جاب فرض ناچيز بودن كوپلينگ ترموالاستيك، ابتدا فركانسدر اين روش، با . شود مي

خطـي كوپـل    يالاستيسـيته بعدي محاسبه و سپس مقدار اتلاف ناشي از ميرايي ترموالاستيك توسط روابـط ترمو  روابط تنش سطحي دو يپايه

سازي دو تحليـل   شبيه هاييجهتحليلي با نت هاييجهنت يدست آمده، با مقايسهبهدرستي روابط . شود نشده، تحت شرايط آدياباتيك محاسبه مي

كه با افزايش نسبت شعاع خـارجي بـه شـعاع داخلـي حلقـه، درصـد        ،دهد نشان مي هايجهنت. شود ييد ميتأ ANSYSافزار  مدي و هارمونيك نرم

مـدهاي   تشديد و ابعاد حلقه بر ضريب كيفيت ترموالاستيك در شـكل   نين اثرات فركانسهمچ. يابد تحليلي كاهش مي هاييجهخطاي نسبي نت

طراحي تشديدگرهاي حلقوي ميكرومكانيكي با  يكه تحليل انجام شده، ديد خوبي را در زمينه طوريبه ،شوند حجمي مختلف بررسي و بحث مي

  . كند ضريب كيفيت بالا، براي كاربردهاي مخابراتي و حسگري فراهم مي

 ميرايي ترموالاستيك، تشديدگر حلقوي ميكرومكانيكي، ضريب كيفيت، مدهاي حجمي، روش انرژي :كليدي هاي واژه
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ABSTRACT 

In this paper, thermoelastic damping in bulk-mode vibrations of the micromechanical ring resonator is modeled 

using the energy method. Assuming that the thermoelastic coupling is very weak, the resonance frequencies and 

elastic displacements are first calculated using two-dimensional plane stress equations. An analytical expression for 

thermoelastic quality factor is then derived based on uncoupled linear thermoelasticity under adiabatic conditions. 
The validity of the derived expressions is demonstrated by comparing the analytical results with simulation results of 

modal and harmonic analysis using ANSYS software. Results show that the relative error of the analytical results 

decreases with increasing the ratio of the outer-to-inner ring radius. Moreover, the effects of resonance frequency 

and ring geometry on thermoelastic quality factor in various mode shapes of bulk-mode vibrations are discussed. The 

present analysis is applied as an appropriate tool to design bulk-mode ring resonators with high quality factor. 

Keywords: Thermoelastic Damping, Micromechanical Ring Resonator, Quality Factor, Bulk-modes, Energy    

Method  
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  مقدمه -1

هـاي موجـود در طراحـي تشـديدگرهاي      چالشيكي از امروزه 

، دستيابي به تشديدگرهايي با ضـريب كيفيـت   ميكرومكانيكي

افـزايش   زيـرا  ؛اسـت و حسگري بالا براي كاربردهاي مخابراتي 

قطعـات   عملكـرد ثير مسـتقيمي بـر بهبـود    أت ـضريب كيفيت 

افـزايش  نيـز  و  ]1-2[ 1سازها نوسان ،الكترونيكي نظير فيلترها

   حسـگرها دارد و كـاهش نسـبت سـيگنال بـه نـويز      سيت حسا

تشـديدگرهاي  ميكرومكانيكي،  2از ميان تشديدگرهاي .]4-3[

هاي مـد ساختاري بـالاي   4دليل سختيبه 3حجمي مدحلقوي 

 چنـداني  نياز، 5نسبت به تشديدگرهاي تير مد خمشي حجمي

اي دستيابي بر نانومتر يدر حوزهساختار سازي ابعاد  به كوچك

ايـن تشـديدگرها    و از طرفي ردهاي تشديد بالا ندا به فركانس

 در برخـي از مـدهاي حجمـي    6گـره  شبهبرخورداري از نقاط  با

اتـلاف  از حجمـي   مدتشديدگرهاي ساير نسبت به ، 7نامتقارن

در  يـل همـين دلا و بـه  ،هستندبرخوردار نيز كمتري  8گاه تكيه

 فراوانـي  يتوسعه) MEMS( ميكروالكترومكانيكي هاي سيستم

بهينـه  جانمـايي  بـا طراحـي دقيـق و    امـروزه  . ]5-6[ اند يافته

نيـز  و  حلقوي مـد حجمـي  گاه در تشديدگرهاي  تكيهتيرهاي 

دو مكـانيزم   بـالا،  خـلأ اين تشديدگرها در شرايط  9بندي بسته

تا حد زيادي ميرايي هوا گاه و  اتلاف تكيهنظير  خارجيميرايي 

حـد بـالاي ضـريب كيفيـت     چنان هماما  ؛]6[ اند يافتهكاهش 

ميرايـي   مكـانيزم توسـط   ،تشـديدگرها ايـن  در قابل دسـترس  

ــين   ــتيك تعي ــيترموالاس ــود م ــه .]7-8[ ش ــل،  ب ــين دلي       هم

بـراي  ايـن مكـانيزم ميرايـي،    بينـي دقيـق    و پـيش  سازيمدل

ــالا،  ييطراحــي تشــديدگرها ــا ضــريب كيفيــت ب از اهميــت ب

  .برخوردار است يبسيار

 10زنـر توسـط   ميرايي ترموالاسـتيك در مورد تحليل اولين      

يناميـك  دومتر پايـه  مبنـاي روابـط  بر  1930سال در ] 10-9[

تئـوري   تحقيقـات هـاي اخيـر،    متعاقب آن در دهـه . انجام شد

                                                
1- Oscillator 
2- Resonator 
3- Bulk-Mode 
4- Stiffness 
5- Flexural 
6- Quasi-Nodal 

7- Non-Axisymmetric 
8- Anchor Loss 
9- Packaging 
10- Zenner 

و  زنـر تئـوري   اسـاس فراواني بر  ]14-17[و تجربي  ]13-11[

 حاكم 11شده كوپل خطي الاستيسيتهترمو هايرابطهدقيق   حل

كـه ضـريب   طـوري بـه ، اسـت  انجام شـده  تشديدگرهاي تيربر 

 12ليفشـيز توسط  ،محاسبه شده) QTED(ترموالاستيك كيفيت 

13رويكز و
(LR) ]11 [ تشديدگر  اضافهبسته به ابعاد و فركانس

متفـاوت   درصد با ضـريب كيفيـت زنـر    20تا  2، در حدود تير

ي، تشديدگرهاي ميكرومكانيك ساختارهايديگر در مورد . است

ــارانش 14ونــگ ــارانش 15هــائوو ] 18[ و همك ــا ] 19[ و همك ب

مـد   حلقوي هايرا براي تشديدگر LR، QTEDاستفاده از روش 

نشـان  را  به ابعـاد حلقـه  آن و وابستگي كرده محاسبه  خمشي

 يرابطــه] 20-21[ و همكــارانش 16ســان همچنــين، .انــد داده

هاي ارتعاشــي مــددر  ميرايــي ترموالاســتيكدقيقــي را بــراي 

و  انـد  استخراج كرده 17دايروي يتشديدگر صفحهسطح يرهمغ

در ايـن تشـديدگرها،   كه ميرايـي ترموالاسـتيك   اند  نشان داده

و  18تـانوير . ميرايـي در دمـاي اتـاق اسـت     مكـانيزم تـرين   مهم

 را مختلـف و شرايط حرارتي سطحي ابعاد اثر ] 22[ همكارانش

 ،بــا سـطح مقطـع حلقــوي  تشـديدگرهاي تيـر    QTEDبـر روي  

نسـبت  در شرايط آدياباتيـك   ،كهاند  دادهو نشان كرده بررسي 

هـاي   بالاتري در فركانس QTEDتوان به  ، مي19دما به شرايط هم

  .دست يافتبالا 

شـود كـه    با مروري بر تحقيقات انجام شـده مشـخص مـي        

مـدهاي حجمـي تشـديدگر     درميرايي ترموالاسـتيك  تاكنون 

ايـن  كـه  درصـورتي  ،تميكرومكانيكي بررسي نشده اسحلقوي 

دوم گرها امـروزه در برخـي از مـدهاي حجمـي مرتبــه    تشـديد 

پيدا سيم و حسگرها  قطعات مخابراتي بياي در  كاربرد گسترده

مقالـه، ميرايـي ترموالاسـتيك در    در ايـن  رو  از ايـن . انـد  كرده

روش  هاي حجمي تشديدگر حلقوي با استفاده ازمدارتعاشات 

 انتقـال حـرارت  و  20نش سـطحي ت ـ روابـط  يانرژي و بر پايـه 

  هارمونيــك تحليــل  توســطآن درســتي محاســبه و  ،بعــديدو

                                                
11- Coupled 
12- Lifshitz 
13- Roukes 
14- Wong 
15- Hao 
16- Sun 
17- Circular Plate 
18- Tunvir 
19- Isothermal 
20- Plane Stress 
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حلقـه،   ابعـاد اثرات  همچنين .شود ييد ميأت ANSYSافزار نرم

ضـريب كيفيـت   بـر   هاي حجمـي مـد شكل  و فركانس تشديد

  .شوند ميو بحث بررسي  ترموالاستيك

  

  انرژي فرضيات و روش تحليل -2

در ارتعاشات مدهاي حجمي  الاستيكميرايي ترمو تحليلبراي 

فرضيات ذيل بـراي كـاهش    ،حلقوي ميكرومكانيكيتشديدگر 

در روش  ،حاكم بر مـدهاي حجمـي  الاستيك پيچيدگي روابط 

  :دنشو انرژي استفاده مي

بـا فـرض   نشان داده شـده،   1طور كه در شكل  همان )الف     

، )Ro-Ri >> tr( سـاختار ضخامت  از تر بودن پهناي حلقه بزرگ

بـا   1حلقـوي نـازك   نـوار صـورت يـك   بـه را تشديدگر حلقوي 

از سيسـتم مختصـات    ، و بنابراينهدر نظر گرفتهاي آزاد  كناره

تـنش   روابـط و  ،قرارگرفته در مركز حلقه أبا مبد ،)r,θ(قطبي 

  . شود مياستفاده  دو بعدي انتقال حرارتو سطحي 

Ro

Ri
r

O

tr

θ

 
با مختصات  حلقوي تشديدگرطرح شماتيك  ):1( شكل

 .طبيق

  

و  2جامـــد همگـــن، ســـاختاري تشـــديدگر يمـــاده )ب     

 الاستيسـيته ترموروابـط  در نتيجـه  و  شـده فـرض   3همسانگرد

 ،و نيروهـاي خـارجي   منابع گرمايي داخلي غيابدر  شده كوپل

  :]18و  23[ دشون ميبيان  زيرصورت به

)1(  ( )

2

2 2
.

2(1 ) 11

E E E

t

α
ρ

υ υυ

∂
∇ ∇ ⋅ − ∇×∇× − ∇Θ =

+ −− ∂

u
u u

 

)2(  2 .
(1 )

a

v

E T

t C t

α ε
χ

υ

∂Θ ∂
− ∇ Θ = −

∂ − ∂  
، الاستيسـيته مـادول   يدهنـده  نشـان ترتيـب،  بـه  ρو  E ،υكه 

                                                
1- Thin Annular \late 
2- Homogenous 
3- Isotropic 

 .ساختاري تشـديدگر هسـتند   يضريب پواسون و چگالي ماده

شـعاعي   هاي جايي جابههاي  شامل مؤلفهنيز  u جايي جابهبردار 

(u) 4و محيطي (v) در مختصات قطبي است:  

)3(  .ru v
θ

= +u e e

ــين  ∇ همچنــ
2=1/r(∂/∂r)+∂2/∂r2+1/r2(∂2/∂θ2) ــر ، عملگــ

 كنـد؛ و  در دستگاه مختصات قطبي مشـخص مـي  را لاپلاسين 

ضـريب   يدهنـده  نشانترتيب، نيز به Θ و α ،Cv ،χ پارامترهاي

ضريب پخش  ظرفيت گرمايي در واحد حجم، انبساط حرارتي،

 ε پـارامتر  .هسـتند  )Θ=T-Ta( تغيير از دماي محيط و حرارتي

ناشـي از  كـه   ،اسـت ناميـده شـده    5الاسـتيك  انبساط حرارتي

تعريـف   زيـر صـورت  بـه و و حرارتـي بـوده    هاي مكانيكي تنش

  :]20[ شود مي

)4(  .r Zθ
ε ε ε ε= + +

هـاي كـرنش    لفـه ؤ، مكه تحت شرايط تنش سطحي دو بعـدي  

  :]23[ دشون بيان مي زيرصورت ، به)εθ( و محيطي) εr( شعاعي

)5(  .r
u

r
ε

∂
=

∂  
)6(  

1
.

u v

r r
θ

ε

θ

∂

= +

∂  
و روابـط حـاكم    6، با استفاده از قانون هوكεz يمقدار مولفهو 

هـاي   صورت تابعي از تنش، به)σz=0(بر تنش سطحي دوبعدي 

 :]23[ شود محاسبه مي) σθ(و محيطي ) σr(شعاعي 

)7(  ( ) .z r
E

θ

υ
ε σ υσ α= − + + Θ

 
)8(  ( )

2
1 .

1
r r

E
θ

σ ε υε υ α

υ

 = + − + Θ 
−  

)9(  ( )
2

1 .
1

r
E

θ θ
σ ε υε υ α

υ

 = + − + Θ 
−  

 )7( يدر رابطــه )8-9( هـاي هطــبــا جـايگزيني راب  در آن، كـه 

هاي كرنش شـعاعي و محيطـي    ؤلفهبر حسب م εzلفه ؤممقدار 

  :آيد دست ميبه

)10(  
( )

( )
( )

( )

1
.

1 1
z r θ

υυ
ε ε ε α

υ υ

+

= − + + Θ

− −  
، )4(در رابطه ) 5-6 و 10( هايابطهر ، با جايگزينيدر نتيجه

  :شود محاسبه مي يكمقدار انبساط حرارتي الاست

                                                
4- Circumferential 
5- Elastic Dilation 
6- Hook 
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)11(  
( )

( )

( )

( )

1 2 11
.

1 1

u u v

r r r

υ υ

ε α

υ θ υ

− +∂ ∂ 
= + + + Θ 

− ∂ ∂ −   
ــي ترموالاســتيكدر  ــا ارتعــاش ســاختار درميراي ــانس  ، ب فرك

وجود آمده منجر به ايجاد تغييرات تشديد، تغييرات كرنشي به

 ،شوند ناپذير ميهاي گرمايي برگشت دمايي و در نتيجه، جريان

ذير باعـث  ناپ ـهـاي گرمـايي برگشـت    كه ايـن جريـان  طوريبه

ــي      ــرژي ارتعاش ــي از ان ــه بخش ــي و در نتيج ــزايش آنتروپ اف

در روش . ]24[ شود صورت انرژي حرارتي تلف مي تشديدگر به

 يدر يـك دوره  ايجـاد شـده  انرژي حرارتـي  اين مقدار انرژي، 

درنظر  با استفاده از قانون دوم ترموديناميك و ،ارتعاش 1زماني

 شـود  بيـان مـي   زيـر  صورتبه، )ب(و ) الف(هاي  گرفتن فرض

]25:[  

)12(  
0

2

.thermal a

t V

T
W T dv dt

T

κ∇

= ∫ ∫
 

ترتيــب دوره تنــاوب اصــلي ارتعــاش و حجــم  ، بــهVو  t0كــه 

 χ.Cv κ = پارامتر وهستند ساختاري تشديدگر ميكرومكانيكي 

ناميــده ســاختاري تشـديگر   يمـاده  ضـريب هـدايت حرارتــي  

 ،)12( يرابطـه در  T=Θ+Ta يرابطـه  جـايگزيني بـا  . شود مي

  :شود نتيجه مي زير يرابطه

)13(  
0

2

.

1

thermal v

t V

a

W C dv dt

T

χ
∇ Θ

=

 Θ
+ 

 

∫ ∫
 

دمـاي ناشـي از كوپلينـگ     با توجه به كوچـك بـودن تغييـر   و 

و اسـتفاده   )Θ<<Ta(ترموالاستيك در مقايسه با دماي محيط 

  :شود ميبازنويسي  زيرصورت به )13( يرابطه ،از بسط تيلور

)14(  
0

21 .thermal v
a

t V

W C dv dt
T

χ

 Θ
= − ∇ Θ  

 
∫ ∫

 

نتيجه  زيررابطه  ،)14(ي هدر رابط) 2( يبا جايگزيني رابطه

  :شود مي

 )15(  
0

1 .
(1 )

a
thermal v

a v
t V

E T
W C dv dt

T t C t

α ε

υ

  Θ ∂Θ ∂
= − +    

∂ − ∂  
∫ ∫

 

با فرض ضعيف بودن كوپلينگ ترموالاستيك، تغييـر  اكنون  )ج

صورت ساختار تشديدگر ميكرومكانيكي به دماي ايجاد شده در

و   هـا  جـايي  هارمونيكي و با مـدهاي تشـديد يكسـان بـا جابـه     

با استفاده نتيجه و در، شده در نظر گرفتههاي الاستيك  كرنش

                                                
1- Time Period 

، مقدار انرژي حرارتي تلف شده در اثر ميرايـي  )15( يرابطهاز 

  :شود ميمحاسبه  زيرصورت به) WTED∆(ترموالاستيك 

)16(  
0

Re .
(1 )

TED

t V

E
W dv dt

t

α ε

υ

 
∂  

∆ = − Θ  
− ∂  

 

∫ ∫
 

با توجه به تعريـف كلـي ضـريب كيفيـت مكـانيكي،      نهايت، در

 زيـر صـورت  بـه ، ميرايي ترموالاسـتيك يت ناشي از ضريب كيف

  :]25[ شود مينتيجه 

)17(  Ring
TED

TED

2 .
W

Q
W

π=

∆  
انرژي ارتعاشي ذخيره شده در يك  يبيشينه WRing در آن، كه

و بـا   ،اسـت در تشديدگر حلقوي ميكرومكـانيكي  دوره ارتعاش 

هـاي   جـايي هجاب ـ ي، مقـدار آن از محاسـبه  )ج(توجه به فرض 

نتيجـه  لاستيك ايجاد شده در مدهاي حجمـي كوپـل نشـده    ا

 .شود مي

  

هاي مـد  درهـاي الاسـتيك    جـايي هجاب يمحاسبه -3

  نشده كوپل ارتعاشي 

 ي، معادلـه قبـل   هـاي انجـام شـده در بخـش     با توجه به فرض

 حــاكم بـــر تشـــديدگر حلقـــوي  نشـــده كوپـــل الاســتيك  

 رزيــصــورت بــهي خــارجي، هــادر غيــاب نيرو ميكرومكــانيكي

  :]26[ شود مي ازنويسيب

)18(  ( )

2

2 2
.

2(1 )1

E E

t
ρ

υυ

∂
∇ ∇ ⋅ − ∇ × ∇ × =

+− ∂

u
u u

 
روش  و  2كمــك تئــوري هلمهــولتزبــه )18( يرابطــهبــا حــل 

در نظرگرفتن شرايط مرزي در مـورد  نيز جداسازي متغيرها و 

هاي  لفهؤمتشديد و  هاي هاي آزاد، فركانس با كناره ويحلقنوار 

 حجمـي  هايمـد الاسـتيك در    جـايي  جابـه شعاعي و محيطي 

  :]27[ شوند محاسبه مي زيرصورت به، نامتقارن

)19(  j j

1 1 1 1

e , e .nm nmt t
nm nm

m n m n

u U v Vω ω

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= =∑∑ ∑∑
 

   ،كه

 )20(  

( ) ( )

( ) ( ) cos( ),

n n
nm n nm n nm

nm n

n n
n nm n nm

n n

A d B
U J k r Y k r

k dr A

n C D
J h r Y h r n

r A A
θ

  
= + +   

  

 
+   

 

 

                                                
2- Helmholtz 
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)21(  

( ) ( )

( ) ( ) sin( ),

n n
nm n nm n nm

nm n

n n
n nm n nm

n n

A n B
V J k r Y k r

k r A

C d D
J h r Y h r n

A dr A
θ

  
= − + +   

  

 
+   

 
 

)22(  2
.

(1 )
nm nm

E
kω

ρ υ

=

−  
 ،ل و دومترتيب توابع بسل نوع اوبه Ynو  Jn، فوق هايابطهدر ر

ترتيـب  به m و nكه  ،هستند )n,m( دمفركانس تشديد  nmωو 

حجمـي   مـد شـكل  شـعاعي  محيطي و  يمرتبه يدهنده نشان

ي مــدهــاي  ثابــت knmو  hnm همچنــين، پارامترهــاي .دهســتن

بـه   )23( يرابطـه  توسـط  و هسـتند  )n,m(حجمـي   مـد  شكل

  :دونش مييكديگر وابسته 

)23(  2
.

1
nm nmh k

υ

=

−  
  :شوند محاسبه مي )24( يبطهرا از حل عددي آنها مقاديرو 

)24(  0.=M

. شوند تعريف مي )26( يرابطهصورت به Mعناصر ماتريس كه  

با مشخص بودن فركانس تشـديد و ابعـاد تشـديدگر حلقـوي،     

را ، )Dn/Anو  Bn/An ،Cn/An(هاي نسبي امـواج الاسـتيك    ثابت

بته هر تشـديدگر  ال .كردمحاسبه  )27( يرابطه از حلتوان  مي

مــدهاي حجمــي نامتقــارن  حلقــوي بــا ابعــاد مشــخص داراي 

افـزار   توسط نرم )24( يمتعددي است؛ كه با حل عددي رابطه

Matlab2هــاي تشــديد ايــن مــدها مطــابق شــكل  ، فركــانس 

  .شوند محاسبه مي

بيشـينه انـرژي    ،)20-22( هـاي توجه بـه رابطـه  با اكنون      

تشديدگر حلقـوي،   )n,m(حجمي ارتعاشي ذخيره شده در مد 

  ]:28[شود  زير محاسبه مي ياز رابطه

)25(  

2
Ring

2
2 2

0

1
,

2

( , ) ( , ) .
o

i

nm r

R

nm nm
R

W t

U r V r rdrd
π

ρω

θ θ θ

=

 
+ ⋅  ∫ ∫  

و  ANSYSافــزار  همچنــين بــا اســتفاده از تحليــل مــدي نــرم

يـا   Solid 186بعـدي  بندي ساختار تشديدگر با المان سه مش

هاي تشديد و شكل  توان فركانس ، ميPlane 42بعدي دو  المان

ي حجمي تشديدگر حلقوي را مشاهده و درستي مقـادير  مدها

  .دست آمده از روش تحليلي را بررسي كردبه

 )26(  

2
11

1

2
12

1

13 1

14 1

21

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) (

nm o n nm o

nm o n nm o

nm o n nm o

nm o n nm o

n nm o nm o n nm o

n nm o nm o n nm o

m n n h R J k R

k R J k R

m n n h R Y k R

k R Y k R

m n n J h R nh R J h R

m n n Y h R nh R Y h R

m n n h

−

−

−

−

 
= − + + +  

 
= − + + +  

= + −

= + −

= − + +
2

1

2
22

1

23 1

24 1

31

) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( )

nm i n nm i

nm i n nm i

nm i n nm i

nm i n nm i

n nm i nm i n nm i

n nm i nm i n nm i

n nm o nm o

R J k R

k R J k R

m n n h R Y k R

k R Y k R

m n n J h R nh R J h R

m n n Y h R nh R Y h R

m n n J k R nk R J

−

−

−

−

 
+  

 
= − + + +  

= + −

= + −

= − + + 1

32 1

2
33

1

2
34

1

41 1

42

( ),

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) ( ),

n nm o

n nm o nm o n nm o

nm o n nm o

nm o n nm o

nm o n nm o

nm o n nm o

n nm i nm i n nm i

k R

m n n Y k R nk R Y k R

m n n h R J h R

h R J h R

m n n h R Y h R

h R Y h R

m n n J k R nk R J k R

m

−

−

−

−

−

= − + +

 
= + − −  

 
= + − −  

= − + +

1

2
43

1

2
44

1

( 1) ( ) ( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

( 1) ( ) / 2 ( )

( ),

n nm i nm i n nm i

nm i n nm i

nm i n nm i

nm i n nm i

nm i n nm i

n n Y k R nk R Y k R

m n n h R J h R

h R J h R

m n n h R Y h R

h R Y h R

−

−

−

= − + +

 
= + − −  

 
= + − −  

 

 

 )27(  
1

22 23 24 21

32 33 34 31

42 43 44 41

/

/ .

/

n n

n n

n n

B A m m m m

C A m m m m

D A m m m m

−

    
    

=     
          

مـدها  سازي برخي از اين شـكل   هاي شبيهيجه، نت3شكل      

دي بعاستفاده از المان سه با ANSYSافزار  در تحليل مدي نرم

Solid 186  1طــور كــه در جــدول همــان. دهـد  نشــان مــيرا 

دسـت آمـده از تحليـل مـدي     بـه  هاييجهنتشود،  مشاهده مي

محاسـبات تحليلـي    هـاي يجـه خوبي با نتبه ANSYSافزار  نرم

الاسـتيك   هـاي ابطـه و درستي اسـتفاده از ر است منطبق بوده 

ــبه    ــدي را در محاس ــطحي دوبع ــنش س ــده و ت ــل نش  يكوپ

اي تشديد مدهاي حجمي تشديدگر حلقـوي نشـان   ه فركانس

  .دهد مي
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 µm 5/30Ri= ،µmبا ابعاد  سيليكوني پاليهاي تشديد مد حجمي در تشديدگر حلقوي  تحليلي فركانس يمحاسبه): 2(شكل 

50Ro=  و ضخامتµm 2t= .  
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1

MN

MX

X
Y
Z

                                                                                
53826

77224
100622

124020
147418

170816
194214

217612
241010

264408

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =2
FREQ=.111E+08
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =264408
SMN =53826
SMX =264408

  
  )2،1(شكل مد 

1

MN

MX

X
Y
Z

                                                                                
9017

38805
68594

98382
128170

157958
187746

217534
247322

277110

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =3
FREQ=.280E+08
USUM     (AVG)
RSYS=0
DMX =277110
SMN =9017
SMX =277110

  
  )1،3(شكل مد 

تشديدگر  حجمي هايمدشكل سازي  شبيه ):3(شكل 

 ANSYSافزار  تحليل مدي نرم توسط سيليكوني پالي لقويح

  .=µm 2trو  =µm 5/30Ri= ،µm 50Roحلقه با ابعاد در 
  

دو روش تحليلي و  هاييجهنت يمقايسه ):1( جدول

 با سيليكوني پالي تشديدگر حلقويدر  ،ANSYSسازي  شبيه

  .=µm 2t، ضخامت =µm 5/30Ri= ،µm 50Ro ابعاد

    =4m= 3m= 2m= 1m واحد

)105×( 067/2  6235/1  0935/1  323/0  k1m  

MHz  82/276  42/217  44/146  14/44  fTheory  1n= 

MHz  277  37/217  45/146  14/44  fFEM   

)105×( 5923/1  2066/1  506/0  83/0  k2m  

MHz  25/213  59/161  86/67  12/11  fTheory  2n= 

MHz  22/213  59/161  85/67  12/11  fFEM   

)105×( 5646/1  364/1  706/0  209/0  k3m  

MHz  52/209  67/182  62/94  99/27  fTheory  3n= 

MHz  6/209  65/182  61/94  99/27  fFEM   

تغييـر دمـاي ايجـاد شـده در سـاختار       يمحاسبه -4

  تشديدگر

مقدار انرژي حرارتي  يبراي محاسبه، )16( يبا توجه به رابطه

انبسـاط   ، ابتـدا )WTED∆(شده در اثر ميرايي ترموالاستيك تلف

و سپس تغيير دماي ايجاد شـده در  محاسبه حرارتي الاستيك 

بـراي  . شود مي ساختار تشديدگر حلقوي ميكرومكانيكي نتيجه

تغيير دماي ايجاد شـده در  ، )ج( فرضاين منظور و با توجه به 

 مـدهاي تشـديد  بـا  و  يصورت هـارمونيك بهتشديدگر ساختار 

  :شود تعريف ميالاستيك  جايي جابهيكسان با 

)28(  j

1 1

e .nm t
nm

m n

ω

∞ ∞

= =

Θ = Θ∑∑
 

 ،)11( يدر رابطـه  )20-21و  28( هـاي ابطـه ربا جايگزيني و 

ــاط حرار ــي انبسـ ــده تـ ــاد شـ ــديدگر ايجـ ــوي در تشـ حلقـ

  :شود نتيجه مي زيرصورت  هبميكرومكانيكي 

)29(  j

1 1

e .nmt
nm

m n

ω
ε ε

∞ ∞

= =

=∑∑
 

  ،كه

)30(  

( )

( )

( )

1 1 2

1 1

( ) ( ) cos .

nm nm nm n

n
n nm n nm

n

k A

B
J k r Y k r n

A

υ υ
ε α

υ υ

θ

+ − 
= Θ − × 

− − 

 
+  

 

 

  

خواص مكانيكي و حرارتي مواد پركاربرد در  ):2(جدول

  .)=K 300Ta( تشديدگرهاي ميكرومكانيكي

سيليلكون  واحد

]20[  

سيليكون  پالي

]25[  

نيتريد 

سيليكون 

]14[  

 

GPa 9/165  157 126 E 

 22/0  22/0  24/0  υ 

kgm-3 2330 2330 3440 ρ 

Jm-3K-1 106×66/1  106×631/1  106×44/2  Cv 

K-1 6-10×59/2  
6-10×6/2  

6-10×3  α 

m2s-1 5-10×39/9  
5-10×51/5  

5-

10×1/13  

χ 

Wm
-1K

-1 156 90 320 κ 
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)31(  

)32(  

)36(  

ايجـاد  تغيير دماي  ،ستيكالا انبساط حرارتي يبا محاسبه     

جـايگزيني   تشـديدگر حلقـوي از   )n,m(مـد حجمـي    در  شده

  :دشو مي محاسبه، )2( يرابطهدر  )30( يرابطه

( )

( )

( )

2 1j j

(1 ) 1

1 2
( ) ( ) cos .

1

nm nm E
nm nm nm

n
nm n n nm n nm

n

B
k A J k r Y k r n

A

υω ω
α

χ αχ υ υ

υ
θ

υ

 +∆
∇ Θ − Θ = Θ −

− −

 − 
+     

−    

 

ناميـده   1رهـايش مقاومـت   E=(Eα2Ta)/Cv∆فـوق،   يدر رابطه

 ي، رابطهΘرابطه بر حسب پارامتر اين با مرتب كردن  .شود مي

  :شود نتيجه مي ذيل

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

1j j
1

1

1 2
( ) ( ) cos .

1

Enm E nm
nm nm

n
nm n n nm n nm

n

B
k A J k r Y k r n

A

υω ω

χ αχ
υ

υ

θ

υ

 
∆ + ∆ 

∇ Θ − + Θ =− ×

 
− 

 −  
+    

 −  

 

در مـورد مـواد سـاختاري     (E(1+υ)/(1-υ)2∆) >>1با توجه به 

ــاربرد در  ــا سيســتمپرك ــانيكيالكتروميكروي ه ، )MEMS( مك

  :شود مي ساده زيرصورت به )32( رابطه

( )

( )

( )

2
2

1 2j j
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nm E nm
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k A J k r Y k r n
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χ αχ
υ
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−∆
∇ Θ − Θ = − ×

−
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حجمـي   مـد ل شـك در  تغيير دماپارامتر ، )33( يرابطهبا حل 

)n,m(، ــه ــواب ب ــوع ج ــورت مجم ــومي  ص ــاي عم ΘG( ه
nm(  و

ΘS( يخصوص
nm( شود مي محاسبه:  

,
G S

nm nm nmΘ = Θ + Θ

  ،كه 

( ) ( )1 1 2 2( ) ( ) cos ,G
nm T n p T n pJ k r K k r nθΘ = Θ + Θ

 
( )( ) ( ) cos .

S n
nm nm n n nm n nm

n

B
A J k r Y k r n

A
θ

 
Θ = Π +  

   
تابع بسل اصلاح شده نوع دوم بوده  Knفوق،  هايابطهدر ركه 

 :هستندمختلط  يمقادير Πnmو  kp1 ،kp2پارامترهاي و 

( ) ( )1 21 j , 1 j ,
2 2

nm nm
p pk k

ω ω

χ χ

= − = +

 
            

( )

( )

( )
22

1 2j
.

j 1

nm E
nm nm

nm nm

k
k

υω

α χ ω υ

−∆
Π =

+ −  

                                                
1- Relaxation Strength 

نظر از تلفـات  با صرف (آدياباتيك در خلأ شرايط دليل وجود به

ميـان  گرمـايي   هـاي  وجود جريانعدم  ،نتيجه درو ) تشعشعي

از حـل   ΘT2و  ΘT1مقـادير   ،ههاي داخلي و خارجي حلق ـ كناره

 :شوند ميمحاسبه  )39( يهابطر

 )39(  0 , 0.

i o

nm nm

r R r Rr r
= =

∂Θ ∂Θ
= =

∂ ∂  
، )16( يرابطهدر  )30و  34( هايابطهربا جايگزيني  ،درنهايت

دست به ميرايي ترموالاستيكمقدار انرژي تلف شده در اثر 

  :آيد مي

)40(  
2

*

0

1 2 j
Re .

2 (1 )

o

i

R
r

TED nm nm
R

E t
W rdrd

π
π α

ε θ
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∆ = − Θ 

−  
∫ ∫

 

تحليلـي   يرابطـه  ،)17 ،22، 25 و 40(روابـط  و با اسـتفاده از  

 )n,m( حجمــي مــدشــكل در  ترموالاســتيكضــريب كيفيــت 

  :شود نتيجه مي حلقوي ميكرومكانيكيتشديدگر 

)41(  
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2

TED 2
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  كه
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)43(  ( )

2 2
2

0
I =j 1 .

o

i

R

nm
R

rdr d
π

α υ θ⋅ + Θ∫ ∫
 

ــا اســتفاده اكنــون  ــاي حــل عــددي از روشب ــرم در ه ــزار  ن اف

MATLABتــوان مقــدار  ، مــيQTED  هاي مــد شــكلرا بــراي

با ابعاد حلقوي ميكرومكانيكي  هايتشديدگردر  )n,m(حجمي 

 .محاسبه كردمختلف هاي تشديد  و فركانس
  

  حلقه بر ميرايي ترموالاستيك ابعاداثر بررسي  -5

هـاي   تـاكنون تحليـل  طور كه در مقدمه نيـز بيـان شـد،     همان

و در مورد ميرايـي ترموالاسـتيك    نرتئوري ز ير پايهب بسياري

مد  ر تشديدگرهاي تيرضريب كيفيت ناشي از آن د يمحاسبه

 هـا،  كـه در تمـام ايـن تحليـل     طـوري هب ،اند انجام شده خمشي

QTED ،شـده اسـت  بينـي   پـيش  زيـر تقريبي  يرابطهصورت به 

]16[:  

)44(  
( )

2

2

1 2
.

1 2

a z

TED v z

E T f

Q C f

α π τ

π τ

 
 =

 
+   

)33(  

)34(  

)35(  

)37(  

)38(  

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir

  43                                               ...در ارتعاشات مدهاي حجمي تشديدگر سازي ميرايي ترموالاستيكمدل

 زمـان  τzو  مـد خمشـي  د فركـانس تشـدي   fفـوق،   يدر رابطه

  :شود ميتعريف  زيرصورت و بهناميده  1ش حرارتيياهر

)45(  2

2
.z

d
τ

π χ

=

 
 و ،اسـت  مـؤثر  حرارتي طول مسير يدهنده نشان d در آن، كه

پهنـاي تيـر   برابر مقدار آن ، wدر مورد تشديدگر تير با پهناي 

، بـا  )44( يرابطـه بـه   بـا توجـه   .]9 و 16[شده است  محاسبه 

فركـانس تشـديد تيـر بـه فركـانس حرارتـي       يا دوري نزديكي 

(ωT=1/τz) ،يافتـه و  يا كاهش ترموالاستيك افزايش  كوپلينگ

ــه  ــر   QTEDدر نتيج ــيتغيي ــد م ــه ،كن ــوري ب ــه ط ــن  درك اي

بـا  ، تيـر درازاي بـه   QTEDوابسـتگي   عدمدليل هب، تشديدگرها

تير و در نتيجه تغيير فركـانس تشـديد سـاختار،    درازاي تغيير 

تشـديد   هـاي  و فركانس QTEDميان  يرابطه توان  ميراحتي به

  .بررسي كردرا ساختار 

در تشــديدگرهاي  QTED، )41( يبــا توجـه بــه رابطـه  امـا       

در تعيــين  مــؤثرپارامترهــاي تمــام  بــهحلقــوي مــد حجمــي 

خـواص مـاده    و ابعـاد حلقـه   نظيـر  ،سـاختار  فركانس تشـديد 

بررسـي رابطـه ميـان     همين دليل،وابسته بوده و به ،ساختاري

QTED تر  پيچيدهدر اين نوع تشديدگرها تشديد  هاي و فركانس

 )24 و 26( هايابطهبا استفاده از رابتدا  ،اين منظوربراي . است

نسـبت شـعاع   برحسـب   حلقه نمودار تغييرات فركانس تشديد

و سـپس   شدهمحاسبه  )η=Ro/Ri( آن داخليبه شعاع خارجي 

و ابعـاد حلقـه    اتدسـت آمـده، اثـر   هاي بهيجهبا استفاده از نت

بــر ضــريب كيفيــت ترموالاســتيك بررســي فركــانس تشــديد 

تغييـرات   هـاي نمودار ترتيـب بـه  4-6  هـاي  شـكل  .دنشـو  مي

 محيطـي  يمرتبـه با فركانس تشديد برخي از مدهاي حجمي 

مقادير مختلفـي از شـعاع   در و  ηبر حسب را و سوم  دوماول، 

مشـاهده   ها طور كه در اين شكل ن هما .دنده نشان ميخارجي 

ثابـت، فركـانس    ηشود، با افزايش شعاع خارجي حلقـه در   مي

مــدهاي چنــين در بيشـتر شــكل  هم يافتـه و تشـديد كــاهش  

بررسي شده، ميزان تغييرات فركانس تشديد با شعاع خـارجي  

كمـك   اكنـون بـه   .يابـد  شدت كاهش مـي به ηحلقه، با كاهش 

 QTEDتوان تغييرات  ، مياز اين نمودارها دست آمدههاي به داده

ــه   ــه را از رابط ــاد حلق ــا ابع ــاي ، در )41( يب  =K 300Taدم

  . رسم كرد 7-9هاي  محاسبه و مطابق شكل

                                                
1- Thermal Relaxation Time 
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حسب نسبت نمودار تغييرات فركانس تشديد بر ):4(شكل 

 تشديدگر حلقويداخلي به شعاع  خارجي شعاع

 .در مدهاي حجمي با مرتبه محيطي اول يسيليكون اليپ
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) 2،2( مد 

) 2،3( مد 
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نمودار تغييرات فركانس تشديد برحسب نسبت  ):5(شكل 

 شعاع خارجي به شعاع داخلي تشديدگر حلقوي

 .محيطي دوم در مدهاي حجمي با مرتبه سيليكوني پالي
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حسب نسبت نمودار تغييرات فركانس تشديد بر ):6(شكل 

خلي تشديدگر حلقوي شعاع خارجي به شعاع دا

 .محيطي سوم در مدهاي حجمي با مرتبهسيليكوني  پالي
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ا ب ضريب كيفيت ترموالاستيكنمودار تغييرات  ):7(شكل 

شعاع خارجي به شعاع داخلي تشديدگر حلقوي نسبت 

  .محيطي اولدر مدهاي حجمي با مرتبه يسيليكون پالي
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تيك با نمودار تغييرات ضريب كيفيت ترموالاس ):8(شكل 

شعاع خارجي به شعاع داخلي تشديدگر حلقوي نسبت 

  .محيطي دومدر مدهاي حجمي با مرتبهسيليكوني  پالي
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نمودار تغييرات ضريب كيفيت ترموالاستيك با  ):9(شكل 

شعاع خارجي به شعاع داخلي تشديدگر حلقوي نسبت 

 .در مدهاي حجمي با مرتبه محيطي سومسيليكوني  پالي

شـود، بـا    مشـاهده مـي   7-9هـاي   كه در شكل طور همان     

     . يابـد  افزايش مي QTEDثابت،  ηافزايش شعاع خارجي حلقه در 

، )n=2(همچنين در مـدهاي حجمـي بـا مرتبـه محيطـي دوم      

و ) m=1(شـعاعي اول  شود كه مدهاي بـا مرتبـه   نشان داده مي

، بالاترين ميزان ضريب كيفيت ترموالاسـتيك را  )m=4(چهارم 

كه بـا   ،دهند از خود نشان مي 2/2و  4/2برابر با  ηتيب در تربه

توجه به گسترش روزافزون اين مدها در كاربردهاي حسـگري  

ــن نتيجــه]6[و مخــابراتي ] 3[ ــا مــي، اي ــد در طراحــي  ه توان

  .تشديدگرهايي با ضريب كيفيت بسيار بالا مؤثر باشد

  

  (ANSYS)با روش المان محدود  هايجهنت يمقايسه - 6

دسـت آمـده از روش   هـاي بـه  يجـه اي اطمينان از درستي نتبر

بـراي محاسـبه    ANSYSافـرار   ز تحليل هارمونيك نرماانرژي، 

در اين تحليـل،  . شود ضريب كيفيت ترموالاستيك استفاده مي

يـا   Solid 226بعدي سه  هاي بندي ساختار توسط المان با مش

اي ه ـ محـيط  كـه داراي قابليـت تحليـل    Plane 223دو بعدي 

ابتدا تحليـل هارمونيـك پيرامـون     حرارتي هستند، -ساختاري

و سـپس بـا   مد مورد نظـر انجـام شـده     فركانس تشديد شكل

 زيـر  ياز رابطه QTEDدست آمده، مقدار هاي به استفاده از داده

  ]: 29[شود  محاسبه مي

)46(  

1

1 1

Re( ) Im( ) .

e eN N

TED t t

j j

Q U U

−

= =

  
  

=   
  
  

∑ ∑
 

هاي  داد المانتع Neانرژي كرنشي كل در هر المان و  Utكه 

همچنين با اين . ايجاد شده در اثر مش بندي ساختار است

مدهاي گراديان حرارتي ايجاد شده در شكل توان  تحليل مي

  .سازي كرد شبيه ،11حجمي مورد نظر را مطابق شكل 

دسـت آمـده از دو روش انـرژي و    هاي بـه يجه، نت3  جدول     

گرهاي حلقوي بـا  را در تشديد ANSYSافزار  المان محدود نرم

محيطـي اول، دوم و  ابعاد متفاوت و مدهاي حجمـي بـا مرتبـه   

يكديگر مقايسه كرده و درصد خطاي نسبي حاصـل از   سوم، با 

طـور   همـان . دهد مي را نشان QTED ياين دو روش در محاسبه

، ηشود، در هريك از مدهاي حجمي با افزايش  كه مشاهده مي

از روش انـرژي كـاهش   حاصل  هاييجهدرصد خطاي نسبي نت

ثابت، با افزايش شعاع خـارجي حلقـه،    ηهمچنين، در . يابد مي

  .يابد درصد خطاي نسبي كاهش بيشتري مي
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) 2،1( مد  شكل

1

MN

MX

                                                                                
.114E-05

.250E-05
.386E-05

.522E-05
.658E-05

.794E-05
.930E-05

.107E-04
.120E-04

.134E-04

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=1
SUB =34
FREQ=.264E+08
TG       (AVG)
DMX =.110E-16
SMN =.114E-05
SMX =.134E-04

  
  

) 3،1( مد  شكل 

1

MN

MX

                                                                                
.547E-06

.194E-05
.333E-05

.472E-05
.612E-05

.751E-05
.890E-05

.103E-04
.117E-04

.131E-04

AVG ELEMENT SOLUTION

STEP=1
SUB =25
FREQ=.670E+08
TG       (AVG)
DMX =.248E-17
SMN =.547E-06
SMX =.131E-04

  
شكل سازي گراديان حرارتي ايجاد شده در  شبيه ):11(شكل 

 µmتشديدگر حلقوي پالي سيليكوني با ابعاد  حجمي مدهاي

5/12Ri= ،µm 20Ro=.  

  

  

   

  

  

  گيري نتيجه - 7

ــي    ــدهاي حجم ــتيك در م ــي ترموالاس ــه، ميراي ــن مقال در اي

تشديدگر حلقوي ميكرومكانيكي مورد بررسـي قـرار گرفتـه و    

مـدهاي   رابطه تحليلي ضريب كيفيت ترموالاسـتيك در شـكل  

 هايابطهر يپايه بر با استفاده از روش انرژي و) n,m(نامتقارن 

. ده اسـت ترموالاستيسيته دو بعـدي، ارائـه ش ـ  تنش سطحي و 

 يدسـت آمـده، بـا مقايسـه    تحليلي به يچنين اعتبار رابطههم

 ANSYSافـزار   اين رابطه با روش المان محدود نرم هاييجهنت

در  ηدهند كـه بـا افـزايش     نشان مي هايجهنت .ييد شده استأت

حاصل از روش انرژي بـه   هاييجههريك از مدهاي حجمي، نت

 ηو در  تر شدهاز روش المان محدود نزديك حاصل هاييجهنت

هاي حاصل از روش تحليلي در تشديدگر حلقـوي  ثابت، نتيجه

اثـرات  . تر، از دقت بـالاتري برخوردارنـد  با شعاع خارجي بزرگ

ابعاد حلقه بر فركانس تشديد و ضريب كيفيـت ترموالاسـتيك   

دهنـد كـه بـا افـزايش شـعاع       ها نشان ميبررسي شد و نتيجه

شـديد كـاهش و ضـريب    ثابت، فركـانس ت  ηخارجي حلقه در 

همچنـين در دو مـد   . يابـد  كيفيت ترموالاستيك افـزايش مـي  

ــاربرد   ــي پرك ــريب  )2،4(و ) 2،1(حجم ــزان ض ــالاترين مي ، ب

ــه  ــتيك ب ــت ترموالاس ــب در  كيفي ــا  ηترتي ــر ب  2/2و  4/2براب

كه باتوجه به تعيين حد بـالاي ضـريب كيفيـت     ،مشاهده شد

د حجمـي  قابل دسترس در تشـديدگرهاي ميكرومكـانيكي م ـ  

تـوان   ها مـي توسط مكانيزم ميرايي ترموالاستيك، از اين نتيجه

براي طراحي تشديدگرهاي حلقوي ميكرومكانيكي بـا ضـريب   

  . كيفيت بسيار بالا استفاده كرد
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ر د ANSYSافزار  روش انرژي و المان محدود نرمبراي ضريب كيفيت ترموالاستيك از دو محاسبه شده مقادير مقايسه  ):3(جدول 

  =µm 2tساختاري ضخامت پالي سيليكوني با مدهاي حجمي تشديدگر حلقوي  از شكل برخي

خطاي  درصد

 نسبي
|∆Q|/Q

FEM

 

ضريب كيفيت 

 ترموالاستيك

مد شكل فركانس تشديد  
(n,m) 

η 

 
 شعاع خارجي

(µm) 

 شعاع داخلي
(µm) 

مرتبه 

  محيطي 

Q (n)مد 
FEM

 Q
Theory

 f
FEM 

(MHz) 
f

Theory 

(MHz) 

24 106×13/5  106×36/6  75/109  66/109  )1،1(   

6/1  

 

20 

 

5/12  

 
 25 106×08/6  106×61/7  83/377  96/377  )2،1(  

33 106×18/0  106×24/0  88/564  565 )3،1(  

19 106×22/3  106×83/3  93/717  72/717  )4،1(  

18 106×31/6  106×64/7  86/113  83/113  )1،1(   

5 

 

20 

 

4 

 

1 
 

12 106×57/0  106×64/0  75/257  71/257  )2،1(  

17 106×07/2  106×72/1  24/296  23/296  )3،1(  

16 106×97/1  106×29/2  93/433  93/433  )4،1(  

15 106×61/26  106×6/30  46/28  45/28  )1،1(   

5 

 

80 

 

16 

 
 8 106×34/2  106×55/2  43/64  41/64  )2،1(  

12 106×01/5  106×62/5  06/74  05/74  )3،1(  

9 106×72/7  106×47/8  48/108  48/108  )4،1(  

22 106×16/0  106×19/0  43/26  39/26  )1،2(   

6/1  

 

20 

 

5/12  

 
 18 106×69/12  106×11/15  19/169  2/169  )2،2(  

24 106×01/3  106×29/2  59/413  61/413  )3،2(  

30 106×33/0  106×43/0  81/554  82/554  )4،2(  

9 106×21/0  106×19/0  44/77  41/77  )1،2(   

5 

 

20 

 

4 

 

2 
 

12 106×89/0  106×78/0  65/166  63/166  )2،2(  

17 106×73/0  106×86/0  51/272  5/272  )3،2(  

14 106×63/0  106×54/0  76/356  74/356  )4،2(  

11 106×78/0  106×69/0  36/19  34/19  )1،2(   

5 

 

80 

 

16 

 

 
 

5 106×89/2  106×04/3  66/41  65/41  )2،2(  

11 106×11/3  106×45/3  12/68  08/68  )3،2(  

10 106×39/2  106×14/2  19/89  18/89  )4،2(  

18 106×33/0  106×39/0  02/67  95/66  )1،3(   

6/1  

 

20 

 

5/12  

 

 
 

25 106×76/0  106×95/0  26/236  24/236  )2،3(  

21 106×12/1  106×88/0  11/464  2/464  )3،3(  

22 106×36/0  106×44/0  35/545  32/545  )4،3(  

11 106×63/0  106×56/0  65/145  66/145  )1،3(   

5 

 

20 

 

4 

 

3 
 

14 106×57/0  106×65/0  56/235  57/235  )2،3(  

9 106×22/0  106×24/0  66/327  69/327  )3،3(  

17 106×35/0  106×41/0  61/431  61/431  )4،3(  

8 106×31/2  106×11/2  41/36  41/36  )1،3(   

5 

 

80 

 

16 

 

 

 

5 106×72/2  106×59/2  89/58  87/58  )2،3(  

8 106×89/0  106×96/0  91/81  9/81  )3،3(  

13 106×44/1  106×63/1  9/107  89/107  )4،3(  
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