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 ورقتحليل ارتعاشات غيرخطي و پايداري ديناميكي ميكرو

  كيتكامپوزيتي تحت ميدان الكتروستانانو  ويسكوالاستيك

2و سيامك اسماعيل زاده خادم 1امير جلالي
 

  دانشكده مهندسي مكانيك و هوافضا

 دانشگاه تربيت مدرس

 )18/4/91: ؛ تاريخ پذيرش04/11/89: تاريخ دريافت(

  چكيده

ورد بررسي قرار ورق ويسكوالاستيك كامپوزيتي تقويت شده با نانو تيوب كربن مخطي و پايداري ديناميكي يك ميكرو، ارتعاشات غيرمقالهدر اين 

 ،گـاه سـاده  ورق مورد بررسي، يك ميكرو ورق مربعي تحت ميدان الكتروستاتيك بوده و شرايط مرزي آن در چهار لبـه، تكيـه  ميكرو. گرفته است

معـادلات  . ه اسـت شـد تاناكا استفاده  -موري -منظور استخراج خواص مكانيكي مواد، از روش اشلبيهب. درنظر گرفته شده است ،تغيرقابل حرك

گيري تركيبـي از روش گـالركين و تئـوري    كـار هده و با ب ـشكارمن استخراج -ورق با استفاده از روش نيوتن و تئوري وونحركت غيرخطي ميكرو

ورق نـانو كـامپوزيتي موجـب افـزايش     در اين مقاله نشان داده شده است كه اسـتفاده از ميكـرو  . اندحل شده هالهمعادهاي چندگانه اين مقياس

شدت ه ن بآميرايي بالاي مواد ويسكوالاستيك، رفتار ديناميكي و ارتعاشي  يواسطههاما ب. شودميورق ارتعاش ميكرو يفركانس طبيعي و دامنه

بالا بودن ضريب ميرايي ويسكوالاستيك، خاصيت ميرايي در اين مواد به ازاي افزايش ولتـاژ الكتروسـتاتيك نيـز متغيـر      برعلاوه. شودمحدود مي

ورق ويسكوالاستيك، رفتار غيرخطـي ورق  اي مختلف نانوتيوب كربن در ميكروهمچنين به ازاي درصده. رودشمار ميهكه امري نامطلوب ب است

بايسـت  مي ،شونده داشته باشد كه اين موضوعشونده و يا نرمتواند به ازاي يك مقدار مشخص ولتاژ، رفتاري سختو مياست كاملاً متفاوت بوده 

  .رزوناتورها مورد توجه قرار گيردميكرو ويژهبهدر طراحي ميكرو ادوات و 

  نانو كامپوزيت، ويسكوالاستيك، ارتعاشات غيرخطي، ميدان الكتروستاتيك :هاي كليديواژه
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ABSTRACT 

In this paper, nonlinear vibration and dynamic stability analysis of a CNT- reinforced nanocomposite viscoelastic 

microplate under an electrostatic actuation are investigated. The microplate is assumed as a square immovable 

simply supported microplate and an electrostatic actuation is applied on it. In order to obtain material properties of 

the nanocomposite microplate, the Eshelby–Mori–Tanaka method is implemented. The nonlinear equations of 

motion of the microplate are derived and, using the Galerkin method and multiple scale method, these equations are 

solved. It is shown that nanocomposite viscoelastic microplate increases the natural frequency and deflection of the 

microplate simultaneously, but, there are some limitations because of high values of viscoelastic damping of the 

nanocomposite materials. Furthermore, the damping of the nanocomposite microplate is changed, as the electrostatic 

voltage is changed. This situation is an unfavorable phenomenon. Also nonlinear behavior of the microplate is quite 
variable as nanotube volume fraction varies and, for a given voltage, it can show softening or hardening behavior as 

CNT volume fraction changes. This matter should be considered in designing of the microdevices, especially 

microresonators. 
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  مقدمه -1

توانـد در  مـي  ،شده با ميدان الكتروسـتاتيك وورق تحريكميكر
ــپ  ــل ميكروپم ــي از قبي ــوئيچ ادوات مختلف ــا، ميكروس ــا، ه ه

شـماتيك  . ]1-5[ مورد استفاده قـرار گيـرد  ... ها و ميكروآيينه

ايـن المـان نقـش    . نشان داده شده است 1اين المان در شكل 
كنـد و در  را بـازي مـي  پذير در يك خازن ترود انعطافكيك ال

 ـ   هكنار الكترود ثابت آن، ب  حسـاب  هعنوان يـك خـازن متغيـر ب
 شـكل در ايـن حالـت، نيـروي خـازني موجـب تغييـر       . آيدمي

بـر روي   ،خمشـي  شـكل شود كه ايـن تغييـر   خمشي ورق مي
 بنـابراين . دهـد و آن را تغيير مي استثيرگذار أنيروي خازني ت

در ايـن ادوات، كوپلينـگ   بين نيروهاي مكـانيكي و الكتريكـي   
  .دكرنظر ن صرفآتوان از غير قابل انكاري وجود دارد كه نمي

ــه      ــن ادوات از جنب ــرار  اي ــورد بررســي ق ــي م ــاي مختلف   ه
تغيير مكـان خمشـي يـك ديـافراگم      ،عنوان مثالهب. اندفتهرگ

مـورد   2و دوفـور  1تحت ميدان الكتروستاتيك توسط فرانسيس
 ــ ــرار گرفت ــك  . ]6[ ه اســتبحــث ق ــاميكي ي   خصوصــيات دين

ــا درنظــر گــ ميــدان ورق تحــتروكــمي فتن رالكتروســتاتيك ب
و همكارانش  3توسط ان جي آن پارامترهاي غيرخطي هندسي

چنين پاسـخ دينـاميكي   هم. ]7[ ه استمورد مطالعه قرار گرفت
هاي تحت ميدان الكتروسـتاتيك  هاي موازي از ميكروورقرايهآ

بايد به ايـن نكتـه   . ]8[ ده استشتحليل  4نيز توسط پورفيري
هـاي  تمـامي ايـن مطالعـات بـر روي مـدل      ،توجه داشـت كـه  

  .الاستيك ميكروورق انجام شده است
ورق در ميكـرو بـزرگ يـك    نسـبت بـه  تغيير مكان خمشي     

يكي از خواص مطلوب ميكروحسگرها و  ءهاي بالا، جزفركانس
مكـان   بـراي داشـتن تغييـر   . رودشـمار مـي  هميكروعملگرها ب ـ

بايست صلبيت ورق كم باشد و براي داشـتن  خمشي بزرگ مي
E(بايسـت سـرعت مـوج    فركانس طبيعي بـالا، مـي  

c
ρ

=
در ) 

نشـان   2طور كـه در شـكل   همان. افزايش يابد فوقورق ميكرو
ــزات،     ــد فل ــي همانن ــواد مختلف ــان م ــت، از مي ــده اس داده ش

سـگرها و عملگرهـا   ها و پليمرها كه بـراي سـاخت ح  سراميك
تـرين  گيرنـد، مـواد كـامپوزيتي مطلـوب    مورد استفاده قرار مي

                                                
1- Francais  
2- Dufour 
3- Ng 
4- Porfiri 

و در ميـان مـواد    اسـت خواص را با توجه بـه مـوارد فـوق دارا    
 ـ  كامپوزيت ،كامپوزيتي علـت خـواص   ههاي نـانوتيوب كربنـي ب

ها، يكي از بهترين مواد را تشـكيل  مكانيكي استثنايي نانوتيوب
  . دهندمي
  

  
  .ورق با تحريك الكتروستاتيكماتيك ميكروش ):1(شكل 

 

  
نمودار انتخاب مواد براي  ):2(شكل 
  .]9[ميكروعملگرها/حسگرهاميكرو

  
    در  ،حسـگرها و عملگرهـاي كـامپوزيتي نـانوتيوب كربنـي          
رفتـار و  . ]10-12[انـد  هاي اخير مورد استفاده قرار گرفتهسال

وفـور بيـان شـده    هحاضر ب ـ هايدر تحقيقنها آ هايتخصوصي
ــت  ــه  . ]13-15[اس ــارانش در مقال ــاري و همك ــود،  يافش خ

 ـ     كامپوزيت عنـوان  ههاي تقويـت شـده بـا نـانوتيوب كـربن را ب
هـاي  ناجديدي از مواد ساختاري براي استفاده در الم يدسته

. انـد هاي ميكروالكترومكانيكال پيشـنهاد داده مكانيكي سيستم
هـاي نـانوتيوب كربنـي در    تامكـان اسـتفاده از كامپوزي ـ   ،آنها
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انـد و خصـويات   دهكـر طور كامل مطالعه هطراحي عملگرها را ب
  . ]9[اند دهكرنها را تحت شرايط عملگري بررسي آرفتاري 

     كامپوزيت پليمري تقويت شده با نـانوتيوب كـربن   ،عموماً     
 2و ژانگ 1فو. رودشمار ميهعنوان يك ماده ويسكوالاستيك ببه

برنـولي   -دينـاميكي غيرخطـي يـك ميكروتيـر اويلـر      پايداري
ويسكوالاستيك را تحت دو نوع بار الكتريكي مختلـف مطالعـه   

ايـداري دينـاميكي   پچنين فو و همكـارانش  هم. ]16[اند دهكر
غيرخطي يك ميكروتير ويسوالاستيك دوسر گيـردار را تحـت   
بار محوري تناوبي و بار الكتروستاتيك متقـارن مـورد بررسـي    

     از مــدل اســتاندارد بــراي ،نهــا در ايــن مقالــهآ. انــدار دادهقــر
ثيرات أانـد و ت ـ دهكـر سازي رفتار ويسكوالاستيك استفاده مدل

ثيرات غيرخطـي  أاي، ت ـايـي درون سـازه  رميرايي محيطي و مي
و بار الكتروستاتيك را بر روي نواحي پايـداري   شهندسي، خز

اي ديگـر،  نـگ در مقالـه  فو و ژا. ]17[ اندمورد بررسي قرار داده
ــروورق     ــك ميك ــي ي ــاميكي غيرخط ــتاتيكي و دين ــخ اس پاس

 هـاي لشـك ده و كرصورت عددي مطالعه هويسكوالاستيك را ب
. ]18[انـد  را مـورد بحـث قـرار داده    3تلف ناپايداري پـولين خم

 ،پاسخ يك ميكروتير ويسكوالاستيك به تحريك الكتروستاتيك
آنهـا در  . ]19[ده است شاستخراج توسط زمانيان و همكارانش 

 خود از روش گالركين و تئوري اغتشاشات براي يافتن يمقاله
اند كه حتي مقـادير بسـيار   اند و نشان دادهدهكرپاسخ استفاده 

توانـد باعـث كـاهش قابـل     كوچك ميرايي ويسكوالاستيك مي
و فركـانس   ودارتعاشـات ميكروتيـر ش ـ   ِدامنـه  بيشينه يتوجه

در  .دكن ـاي منتقـل  طور قابل ملاحظـه هغيرخطي سيستم را ب
 هـاي همعادل ،4كارمن-با استفاده از تئوري ورق وون ،اين مقاله

 يهـاي سـاده  گـاه روورق بـا تكيـه  ك ـحاكم بر حركـت يـك مي  
ــتصــغير  ــ ،5قابل حرك ــتخراج ش ــرف اس ــار ط ده و در در چه

پارامترهـاي صـلبيت، ميرايـي و     يكليـه  ،هـا هاستخراج معادل ـ
براي اولـين  عبارت ديگر هب. شده استاينرسي غيرخطي لحاظ 

صـورت سـه معادلـه و    بـه ورق ميكـرو مدل كامل غيرخطي بار 
مـورد   هـا هاي موجـود در معادلـه  بدون حذف هيچ يك از ترم

سپس پاسـخ اسـتاتيكي و دينـاميكي     .فته استربررسي قرار گ

                                                
1- Fu 

2 - Zhang 
3 - Pull-in 
4 - Von Karmann 
5 - Immovable Simply Supported Boundary Condition 

غيرخطي ميكروورق تحت ميدان الكتروسـتاتيك مـورد بحـث    
سـازي رفتـار   ذكر است كه براي مـدل لازم به. قرار گرفته است

استفاده شده  6وويت-از تئوري كلوين نيز ويسكوالاستيك ماده
روش گـالركين و   ،حركت هايلهمنظور حل معادهب. شده است

 ،سپس. خدمت گرفته شده استهاي چندگانه بهياسقروش م
ثيرات درصد حجمي نانوتيوب كربن بـر روي  أت ،براي اولين بار

دينـاميكي ميكـروورق نانوكـامپوزيتي مـورد     رفتار ارتعاشـي و  
ارزشـمندي اسـتخراج    هـاي يجـه مطالعه قرار گرفته اسـت و نت 

  .ده استش
  

  تعيين خواص مكانيكي نانوكامپوزيت -2

تـرين  هاي كربن يكي از چشمگيرترين و قابـل توجـه  نانوتيوب
. انـد خدمت گرفتـه شـده  هكه در ميكرو ادوات ب اندموادي بوده

. ]20[انـد  كشـف شـده   7توسـط ايجيمـا  بـار   اين مـواد اولـين  
نانوتيوب كربن دو نوع كاملاً متفاوت دارد كه بـه آن نـانوتيوب   

ــربن  ــواره ك ــك دي ــواره   )SWNT( 8ت ــد دي ــانوتيوب چن  9و ن
)MWNT (هاي كربن برخي از خواص نانو تيوب. شودگفته مي

  .ذكر شده است 1در جدول 
  

  .]9[ خواص نانوتيوب هاي كربن ):1(جدول 
 SWNTs)10,10(

 

MWNTs10)30,30(  SWNTsArrayof )10,10(

 

)(11 GpaE  1060 800 580 

)(22 GpaE  63/6  58/15  4/9  

ν  16/0  14/0  18/0  

)/( 3mkgρ
 1440 2090 1150 

  
  عنــوان المــان   بــه  SWNT (10 ,10)در ايــن مقالــه از       

10كننده و از تقويت
PMMA عنوان مـاتريس اسـتفاده شـده    به

 ،مقاومت بسيار بالاي اين ماده ،PMMAعلت استفاده از . است
مـدول الاسـتيك   . اسـت در مقابل شرايط آب و هوايي متفاوت 

ــت  ــلبي  CNT/PMMAنانوكامپوزي ــتفاده از روش اش ــا اس  -ب

 ـ ]21[ 11موري تاناكا خـواص   2جـدول  . ده اسـت دسـت آم ـ هب

                                                
6- Kelvin-Voigt 

7 - Iijima 

8- Single Wall Carbon NanoTube  

9 - Multi Wall Carbon NanoTube  

10 - Poly(Methyl Methacrylate) 

11- Eshelby–Mori–Tanaka Method 
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عنــوان ورق مكـانيكي مــواد مــورد اســتفاده در ايــن مقالــه بــه 
يكي از مـواد   SiO2 يماده. ده استكرنانوكامپوزيتي را ليست 

ن پايـه در ميكـروادوات مـورد    اعنـوان الم ـ بـه  رايجي است كه 
  . دهدگيرد و رفتاري الاستيك از خود بروز مياستفاده قرار مي

  

   .]9[ عنوان ماتريسمواد مورد استفاده بهخواص  :)2(جدول 
MAterial )/(

3mkgρ  )(GpaE  ν  

2SiO  2600 70 2/0  

PMMA 1150 3 4/0  

  

زيع اليـاف در مـاتريس بـا جهـت     فرض تو بادر اين مقاله      
تر از قي و نسبت لاغري الياف بزرگاتفاطور كامل بهگيري قرار

نسبت  SWNT/PMMA، مدول الاستيك نانوكامپوزيت 1000
مـوري   -با استفاده از روش اشـلبي  ،به درصد حجمي نانوتيوب

روابط  .نشان داده شده است 3در شكل  تاناكا استخراج شده و
آورده شـده   )الـف (و ضرايب مربوط به ايـن روش در پيوسـت   

  .است
  

  
با  مدول يانگ يك نانوكامپوزيت تقويت شده ):3(شكل 

  .تصادفي نانوتيوب طور كاملنانوتيوب كربن با توزيع به
  

به ازاي درصـد   ،شودمشاهده مي 3 طور كه در شكلهمان     
ــادل   ــربن مع ــانوتيوب ك ــي ن ــتيك   %3/32حجم ــدول الاس م

  .برابر خواهد بود SiO2نانوكامپوزيت با مدول الاستيك 
  

  بنديفرمولسازي و مدل -3

نسـبت بـزرگ يـك    بـه  معادلات حاكم بر تغيير مكان خمشـي 
ــفحه ــدان    يميكروص ــت مي ــتيك تح ــتطيلي ويسكوالاس مس

كـارمن و نيـز   -الكتروستاتيك، با اسـتفاده از تئـوري ورق وون  
 ـ  هوويت ب -تئوري ويسكوالاستيك كلوين دسـت  هصـورت زيـر ب

  :]22[ آيدمي
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هـاي  گاه ساده غير قابل حركت براي لبهكه شرايط مرزي تكيه
  :صورت زير خواهد بودهآن ب
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در صورت حذف ترم ميدان الكتروسـتاتيك در ايـن معـادلات،    
در كـه   مي توان معادلات مربوط به صـفحه مقيـاس مـاكرو را   

 ،كه در ايـن معادلـه   .دست آوردهذكر شده است ب ]23[مرجع 

),,( tyxuu = ،),,( tyxvv )و  = , , )w w x y t=  بيـــــــانگر
 ـ بيــانگر  Z ،ηو  X ،Yهــاي ميكـروورق در جهـات   جـايي هجاب

بيـانگر   Eبيـانگر ضـريب پواسـون،    νميرايي ويسوالاستيك، 
 dبيـانگر دانسـيته،    ρبيانگر ضخامت ورق،  hمدول يانگ، 

ــا،     ــين الكتروده ــوايي ب ــله ه ــانگر فاص ــت   0εبي ــانگر ثاب   بي
هاي پولاريزاسـيون  بيانگر المان dVو  PVو الكتريك هوا، دي

 ـ .هسـتند و نوساني ولتـاژ اعمـالي بـه ورق       )1-3( هـاي همعادل
صـورت  هسازي زير ببعدبي توانند با استفاده از پارامترهاي مي 

  .بعد نوشته شوندبي
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 ،در ايــن رابطــه
phc

a212
=τ  و
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νρ −
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cp اســت .

تعريـف  زيـر   صورتبه )1-3( هايمعادلهبعد ، شكل بيبنابراين
  : شوندمي
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  :شوندصورت زير تعريف ميهبعد بو شرايط مرزي بي
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هـاي  شـود، تـرم  مشـاهده مـي   هاهگونه كه در اين معادلهمان
   ظـاهر   هـا لـه غيرخطي سختي، ميرايي و اينرسـي در ايـن معاد  

كــه در ايــن  2αو  c ،1αهمچنــين پارامترهــاي . انــدشــده
  :شوندصورت زير تعريف ميهب ،اندظاهر شده هاهمعادل
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  تغيير مكان استاتيكي -3-1

تحت ميـدان الكتروسـتاتيك را    ورقتغيير مكان خمشي ميكرو
اسـتاتيكي ناشـي از    ءجـز : دانسـت  ءتوان متشكل از دو جزمي

ر تغيي ـ بنـابراين . ACو جزء نوسـاني ناشـي از ولتـاژ     DCولتاژ 
  :دصورت زير بازنويسي كرهتوان برا مي ميكروورقهاي مكان

( , , ) ( , ) ( , , ),

( , , ) ( , ) ( , , ),
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اجزاي استاتيكي و  رنمايانگ ”d“و  ”s“در اين روابط، زيرنويس 
  .هستندها ديناميكي تغيير مكان

و  )6-8( هـاي هدر معادل ـ )11( يگـذاري معادلـه  با جـاي      
 هـاي هت زمـاني از معادل ـ هاي حـاوي مشـتقا  دن ترمكرحذف 
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)15( 

حاصله، معادلات حاكم بر پاسخ استاتيكي ورق بـه شـكل زيـر    
  :استخراج خواهد شد
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)14(  

 1از روش گـالركين  ،غيرخطـي فـوق   هـاي همنظور حل معادلهب
ــابع پاســخ  در رو. اســتفاده شــده اســت       ش گــالركين شــكل ت

ضـرب يـك   آن حاصـل  يكـه هـر جملـه    ،صورت يك سريهب
   در نظـر گرفتـه    ،اي اسـت ضريب ثابـت در يـك تـابع مقايسـه    

له را ئبايست تمامي شرايط هندسي مس ـاين سري مي. شودمي
شكل زير به )12-14( هايلهمنظور پاسخ معادبدين . دكنارضا 
 :]24[ تشده اس فرض

, 1 ,

, 2 ,

, 3 ,

( , ) (2 ) ((2 1) ),

( , ) ((2 1) ) (2 ), , 1,2,...

( , ) ((2 1) ) ((2 1) ).

m n m n
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m n m n

u x y C Sin m x Sin n y

v x y C Sin m x Sin n y m n

w x y C Sin m x Sin n y

π π

π π

π π

= −

= − =

= − −

  

ــه     ــرف معادلـ ــر دو طـ ــودن هـ ــرب نمـ ــا ضـ در  )14( يبـ
2)),(1( yxws−در معادله حاصـله   )15( ي، جايگذاري معادله

كـارگيري روش گـالركين،   ه، و ب ـ)12-13( هـاي لـه و نيز معاد
ــادير  nmCمق ــكل   , ــر ش ــه تغيي ــروورق  و درنتيج ــاي ميك ه

در روش گـالركين، پـس از   . دست خواهد آمدهبنانوكامپوزيتي 
جايگذاري توايع پاسخ و با استفاده از خاصيت تعامـد، معادلـه   

هر كدام از اي مختلف ضرب شده و از حركت در توابع مقايسه
. شـود انتگـرال گرفتـه مـي    ،در حـوزه حـل   حركت هايهمعادل

                                                
1- Galerkin Method 

جبـري بـر حسـب ضـرايب      هايهمعادلسري صورت يك بدين
اي تعداد توابـع مقايسـه  اين كار به. آيددست ميهب لهئثابت مس
جبـري   هـاي هيك دستگاه معادل آن ينتيجه كهشود تكرار مي

nmCمقادير مجهول متشكل از  منظـور تعيـين   هب .خواهد بود ,

-يابي بهمنظور دستهبايست بمودهاي مورد نياز كه ميتعداد 

قرار گيـرد، همگرايـي ايـن روش    دقت مورد نظر مورد استفاده 

 يبيشــينهتغييــر مكـان   4شـكل  . مـدنظر قـرار گرفتــه اسـت   
له با تعداد مودهاي مختلف درنظـر  ئبراي حل مس ميكروورق را

مقـادير مـورد   . دهـد فته شده در روش گالركين نشـان مـي  رگ
ــارت   ــل عب ــن تحلي ــتفاده در اي ــت اس ma :از اس µ310=  و

mF /10854.8
12

0

−

×=ε .ررسي در تحليـل  ميكروورق مورد ب
گاه ساده درنظـر  مربعي با تكيه SiO2ورق همگرايي، يك ميكرو

  .گرفته شده است
  

  
 تغيير شكل يك ميكروورق مربعي با  بيشينه ):4(شكل 

2گاه ساده نسبت به نيروي الكتروستاتيك تكيه

2 pVα براي ،

11 =α.  
  

  نشـان داده شـده اسـت، بـراي     4طور كه در شـكل  همان     
مـود در روش   5بايست دقت مورد نظر حداقل مييابي بهدست

تغييـرات   5-6 يهـا شـكل . گالركين مورد استفاده قرار گيـرد 
2

2 pVα وmaxw     را نسـبت بـه پـارامتر
1α  ش مــورد بـراي رو

و  2استفاده در اين مقاله و نيز روش استفاده شده توسـط ژائـو  
طور كه در اين شـكل  همان. دهدرا نشان مي ]25[همكارانش 

دو  هـاي يجـه نشان داده شده اسـت، تطـابق مناسـبي بـين نت    
مدل مورد استفاده در اين تحقيـق   بنابراين. تحقيق وجود دارد

   .زنــدتخمــين مــيمقــادير ولتــاژ پــولين را بــا دقــت مناســب 
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 بيشـينه شـود،  نيز مشـاهده مـي   هاشكلطور كه در اين همان
22براي  %3/0اختلاف بين دو مدل معادل  =α است .  

  
تغييرات نيروي الكتروستاتيك پولين نسبت به  ):5(شكل 

1α گاه سادهورق مربعي با تكيهبراي يك ميكرو.  
  

  
تغيير شكل ورق نسبت به  بيشينهتغييرات  ):6(ل شك

1α 
  .گاه سادهورق مربعي با تكيهبراي يك ميكرو

  

  هاي طبيعي و شكل مودهااستخراج فركانس -3-2

در  )12-14( هـاي معادله و سپس )11( يبا جايگذاري معادله
 ـ ،)6-8( هـاي همعادل كي دينـامي  رفتـار حـاكم بـر    هـاي همعادل

دسـت  هن ب ـآورق حـول موقعيـت اسـتاتيكي    ميكـرو غيرخطي 
محاسـبه شـده   هاي بعدي كه پاسخ آن در قسمت ،خواهد آمد

هـاي طبيعـي و شـكل    دست آوردن فركـانس همنظور ببه. است
حاكم بر حركت  هايهبايست معادلمي ،مودهاي خطي سيستم

بـا حـذف   كـار   دسـت آورد كـه ايـن   هارتعاشات خطي آن را ب ـ
 هـاي ههاي غيرخطي، ميرايي و نيرو از معادلاوي ترمجملات ح

مقدار ويژه خطـي   هايهمعادل نتيجهشود و درانجام مي حاصله
شكل زيـر اسـتخراج    ميكروورق حول موقعيت استاتيكي آن به

  :خواهد شد

2 2 2

1 2 3 4 52 2

2 2 2 2

6 7 8 92 2 2
0,

d d d d d

d d d d

u v u w w
p p p p p

x x y y x y

w w w u
p p p p

x y x y t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 )16(  

2 2 2

1 2 3 4 52 2

2 2 2 2

6 7 8 92 2 2
0,

d d d d d

d d d d

v u v w w
q q q q q

y x y x x y

w w w v
q q q q

x y x y t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 )17(  

4 4 4 2

1 2 3 4 5 64 2 2 4 2

2 2

7 8 9 102

2 2 2

11 12 13 14 15 162 2 2
0.

d d d d d d

d d d d

d d d d d

d

w w w w w w
r r r r r r

x x y y x y x

w w u u
r r r r

y x y x y

v v w u v
r r r r w r r

x y t t t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

)18(  

) ب( پيوست در 16rتا  1rو 9qتا 9p ،1qتا 1pضرايب  كه
 ـهب. اندتعريف شده طـور  ايـن  )16-19( هـاي همنظور حل معادل

  :]24[ شود كهگرفته مي ردرنظ

,

,

,

( , , ) ( , ) ,

( , , ) ( , ) ,

( , , ) ( , ) .

m n

m n

m n

i t

d

i t

d

i t

d

u x y t U x y e

v x y t V x y e

w x y t W x y e

ω

ω

ω

=

=

=

 )19(  

  :در اين معادله

1 , ,

2 , ,

3 , ,

( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).

m n u m n

m n v m n

m n w m n

U x y B x y

V x y B x y

W x y B x y

= Φ

= Φ

= Φ

 )20( 

كل مود خطـي و فركـانس   ترتيب شبه nm,ωو  Φ ،كه در آن

. استورق در حالت بدون تغيير شكل استاتيكي طبيعي ميكرو
 ـ و نيـز پا  )19-20( هـاي با جايگذاري معادله  هـاي هسـخ معادل

كـــارگيري روش هو بـــ )16-18( هـــايهدر معادلـــ )14-12(
ورق هاي طبيعـي و شـكل مودهـاي ميكـرو    گالركين، فركانس

  .استخراج خواهند شد
  

  تحليل پاسخ ديناميكي  -3-3

روورق كديناميكي حاكم بر حركت مي هايهمنظور حل معادلهب
ه هـاي چندگان ـ ن، از روش مقيـاس آول موقعيت اسـتاتيكي  ح

     ورق هـاي ميكـرو  تغييـر مكـان   بنـابراين . ده اسـت ش ـاسـتفاده  
  :]26[شده است فرضصورت زير هب

2

1 0 1 2 2 0 1 2

3

3 0 1 2

2

1 0 1 2 2 0 1 2

3

3 0 1 2

2

1 0 1 2 2 0 1 2

3

3 0 1 2

( , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

( , , , , ),

( , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

( , , , , ),

( , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

( , , , , ).

d

d

d

u x y t u x y T T T u x y T T T

u x y T T T

v x y t v x y T T T v x y T T T

v x y T T T

w x y t w x y T T T w x y T T T

w x y T T T

ε ε

ε

ε ε

ε

ε ε

ε

= + +

= + +

= + +

 

)21( 
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ــه در آن ــكل     2Tو  0T ،1T ،ك ــه ش ــاني ب ــاس زم ــه مقي س

tT =0 ،tT ε=1  وTT 2

2 ε=  و  هســـتندε  پــــارامتر
 تـوازن منظـور ايجـاد   هب. استكوچك بدون بعد  1دهندهسامان

بـا تـرم ميرايـي     هـاي هخطي موجود در معادلهاي غيربين ترم
ترتيب ، اين دو ترم بهdVو نيروي تحريك  ηويسكوالاستيك 

2يهايي با مرتبهعنوان ترمبه
ε 3و

ε   انـد درنظر گرفتـه شـده .
گرفتن اين فـرض كـه طـول و عـرض ورق      رهمچنين با درنظ

صـورت  هب 1σبعد بسيار به يكديگر نزديك هستند، پارامتر بي
  :]26[استريف شده زير تع

2

1
1 .c ε σ= +  )22( 

 ـ  حركـت   هـاي هدر معادل ـ )21-22( هـاي هبا جايگـذاري معادل
ن و مسـاوي  آ ميكروورق حـول موقعيـت اسـتاتيكي    ديناميكي

  :خواهيم داشت εهاي برابر از هاي حاوي توانقرار دادن ترم
1

2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1 2 32 2

2 2
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4 5 6 72 2
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)24(  
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1- Bookkeeping parameter 
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معرفي ) ج( پيوستدر  ،هاهموجود در اين معادل هاييبضر كه
  :زير خواهد بودصورت به )23-26( هايهحل معادل .اندشده
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شـكل مودهـاي نرمـال شـده اول      wϕو  uϕ ،vϕ ،كه در آن
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∫∫ :، يعنيهستندق ميكروور = 1dydxϕ . چنـين  هـمω   نيـز

ــانس طبيعــي اول سيســتم بــوده و     ),(فرك 21 TTA  تــابع
     له ئپـذيري مس ـ بايسـت از شـرط حـل   مـي  ،مختلطي است كه

   هـاي هدر معادل ـ )35( يبـا جايگـذاري معادلـه   . دسـت آيـد  هب
  :اشتخواهيم د )29-27(
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  :كه در اين معادله
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)37(  

، فـرض  )36( يسـكولار از معادلـه   هـاي همنظور حذف جملهب
نظر گرفتن اين با در. باشد 2Tتنها تابعي از  Aشده است كه 

حـذف   )36( ياز معادلـه  1Tبـه  مشتقات زماني نسبت  ،فرض
  :آيدميدست هزير ب صورتهو حل خصوصي آن ب است شده

0 0
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2 1 2 1

2 22 2

2 1 2 1

2 22 2

2 1 2 1

2 ,

2 ,
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−

−

−
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 )38(  

  :دست خواهد آمدهاز حل معادله زير ب jψ ،كه در آن
2 2 2
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j
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)39(  

ωω، مقدار فركانس طبيعـي  j=1در اين معادله به ازاي  =j
 

ــه ازاي  ــي   ،j=2و ب ــانس طبيع ــود  jω=0فرك ــد ب       . خواه

 ورتص ـبـه  jwψو  juψ ،jvψ، )39( يمنظور حل معادلـه هب

  : شوندزير فرض مي

1

1

1

( , ) ,

( , ) ,

( , ) .

M

ju u i u i
i

M

jv v i v i

i

M

jw v i v i
i

x y a

x y a

x y a

ψ ϕ

ψ ϕ

ψ ϕ

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑

 )40(  

ــن معادلــه  ــكل مودهــاي نــاميراي    wφو  uφ ،vφ ،در اي ش
بـا جايگـذاري   . هسـتند اتيكي آن تميكروورق حول موقعيت اس

روش گالركين، كارگيري هو ب )39( يمعادله در )40( يمعادله
),(مقادير  ،و در نتيجه ia هايابتمقدار ث yxjψ ـ  دسـت  هب

  . خواهد آمد
 هـاي لـه در معاد )35و  38( هايحال، با جايگذاري معادله     

و بيان نزديك بـودن فركـانس تحريـك و فركـانس      )33-31(
شـكل  بـه  2σر اصـلي سيسـتم بـا اسـتفاده از پـارامت     طبيعي 
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2

2
σεω +=Ω ]26[ خواهيم داشت:  

1

0

2

3 3 3 3 1

2

[ , , ] (

) ,

K

u u u u

i Tm

u u

L u v w A i A AA

dA
i e cc NST

dT

σ η

ω

σ ωη

ωφ

= − + +

+ +

h h h

h
 )41(  

1

0

2

3 3 3 3 1

2

[ , , ] (

) ,

K

v v v v

i Tm

v v

L u v w A i A AA

dA
i e cc NST

dT

σ η

ω

σ ωη

ωφ

= − + +

+ +

h h h

h
 )42(  

1

2 2

0

2

3 3 3 3 16 1

2 2

1 1 1 1

2

1 1 1

1

2

[ , , ] ([ ]

[ ( ) 4 (

)] [

] ) .

w w v w

K m m m

w u wu v wv u wu

i Tm m m

v wv w w wu u

i Tm

wv v

L u v w r A i A

A A Fe i

dA
e cc NST

dT

σ η

σ

ω

ω φ σ ωη

ω φ φ ω ψ

ψ ω φ φ

φ

= − − +

+ + + +

+ − −

− + +

h h

h h h h

h h h

h

 

)43(  

 يبـا جايگـذاري معادلـه    w و u ،vبـا انـديس    ،hضرايب 
دست هاند، بآورده شده )ج(پيوست كه در  Γدر ضرايب  )44(

  :خواهند آمد
1 2 1 2

1 2 1 2 1

2 1 2

2

2

, 2 ,

, 2 , ,

2 ,

.
( 1 )

u u u

v v v w

w w

S d

S

u u

v v w

w

V V
F

w

φ ψ ψ

φ ψ ψ φ

ψ ψ

α

= = +

= = + =

= +

=

− +

 )44(  

در حالت همگن داراي جـواب  ) 41-43( هايلهاز آنجا كه معاد
در حالـت غيـر    هـا هاين سيستم معادل بنابراين،، استغير صفر 

پـذيري  حالتي داراي جواب است كه شرط حل تنها در ،همگن
  پـذيري، منظـور تعيـين ايـن شـرط حـل     هب. ]26[د كنرا ارضا 

را در  )41-43( هايلهبايست ابتدا طرفين معادمي
uχ ،

vχ  و

wχ  هـاي حاصـله را بـا يكـديگر     همعادل ده و طرفينكرضرب
همگـن حـاكم بـر     يالحاقي معادله توابعها χ .دجمع كر

3u ،

3
v  و

3w بـا  . مـد آدست خواهند هحل ب يكه در ادامه هستند
صله و استفاده از انتگرال حا يانتگرال گرفتن از طرفين معادله

رهاي مشتق به توابـع الحـاقي، و   جزء به جزء براي انتقال اپراتو
 ينظر داشتن اين موضوع كه اين توابـع الحـاقي در معادلـه   در

صـورت زيـر   هپذيري معادله بكنند، شرط حلهمگن صدق مي
  :آيددست ميهب

2 22

2

( ) 0.i TdA
KA A i A i m f e

dT
σ

ωηξ ω+ Σ − − + =  )45(  

   :كه در آن
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=

− −
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= + +
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=
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∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

h h

h h h

h h h

h h h

h h h h h

h h

,

.
w

f F dx dyχ= ∫∫

 

خودالحـاقي   ،حـاكم بـر ورق   هـاي هذكر است كه معادللازم به
حاكم بـر توابـع    هايهراج معادلخبايست پس از استنبوده و مي

     تـوان  را مـي  Aپـارامتر   .دكـر را اسـتخراج   ايـن توابـع  الحاقي، 
 βاز و زاويه ف aشكل قطبي و با استفاده از دامنه ارتعاش به
βieaAشكل هب

2

1
=

دن شـكل  كـر با جـايگزين  . دكربازنويسي  

هـاي  و جداسـازي قسـمت   )45( يدر معادلـه  Aقطبي پارامتر 
گـرفتن ايـن    رنيـز درنظ ـ حقيقي و موهومي معادله حاصـله و  

βσγصورت هب γمقدار  فرض كه −= 22T   25[تعريف شـود[ ،
  :صورت زير نوشتتوان بهرا مي )45( يمعادله

1

2

3

2 2

2

2 sin ( , ),

( ) 2 cos ( , ).
4

d a f
m a g a

dT

d K f
m a m a a g a

dT

η ξ γ γ

ω

γ
σ γ γ

ω ω ω

= − + =

Σ
= + + + =

 )47(  

),(تعادل  يحاكم بر نقطه يمعادله 00 γa     بـا مسـاوي صـفر
قرار دادن 

2/ aTad  و
2/ dTd γ خـواهيم   پـس . آيددست ميهب

  :داشت
2

2 2 2 2

0 0 22
4 [( ) ( ( )) ].

4

f K
a a mη ξ σ

ω ω ω

Σ

= + + +  )48(  

نشــان داده شــده اســت،  )48( يطــور كــه در معادلــههمــان
     آورد كــهدســت مــيهخــود را بــ بيشــينهمقــدار  0aهنگـامي  

خـواهيم   پـس  ،ها برابـر صـفر شـوند   هاي موجود در پرانتزترم
  :داشت

2

2 0

4 2
, .

4

K a f
a

m
σ

ω η ξ ω

− − Σ
= =  )49(  

دسـت  هصورت زير ب ـهزونانس غيرخطي بنتيجه فركانس رو در
  :خواهد آمد

2

3 2 2
.

f K

m m
ω

ω ηξ ω

Σ
Ω = − −

 )50(  

 يدر معادلـه  )38و  35( هـاي گذاري معادلـه همچنين با جاي
دست خواهند هصورت زير بهورق بهاي ميكروتغيير شكل )21(

  :آمد

)46( 
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1
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+ Ω −
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+ Ω −

 

)51(  

  تحليل پايداري -3-4

 ـ بايســت داري سيسـتم، در ابتــدا مـي  پاي ـ يمنظـور مطالعــه هب
 ـ بنـابراين . ]26[دسـت آورد  هماتريس ژاكوبين را ب  يهاز معادل

  :يد كهآدست ميهب )47(

1 1

2 2

0
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0 02
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2
cos( )

.
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   

− ∆   
−

 
 

 )52(  

نمـايش داده شـود،    Cبـا   )52( ياگر ماتريس ضرايب معادلـه 
ــه ــه  يمشخصــه يمعادل ــا معادل −=0 يسيســتم ب IC λ     

توان مي پس. استماتريس واحد  Iآيد كه در آن دست ميهب
  :نوشت

2

2 2

2 0 0

2 2

2( )

3
( ) {( ) }{( ) } 0.

4 4

Ka Ka
m m

λ ηξ λ

ηξ σ σ

ω ω ω ω

+ +

 Σ Σ
+ + + + + = 

 
 

)53(  

  :دست خواهد آمدهصورت زير بهب λو در نتيجه مقادير 

2 2

0 0

2 2

3
{( ) }{( ) }.

4 4

Ka Ka
m mλ ηξ σ σ

ω ω ω ω

Σ Σ
= − ± − + + + +   )54(  

اپايـداري رخ  سيستم مثبت باشد، ن يكه مقادير ويژهدرصورتي
كه يكي از مقادير ويژه برابـر صـفر باشـد،    دهد و در صورتيمي

 يفتن معادلهربا درنظر گ. وجود خواهد آمدهب 1انشعاب ينقطه
  :اين شرايط زماني رخ خواهد داد كه )53(

0}
4

3
)}{(

4
){()(

2

0
2

2

0
2

2
=+

Σ
++

Σ
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ωω

σ

ωω

σηξ
Ka

m
Ka

m
 )55(  

ق گرفتـه  مشـت  0aنسـبت بـه    )48( يكه از معادلهدرصورتي
  :شود خواهيم داشت

                                                
1- Bifurcation Point 

2 2

2 0 0

2 2
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.
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Ka Ka
m m
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 

=

 Σ
+ + 

 

)56(        

انشـعاب در   يدهـد كـه نقطـه   نشان مي )55-56( هايهمعادل

ــي ــه صــورتي رخ م دهــد ك
0

2

da

dσ  ــا . مســاوي صــفر باشــد     ب

  :خواهيم داشت )47( يگيري از معادلهمشتق

1

22

( , ) 0
.

( , ) 1

g ad

g ad

γ

γσ

   
=   

−  
 )57(  

 در Cضـرب مـاتريس   كه درجـه مـاتريس حاصـل از    نجا آو از 
انشـعاب از   ي، ايـن نقطـه  است 2برابر  )57( يماتريس معادله

  .است 2زيني ينوع نقطه
  

  بحث -4

نشان داده شده اسـت، مـدول يانـگ     3طوركه در شكل همان
ميكروصفحه نانوكامپوزيتي تقويت شده با نانوتيوب كـربن، بـا   

صورت خطي افـزايش  هبن بافزايش درصد حجمي نانوتيوب كر
درصـد حجمـي نـانوتيوب     عبارت ديگر، بـا افـزايش  به. يابدمي

. رودتر شده و سـختي آن بـالاتر مـي   صفحه سفتكربن، ميكرو
مستقيم ناپايـداري پـولين ميكـروورق را    صورت بهاين موضوع 

كه درصـد حجمـي نـانوتيوب    هنگامي. دهدثير قرار ميأتحت ت
زمـان  صورت هـم هو دانسيته آن ب يابد، سختي ورقافزايش مي
بـر روي  نها أثير آنرخ افزايش اين پارامترها و ت. يابدافزايش مي

ستند هورق از جمله موارد مهمي تغيير شكل و فركانس ميكرو
  .بايست مورد بررسي قرار گيرندكه مي

تغييرات ولتاژ پولين را نسبت بـه درصـد حجمـي     7شكل      
وكامپوزيــت مـورد اســتفاده در  ننـانوتيوب كــربن موجـود در نا  

maها به ازاي كليه تحليل. دهدورق نشان ميميكرو µ310= 
mFو  /10854.8

12

0

−

×=ε   و نيز خواص مكـانيكي ورقSiO2 

ــانيكي ميكـــروورق   2مطـــابق جـــدول  و نيـــز خـــواص مكـ
تاناكـا انجـام شـده     -موري -نانوكامپوزيتي مطابق روش اشلبي

كـه  شود، هنگاميمشاهده مي 7نه كه در شكل گوهمان. است
صورت خطـي  يابد، ولتاژ پولين نيز بهدرصد حجمي افزايش مي

بـه ازاي مقـدار    3يابد و از آنجا كـه مطـابق شـكل    افزايش مي

                                                
2- Saddle Node Bifurcation 

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir

 1391، پاييز 3، شماره 8، جلد )كنترلارتعاشات و ك، دينامي(فصلنامه مكانيك هوافضا                                                                                    62

 

، مدول يانگ ميكـروورق  fV≈2.32%درصد حجمي معادل 

ل يانـگ  نانوكامپوزيتي تقويت شده با نانوتيوب كربن، بـا مـدو  
تـوان گفـت ولتـاژ پـولين     شـود، مـي  برابر مي SiO2ميكروورق 

بـا ولتـاژ    fV≈2.32%ميكروورق نانوكامپوزيتي نيز به ازاي 

گونه كـه در  برابر خواهد شد، اما همان SiO2پولين ميكروورق 

نيـز نشـان داده شـده اسـت، فركـانس طبيعـي ايـن         8شكل 
   .است SiO2ر بالاتر از ميكروورق ميكروورق نانوكامپوزيتي بسيا

  
تغييرات ولتاژ پولين به ازاي تغييرات درصد  ):7(شكل 

  .حجمي نانو تيوب كربن
  

هاي مختلف نسبت به ورقيعي ميكروتغييرات فركانس طب     

ــه ازاي  ــاژ الكتروســتاتيك ب 11تغييــرات ولت =α  8در شــكل 
ه كـه در ايـن شـكل مشـاهده     گونهمان. نشان داده شده است

نوتيوب از نـا % 15هاي حجمي بـالاتر از  شود، به ازاي درصدمي
از  بـالاتر  ،ورق نانوكـامپوزيتي كربن، فركـانس طبيعـي ميكـرو   

هـاي مطلـوب و   يكي از رفتار ،اين رفتار. است SiO2ورق ميكرو
  ادوات دنبـال  سـاخت ميكـرو  طراحـي و  در كـه   آلي اسـت ايده

ــر  9شــكل  .شــودمــي ــاي ورقشــكل خمشــي ميكــرو تغيي ه
ــا ميكــرو . ده اســتكــرمقايســه  SiO2ورق نانوكــامپوزيتي را ب

شود، به ازاي يك ولتاژ گونه كه در اين شكل مشاهده ميهمان
اعمـالي مشــخص، تغييــر شــكل خمشــي ميكــروورق بــه ازاي  

با درنظر . بايدكاهش درصد حجمي نانوتيوب كربن افزايش مي

ــكل   ــرفتن ش ــانس طب 8گ ــه فرك ــفحه  ، اگرچ ــي ميكروص يع
نانوتيوب كربن، به ازاي ولتاژهايي كمتـر  % 15نانوكامپوزيتي با 
است،  SiO2برابر با ميكرو صفحه  يبيتقرطور بهاز ولتاژ پولين، 

 SiO2صـفحه  ل خمشي آن بسيار بـالاتر از ميكرو اما تغيير شك

  ). 9شكل ( است

  
ورق نسبت به ولتاژ تغييرات فركانس طبيعي ميكرو):8(شكل

11(كتروستاتيك ال =α.(  

  
تغيير شكل خمشي ميكروورق نسبت به  بيشينه ):9(شكل 

  .تلف نانوتيوب كربنخهاي مروي الكتروستاتيك براي درصدني
  

رود، شـمار مـي  هاگرچه اين موضوع يك خاصيت مطلوب ب     
 لي بايد به اين نكتـه نيـز توجـه داشـت كـه در ايـن حالـت،       و

 درو تـر  صفحه نانوكامپوزيتي سـريع ي پولين در ميكروناپايدار
 بيشـينه ، از طـرف ديگـر  . دهدتري رخ ميازاي ولتاژهاي پايين

ــامپوزيت  ــا تغييــر شــكل خمشــي ميكــروورق نانوك % 3/32ي ب
نانوتيوب كربن، به ازاي ولتاژهايي كمتر از ولتاژ پولين برابر بـا  

صـورت  بـه  بوده و فركانس طبيعي آن نيـز  SiO2ميكروصفحه 
     كــه ايــن رفتــار  اســت SiO2برابــر ميكروصــفحه  4/1 تقريبــي

  .رودشمار ميهاي مطلوب در ميكروادوات بعنوان پديدهبه
ــي       ــوع م ــن موض ــار اي ــالاي   در كن ــي ب ــه ميراي ــت ب بايس

هايي براي سراميك ηمقدار . ها نيز توجه داشتنانوكامپوزيت
عنـوان  و به ]27[) 10(-5 -) 10(-4 يحدودهدر م SiO2همانند 

               نـانوتيوب كـربن در محـدوده    % 10مثال براي نانوكامپوزيت با 
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شـدت رفتـار   پس اين ميرايي بـه . است ]28[) 10(-2 -) 10(-1
  .هددارتعاشي ميكروورق را تحت تأثير قرار مي

را نسـبت بـه    0aدامنه ارتعاش  بيشينهتغييرات  10شكل      
هـاي نانوكـامپوزيتي بـا درصــدهاي    بـه ازاي ورق  2σپـارامتر  

13مختلف از نانوتيوب كربن و براي 
2

=sV   دهـد نشـان مـي .
هـا  در اين نمودار ساير پارامترهاي طراحي براي تمـامي نمونـه  

  . ثابت درنظر گرفته شده است
  

  
ارتعاش نسبت به  يدامنه يبيشينهتغييرات  ):10(شكل 

به ازاي درصدهاي مختلف حجمي نانوتيوب  2σپارامتر 
  .كربن

  

شود، به ازاي اين ولتـاژ اعمـالي،   طور كه مشاهده ميهمان     
نانوتيوب كـربن داراي رفتـار   % 15ميكروورق نانوكامپوزيتي با 

ــخت غي ــوع سـ ــي از نـ ــونرخطـ ــروشـ ــاي ورقدگي و ميكـ هـ
ــا نانو ــار % 25و % 20كــامپوزيتي ب ــانوتيوب كــربن داراي رفت ن

دامنـه   بيشـينه چنين هم. شوندگي هستندغيرخطي از نوع نرم
نســبت بــه   ،نــانو تيــوب % 25ارتعــاش نانوكامپوزيــت بــا   

ــا  ــانوتيوب% 20نانوكامپوزيــت ب    كــاهش آشــكاري را نشــان  ،ن
ورق يـن نمونـه از ميكـرو   افزايش سختي ا كه نشان از ،دهدمي

  . دارد
هـاي  ههاي بيانگر سختي در معادلذكر است كه ترملازم به     

هاي سختي ترم: توانند به دو دسته تقسيم شوندورق ميميكرو
ــرمســاختاري ميكــرو ــروي  ورق و ت هــاي ســختي ناشــي از ني

كـه سـختي   زمـاني . ورقميكـرو الكتروستاتيك اعمال شده بـه  
ورق وستاتيك بر سختي سـاختاري ميكـرو  ترناشي از نيروي الك

كه سختي سـاختاري بـر   شوندگي و زمانيغلبه كند، حالت نرم
شـوندگي بـروز   سختي الكتروستاتيك غلبه كند، رفتـار سـخت  

  .كندمي

ــكل       ــده در   11ش ــاهر ش ــي ظ ــرايب غيرخط ــرات ض   تغيي
 Kدر اين شكل ترم سختي . دهدرا نشان مي )50( يمعادله 

و سـختي الكتروسـتاتيك    KKبه دو تـرم سـختي سـاختاري    

VsK و بـراي   هـا شـكل سازي با هدف ساده. تقسيم شده است
غيرخطي را در يـك شـكل    هاياينكه بتوان تمامي اين ضريب

غيرخطـي   هـاي ايـن ضـريب   يد، كليـه كـر با يكديگر مقايسه 
انـد،  نهـا داشـته  آمقداري كه هـر كـدام از    يينهبيشنسبت به 

     . اندنرمال شده
   

  
خطي نرمال شده نسبت به تغييرات ضرايب غير ):11(شكل 

  .ولتاژ الكتروستاتيك
  

شـود، مقـدار   گونه كه در اين شكل نيز مشاهده مـي همان     
وسـتاتيك تغييـر   به ازاي مقادير مختلف ولتاژ الكتر mپارامتر 

كـه   Σخطـي  ضـريب غير . اسـت محسوسي نداشـته و ثابـت   
دهد، به ازاي افـزايش  را تشكيل مي1σهاي حاوي ضرايب ترم

در ولتاژهاي نزديـك   و است ولتاژ الكتروستاتيك افزايش يافته
طـي  خقـدرمطلق ضـريب غير  . يابدكاهش مي ولت دوباره 5به 
ξ نيز با افـزايش   ،شودكه در واقع از جملات ميرايي ناشي مي

. يابـد در ابتدا كاهش و سپس افزايش مـي  ،ولتاژ الكتروستاتيك
اين نكته در تحليل رفتار ديناميكي سيستم بسـيار بـا اهميـت    

هاي الاستيك كه ميرايي سيستم ثابـت  خلاف سيستمبر. است
شـود، در  بيـان مـي   cريب ميرايـي ويسـكوز   ض ده و تنها بابو

نيـز   11 گونه كـه در شـكل  هاي ويسكوالاستيك، همانسيستم
و با افـزايش ولتـاژ   است شود، مقدار ميرايي متغير مشاهده مي

  ايـن ميرايـي   . يابـد الكتروستاتيك، ميرايي آن نيـز تغييـر مـي   
هاي غيرخطـي  فركانس دنكرجا هتواند نقش مهمي در جابمي
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  .دكنايفا 

ــان      ــه در شــكل  هم ــه ك ــت  10گون ــده اس ــان داده ش  ،نش
سختي ساختاري ميكروورق نانوكـامپوزيتي بـه ازاي    هايردامق

افـــزايش ولتـــاژ الكتروســـتاتيك كـــاهش يافتـــه و ســـختي 
-كه نرخ تغييرات آنهـا مـي   ،يابدالكتروستاتيك آن افزايش مي

شـوندگي سيسـتم   ي و يـا نـرم  شوندگتواند نشانگر رفتار سخت
 .باشد

ورق خطـي ميكـرو  تغييرات فركانس طبيعـي غير  12شكل      
نـانوتيوب كـربن را نسـبت بـه ولتـاژ      % 3/32نانوكامپوزيتي بـا  

ديناميك اعمال شده به ورق و به ازاي مقـادير مختلـف ولتـاژ    
گونـه كـه در ايـن شـكل نيـز      همـان . دهداستاتيكي نشان مي

زاي ولتاژهاي استاتيكي مختلف، سيسـتم  شود، به امشاهده مي
شـوندگي از خـود نشـان    شوندگي و يا سختتواند رفتار نرممي

بايد به اين نكته توجه داشت كه رفتار غيرخطي سيستم . دهد
شـوندگي، از اطـراف ناحيـه    شوندگي بـه سـخت  در گذر از نرم

تـوان مقـدار ولتـاژ اسـتاتيكي     پس مي. كندخطي نيز عبور مي
د كه رفتار سيستم به كراي تنظيم گونههسيستم را ب اعمالي به

توان بـا قـرار   همچنين اين كار را مي. حالت خطي نزديك شود
اي از پيزوالكتريـك بـر روي ورق و تغييـر در ميـزان     دادن لايه

 /ايـــن موضـــوع در ميكروحســـگرها .ســـختي آن انجـــام داد
  طـور كـه مشـاهده   همـان . عملگرها كاربرد فراوانـي دارد ميكرو

شود با افزايش ميزان نيروي ديناميكي اعمال شده بـه ورق،  مي
يابد و فركـانس غيرخطـي بـه    جايي فركانسي افزايش ميهجاب

  .شودمقاديري كمتر و يا بيشتر از فركانس خطي منتقل مي
  

  
تغييرات فركانس غيرخطي نسبت به ولتاژ  ):12(شكل 

  .SVير مختلف به ازاي مقاد dVديناميك 

 گيرينتيجه -5

خطـي يــك   در ايـن مقالـه رفتـار اســتاتيكي، دينـاميكي غيـر     
ميكروورق ويسكوالاستيك نانوكـامپوزيتي مـورد بررسـي قـرار     

در اين مقاله نشان داده شده است كه با اسـتفاده  . گرفته است
هـايي  توان به تغييـر شـكل  هاي نانوكامپوزيتي مياز ميكروورق

هايي بسيار معادل تغيير شكل ميكروورق الاستيك در فركانس
ورق الاستيك دست يافت كه ايـن  هاي ميكروسبالاتر از فركان

هـا مناسـب   شدت در ميكروادواتي نظير ميكروسوئيچهموضوع ب
ــوب  ــتو مطل ــرو   . اس ــاميكي ميك ــا رفتــار دين هــاي ورقام

   وجــود ههــايي بــراي اســتفاده آن بــكــامپوزيتي محــدوديتنانو
توان بـه ميرايـي بسـيار بـالاي     ترين آنها ميورد كه از مهمآمي

هـا،  كامپوزيـت بر ضريب ميرايي بالاي نانوعلاوه. آنها اشاره كرد
ورق بـه ازاي افـزايش ولتـاژ الكتروسـتاتيك نيـز      ميرايي ميكرو

    اي نـامطلوب در ميكـروادوات  ديـده پ ،يابد كـه خـود  مي تغيير
ــ ــي هب ــمار م ــينهم. وردش ــار غيرچن ــرو ، رفت ــي ميك ورق خط

نانوكامپوزيتي به ازاي تغيير در ميزان درصد حجمي نـانوتيوب  
بايست در طراحـي  و مي است متفاوت بوده كامل، طوربه كربن

ميكرورزوناتورهـا مـورد توجـه     ويـژه بهو ساخت ميكروادوات و 
 .قرار گيرد
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مربوط به محاسبه خواص  هايهرابط: پيوست الف

ها با استفاده از روش مكانيكي و مادي نانوكامپوزيت
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