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   چكيده

در حد  رياخ هاي است كه در سال ينازك فلز هاي و ورق ها ليخمش پروف دينسبتاً جد يندهاياز فرآ يكي يكيبستر لاست يرو يخمش ورق فلز
شـده و پـس از    لي ـو تحل هيتجز نديفرآ نيورق در ا كيشكل پلاست رييتغ همسئل ق،يتحق نيدر ا. مورد توجه و استفاده قرار گرفته است يعيوس

 كي ـ يمعـادلات بـرا   ،در ادامـه . شده است حيت تشرمعادلا نيا يعدد -يليحل تحل ريشكل ورق، س رييتغ ينواح يحاكم برا معادلاتاستخراج 
 ـ يب ـيتقر اي رابطه ،نچنيهم. است شده ميورق ترس يعمق نفوذ در شعاع انحنا راتيياثر تغ يخاص حل شده و منحن همسئل عمـق نفـوذ و    نيب

لازم در عمـق نفـوذ،    ماتيتنظ جاديان با اتو يم آناست و با  نديدر كنترل فرآ اكار اريبس يابزار رابطه نيا. است آمدهدست  ورق به يشعاع انحنا
 زاني ـم ،يكيبسـتر لاسـت   كي ـ ينازك رو يورق فولاد كيخمش  ،هاي متعدد شيبا انجام آزما. ديو خطا به قطر مطلوب رسان يورق را بدون سع
  .رار گرفته استق ليتحل و هيو تجز يابيمورد ارز نديفرآ نيورق در ا كيشكل پلاست رييتغ يشده برا ستخراجاعتبار معادلات ا

  
  يكيبستر لاست ،كيپلاست ،ورق ،خمش :هاي كليدي واژه

  
Analytical- Numerical Solution of Plastic Bending 

 of a Metal Sheet on Elastic Foundation  
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ABSTRACT  
The sheet bending on elastic foundation is a relatively new method in recent years. In this work, the plastic 
deformation of sheet is studied. The governing differential equations for the sheet deformation zones were obtained. 
Then, the equations were analytically-numerically solved for a given problem and the effect of indentation depth on 
the sheet bending radius was studied. A relationship was obtained to correlate the indentation depth to the sheet 
bending radius. This relationship can be used in controlling the process and also in process planning. The results 
were verified by a set of experiments. 
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  مقدمه -1
كاري ورق نازك فلزي بـر روي بسـتر لاسـتيكي در    فرآيند خم

روش نسـبتاً جديـدي    ،يغلتككاري دوار ميان فرآيندهاي خم
هاي نازك فلزي ابداع شـده  كاري ورقاست كه اخيراً براي خم

 يهـا  ورقهـاي بـالا در خـم كـاري     دليل دارا بودن قابليتو به
 يهـا  سـال ي در غلتك ـنازك نسبت به فرآيندهاي سه و چهـار  

  .وسيع قرار گرفته است هاخير مورد توجه و استفاد
و گانـدهي و  ] 2[ و همكـارانش  2، يانگ]1[ 1يانگ و شيما     
ي را غلتك ـكـاري سـه   خمش ورق در فرآينـد خـم  ] 3[ 3راوال

و ] 5[ 5، هيـوا و لـين  ]4[ و همكـارانش  4هيوا. اند كردهبررسي 
ي غلتك ـكاري چهـار  خمخمش ورق در فرآيند ] 6[لين و هيوا 

در مروري بـر انـواع    و همكارانش 6وولرتسن. اندهرا بررسي كرد
كـاري بـر روي    روش خم هاي فلزي،خمش پروفيل يها روش

گونه تحليلـي بـراي   هيچ هبستر لاستيكي را معرفي و بدون ارائ
فرآيند، به اثر بعضي پارامترهاي فرآينـد از جملـه عمـق نفـوذ     

و  7كـاون ]. 7[ اندمحصول اشاره كرده در انحناي نهايي غلتك
خمش يـك پروفيـل آلـومينيمي از     2001 همكارانش در سال
، را بر روي يك بستر لاستيكي AA6061-T6جنس آلومينيوم 

شـكل  غلتـك مورد بررسي تجربي قرار داده و اثر ميزان نفـوذ  
دهي را بر روي شعاع انحناي نهـايي خمـش محصـول تعيـين     

رانش علاوه بر بررسي تجربـي خمـش   و همكا 8لي]. 8[ كردند
، بـر  AA6061يك پروفيل قوطي سـاده از جـنس آلومينيـوم    

روش اجزاء روي بستر لاستيكي و تعيين نتايج آن، فرآيند را به
سـازي و نتـايج دو روش را بـا يكـديگر مقايسـه      محدود شبيه

 Uشـكل  به يها ورقو همكارانش خمش  9گيگر].  9[ اند كرده
روش صلب و ماتريس لاسـتيكي بـه   هيك سمب را با استفاده از

سـي  ده و مـورد برر كـر سازي شبيه (FEM)محدود  يها المان
شـكل را بـا    Vخمـش ورق   10ژنگ و لئونگ]. 10[قرار دادند 

لاستيكي و يك قالب صلب طي يك تحقيـق   هكمك يك سمب

                                                 
1- Yang and Shima  
2- Yang 
3- Gandhi and Raval 
4- Hua  
5- Lin  
6- Vollertsen  
7- Kwon  
8- Lee   
9- Geiger  
10- Zhang and Leong  

رمضـاني و همكـارانش   ]. 11[تجربي مورد بررسي قرار دادنـد  
روش المان محدود ارهاي لاستيكي را بهدهي با ابزفرآيند شكل

  ].12[ و تجربي مورد مطالعه قرار دادند
فرآينـد   هتحقيقاتي كـه تـاكنون در زمين ـ   هبررسي پيشين     

ي ورق بر روي يك بستر لاسـتيكي منتشـر شـده    غلتكخمش 
تحليل رياضي بـراي    گونه چيهكه تاكنون  دهد يماست، نشان 

ن فرآينـد ارائـه نشـده    اي ـورق در  كيپلاسـت -كيالاستخمش 
اين جاي خالي تحقيقاتي در اين زمينه كاملاً آشكار بنابر ،است
تحليل كامل تغييـر   يبرادر اين تحقيق، براي اولين بار، . است

ورق در اين فرآيند، تحليلي رياضـي   كيپلاست-كيالاستشكل 
 ـ   ديفرانسـيل حـاكم بـر     هارائه شده و پـس از اسـتخراج معادل

 ـورق كيخمش پلاست ي حـل شـده   عـدد  -يل ـيتحلروش ه، ب
  .است

  
  تئوري -2

نشـان داده شـده    1صـورت شـماتيك در شـكل    اين فرآيند به
      tدر طـي ايـن فرآينـد ورق نـازك فلـزي بـه ضـخامت        . است

فولادي بر روي يـك بسـتر لاسـتيكي بـه      غلتككمك يك به
شكل يك بستر تخت است، تـا عمـق نفـوذ    به كه  Hضخامت 

شـود و در اثـر ايـن عمـل توزيـع بـاري       يفشرده م hميزان به
اسـت، بـر روي   يكنواخـت   xكه در راسـتاي   2مطابق با شكل 

بـا  . شـود و سـبب تغييـر شـكل خمشـي ورق مـي     ورق ايجاد 
پيشروي بستر لاستيكي از يك سمت به سمت ديگـر، تمـامي   

      و بســتر لاســتيكي عبــور كــرده و  غلتــكطــول ورق از بــين 
در اين فرآيند . شودن دو خارج ميشده از بين آ صورت گردبه
فلـزي بـا روكـش     غلتـك ممكن است يك  ،جاي بستر تختبه

در ايـن فرآينـد كوچـك     h/Hنسـبت  . لاستيكي استفاده شود
 هاست و درنتيجه كرنش ايجاد شـده در لاسـتيك در محـدود   

ترتيب طـول،  به vو  a ،bدر اين شكل . باشدكرنش كوچك مي
نيروي وارد از جانب  fورق و عرض و خيز عمودي سطح مياني 

العمل بستر نيـز بـا   عكس. باشندبر واحد عرض ورق مي غلتك
)(* xpy شودنشان داده مي .  

با فرض اين كه طول ورق بـه انـدازه كـافي بلنـد باشـد و           
هـاي  موقعيت اعمال نيروي تغيير شكل در جايي باشد كه لبـه 

سمت بستر شود، با نفوذ غلتك بهورق بتواند از روي بستر جدا 
لاستيكي سه ناحيه تغيير شـكل در ورق مطـابق بـا آنچـه در     
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شود كه عبارت اسـت  نشان داده شده است، ايجاد مي 3شكل 
  : از

  ، )aناحيه (ناحيه بدون تغيير شكل و آزاد 
  و ) bناحيه (ناحيه تغيير شكل الاستيك 
  ). cناحيه (ناحيه تغيير شكل پلاستيك 

اي از دهنـده لايـه  نشان cطوح تيره رنگ واقع در ناحيه س     
در اين حالـت خيـز ورق   . است ورق است كه به تسليم رسيده

در دو طرف محل اعمال نيروي تغييـر شـكل متقـارن خواهـد     
  .بود
  

 
ورق بر روي يك  خمش شكل شماتيك فرآيند ):1(شكل

  .بستر لاستيكي
  

  
ورق بر  خمش فرآيند رتوزيع بار بر روي ورق د :)2(شكل

  .روي يك بستر لاستيكي
  

 
نواحي تغيير شكل ورق در فرآيند خمش ورق بر : )3(شكل

  .روي بستر لاستيكي
  

    دهـي تنهـا   شـكل  غلتـك در اين فرآيند اگر جهت حركـت       
     نـواحي تغييـر شـكل    ،سمت عمود بر بستر لاسـتيكي باشـد  به

 غلتـك صـورتي كـه    شكل خواهـد گرفـت و در   ،صورت فوقبه
وارد و  غلتكشروع به چرخش كند و ورق از يك سمت به زير 

چه در شـكل   ، نواحي تغيير شكل با آناز طرف ديگر خارج شود
 كمي متفاوت خواهد بود و احتمالاً ،فوق نشان داده شده است
جـا تغييـر شـكل ورق بـراي     در اين. تقارن هم نخواهـد داشـت  

سـمت بسـتر   رق را فقط بهو غلتكحالت اول، يعني حالتي كه 
 غلتـك عبارت ديگـر اصـطكاكي بـين ورق و    يا به دهد يمنفوذ 

فقط لغزش وجود دارد نه  غلتكيعني بين ورق و  ،وجود ندارد
اگرچه براي . غلتش، مورد بررسي و تحليل قرار داده شده است

دليل عدم امكان سنجش انجام آزمايش خمش بر روي ورق به
و عبـور   غلتـك اي جز چرخش ارهشعاع خمش در كار ورق، چ

  . و بستر لاستيكي وجود ندارد غلتكورق از بين 
در اين تحقيـق، تحليـل كامـل تغييـر شـكل پلاسـتيك و           

در ايـن  . الاستيك ورق در فرآيند مورد توجه قرار گرفته اسـت 
راستا براي اولين بار دستگاه معـادلات ديفرانسـيل حـاكم بـر     

ورق در اين فرآيند اسـتخراج  پلاستيك  -تغيير شكل الاستيك
دليل عدم امكان دسـتيابي بـه جـواب دقيـق و     است و به شده

تحليلي براي آن، دستگاه معادلات ديفرانسيل حاكم از طريـق  
 حـل شـده   (FDM)روش اخـتلاف محـدود   عددي به -تحليلي
ي بر غلتكتحليل كامل ارائه شده براي فرآيند خم كاري . است

ن تحقيـق كـاملاً نـو بـوده و اولـين      روي بستر لاستيكي در اي
كاري است كه در تحليل تغيير شكل پلاسـتيك ورق در ايـن   

اهميت اين تحليل دسـتيابي بـه نتـايجي    . شودفرآيند ارائه مي
بينـي قطـر   عنوان ابزاري براي پـيش به تواند يماست كه عملاً 

كار رود، بدون اين كه نيازي به سـعي  ورق در كنترل فرآيند به
مـدل  . زياد اسـت  هاشد كه مستلزم صرف وقت و هزينو خطا ب

سـه   ،با يكديگر اآنهكردن رفتار مكانيكي ورق و بستر و تعامل 
 -قدم اساسي در تحليل رفتار مكـانيكي ورق در سيسـتم ورق  

  . استبستر 
يـك تئـوري    هـا  ورقـه تئوري كلاسيك كروشف در خمش      

يك ورق كاملاً معتبر و پذيرفته شده در تحليل خمـش الاسـت  
توانـد بـراي معـادلات    نازك است و معادلات ايـن تئـوري مـي   

  مـورد اسـتفاده قـرار گيـرد     b هخمش ورق نازك بـراي ناحي ـ 
بسـتگي   c همعادلات خمش پلاستيك ورق در ناحي]. 17-13[

ورق دارد و با انتخـاب مـدلي خـاص     هتام به مدل رفتاري ماد
ت آن را معـادلا  تـوان  يمپلاستيك ورق، -براي رفتار الاستيك
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كـاملاً   -مدل رفتاري الاسـتيك  ،در اين تحقيق. استخراج كرد
 c هورق براي استخراج معادلات خمش در ناحي هپلاستيك ماد

  .استفاده شده است
 مبحـث الاسـتومر كـه    در  هـا  كيلاسـت  هرفتار ماد همطالع     
در  كـه  دهـد  يم ـنشان  ،يمر استپلاي از علوم مهندسي هشاخ

حـد   بـا مـواد   هدر زمـر را  هـا  كيلاسـت  علوم مهندسـي پليمـر  
رفتـار   هو تئـوري تبيـين كننـد    انـد  دادهقـرار  بـالا    1يكشسان

ــانيكي  ــامك ــدود آنه ــوق    هدر مح ــوري ف ــزرگ، تئ ــرنش ب ك
 كوچـك  يهـا  شكل ييرتغ هدر محدودولي  است، 2الاستيسيته

]. 18[ دهنـد  يماز خود نشان  يخط يباًو تقر يكالاسترفتاري 
 هكـه در محـدود   شـود  يم ـته اثبـات  در تئوري فوق الاستيس ـ

كرنش كوچك معادلات فوق الاستيسته تبـديل بـه معـادلات    
طور كه همان]. 18[ شود يم 3خطي هالاستيسيت هشناخته شد

كرنش ايجاد شده در بستر لاسـتيكي در   ،كه در بالا اشاره شد
نتيجـه گرفـت    توان يماين، ، بنابراستكرنش كوچك  همحدود

 بسـتر لاسـتيكي در ايـن فرآينـد را     كه رفتارهاي تغيير شكلي 
  .خطي تحليل كرد هكمك معادلات الاستيسيتبه

در مهندسي عمران بـه مسـائل تغييـر     4مبحث تئوري پي     
در اين . پردازد يم 5بر روي پي الاستيك ها ورقشكل الاستيك 

متعدد يك، دو و سه پارامتري متعـددي   يها مدلاين مبحث 
بستر الاستيك مطرح شده  تعامل ورق و هبيني نحوبراي پيش
. باشـد  يم ـ 6مدل تك پارامتري وينكلر هاآن نيتر سادهاست كه 

اين مدل بر فرض رفتار الاستيك خطـي پـي اسـتوار اسـت و     
كه بستر از تعدادي فنر خطـي عمـودي كـه در     شود يمفرض 

صورت مسـتقل از هـم در مقابـل    مجاورت هم قرار گرفته و به
در . كننـد  يم ـبستر مقاومـت  جايي عمودي سطح فوقاني بهجا

اين مدل مقاومت بستر متناسب با تغيير شكل عمودي سـطح  
ربرد در نه براي كا ها مدلالبته اين ]. 13-17[ فوقاني آن است

هاي صنعتي ماننـد فرآينـد مـورد    تحليل و مدل كردن فرآيند
نظر، بلكه براي كاربردهاي عمراني و تحليل تغيير شـكل كـف   

 يهـا  كـه يبارو  ها فرودگاهن مسلح، باند از جنس بتو يهايجاده
قـرار  كه بر روي بستري از خاك و گل  ها ساختمانفونداسيون 

                                                 
1 - Hyper Elastic Material 
2 - Hyper-Elasticity 
3 - Lineare-Lasticity 
4 - Foundation Theory 
5 - Elastic Foundation 
6 - Winkler's Model 

  .اند شده، پيشنهاد رنديگ يم
  ]:13-17[ استصورت زير معادلات تعادل ورق به     

)1(  .2

2
)(

dx

md
dx
dqxyp ==

   
 

نيروي q ممان خمشي بر واحد عرض ورق،  m ،فوق هر معادلد
xp)(واحد عرض ورق و برشي بر

y     بـار عرضـي وارد بـر ورق
  . است
هاي از ينكلر كه براي تعامل بسـتر و ي مشابه مدلاگر مدل     

مـدل كـردن تعامـل     يبرا، شود يمجنس خاك و گل استفاده 
در  يكيبستر لاست -ورق يستمدر س يكيورق و بستر لاست ينب
فرض كرد كه  توان يم تصور يندر ا ،انتخاب شود يندفرآ ينا

العمل بستر لاستيكي بر روي ورق در تعامل بـين ورق و  عكس
  :  زير تعيين شود هبستر لاستيكي در اين فرآيند براساس معادل

)2( .)(* vkxpy −=
     

 
*)( ،در اين معادله xpy و  باشد يمالعمل بستر عكسk  مدول

جـايي واحـد سـطح    بـه نياز براي جـا  بستر است كه فشار مورد
  .شودتعريف مي (1/mm)(N/mm2)فوقاني بستر و برحسب 

ــوري خمــش         ــوري كلاســيك كروشــف، تئ ــق تئ ــا تلفي ب
پلاستيك ورق، معادلات الاستيك خطي براي رفتار لاستيك و 
مدلي فرضي فوق براي تعامل ورق و بستر لاستيكي معـادلات  

ك ورق بـراي ايـن فرآينـد    حاكم بر خمش پلاستي ليفرانسيد
تغيير شكل پلاسـتيك ورق   هكه تبيين كنند شود يماستخراج 

براي اولين بار در تحليل ايـن فرآينـد ارائـه     و استدر فرآيند 
  .شود يم
  
  الاستيك ورق هخمش ناحي همعادل -2-1

اي ورق از تئوري معادلات حاكم براي خمش الاستيك استوانه
العمـل بسـتر   كه عكـس كلاسيك خمش كروشف با فرض اين 

صـورت زيـر خواهـد بـود     به ،تنها بار عرضي وارد بر ورق باشد
]17-13:[  

)3(  ,
)(*

4

4

D
xp

dx
vd y=  

)4(  ,)()( 2

2

dx
xvdDxm =  
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)5(  ,)()( 3

3

dx
xvdDxq =  

)6(  .
)1(12 2

3

ν−
=

tED  

 tمدول الاستيسـيته،   Eسفتي خمشي،  D ،هاي فوقدر رابطه
  . باشند يمضريب پواسون ورق  νمت ورق و ضخا
ــس        ــرار دادن عك ــا ق ــتر از رابطـ ـ ب ــل بس ــه) 2( هالعم ب

ــاي *)(ج xpy ــ ــ)3( هدر معادل ــه معادلـ ـ  ه، معادل ــر ك  هزي
، است b هديفرانسيل حاكم بر خمش الاستيك ورق براي ناحي

  :شود يمصورت زير استخراج به

)7(  .0)()(
4

4

=+ xv
D
k

dx
xvd

e
e  

با حل  .است bالاستيك  هخيز ورق در ناحيev  رابطه،در اين 
    دسـت  فوق جواب عمـومي زيـر بـراي ايـن معادلـه بـه       همعادل
  :آيدمي

)8(  ( )[

( )].)sin()cos(

)sin()cos(

)(

43

21

xCxCe

xCxCe

xv

x

x

e

⋅⋅+⋅⋅+

⋅⋅+⋅⋅

=

⋅

⋅−

αα

αα

α

α
 

از . گيـري هسـتند  انتگـرال  يها ثابت C4تا  C1 ،فوق هدر معادل
و بـار   ي، نيروي برشيممان خمش شيب، فوق، معادلات همعادل

ترتيـب از معـادلات زيـر    عرضي ورق تحت خمش الاستيك به
  : شوند يمتعيين 

)9(  (
)

(
)

1 2

1 2

3 4

3 4

( )

( ) cos( )

( ) sin( )

( ) cos( )

( ) sin( ) ,

e

x

x

d v x
dx

e C C x

C C x

e C C x

C C x

α

α

α α

α

α

α

− ⋅

⋅

=

− + ⋅ ⋅

− + ⋅ ⋅

+ + ⋅ ⋅

− − ⋅ ⋅

 

)10(( )
( )

2

2

2
1 2

3 4

( )
( )

2 si ( ) cos( )

sin( ) cos( ) ,

n

e

x

x

d v x
m x D

dx
D e C x C x

e C x C x

α

α

α α α

α α

− ⋅

⋅

= =

⎡ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎣
⎤− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⎦

 
 
 

)11(
 
 
  

(
)

(
)

3

3

3
1 2

2 1

4 3

3 4

( )
( )

2 ( ) c s( )

( ) sin( )

( ) cos( )

( ) sin( ) ,

o

e

x

x

d v x
q x D

dx
D e C C x

C C x

e C C x

C C x

α

α

α α

α

α

α

− ⋅

⋅

= =

⎡ + ⋅ ⋅⎣
+ − ⋅ ⋅

+ − ⋅

− + ⋅ ⋅ ⎤⎦

 

)12( ( )
( )

4
*

4

1 2

3 4

( )
( ) 4

cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) ,

e
z

x

x

d v x
p x D D

dx
e C x C x

e C x C x

α

α

α

α α

α α

4

− ⋅

⋅

= = − ×

⎡ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎣
⎤+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⎦

 

)13( ( )4 .1/4k Dα =     
ــوق  ــادلات ف ــش   α ،در مع ــارامتر خم ــتپ ــت. اس ــا ثاب      يه

گيري با استفاده از اعمال شرايط مرزي و حل معادلات انتگرال
  .نديآ يمدست به

  

  پلاستيك ورق هحاكم بر خمش ناحي همعادل -2-2
در صورتي كه ميزان بار وارده بر ورق از حـد الاسـتيك فراتـر    

يعني تنش در نقاطي از ورق به حد تسـليم برسـد، مـاده     ،رود
با فـرض مـدل رفتـاري    . دهدتار پلاستيك از خود نشان ميرف

و معيـار  ) 4شـكل  (ورق  هكاملاً پلاستيك براي ماد -الاستيك
صورت به c هتسليم حداكثر تنش عمودي، توزيع تنش در ناحي

تنش  YSدر اين شكل . آيددر مي 5نشان داده شده در شكل 
ممــان  mش مهندســي، كــرن εتــنش مهندســي،  σتســليم،  
مقدار . دنباش يمالاستيك در ورق  هضخامت لاي eltخمشي و 

الاسـتيك   ه، كه به ازاي آن ضـخامت لاي ـ ρشعاع خمش ورق 
 آيـد دسـت مـي  زيـر بـه   هبرسد، از رابط eltورق به  هماندباقي

]21-19:[  

)14( .
)1(2 2ν

ρ
−

=
Y

Sel

S
Et  

ضريب پواسـون ورق   νمدول الاستيسيته و  ES ،در اين معادله
  . فلزي است

ممان خمشـي مـورد نيـاز بـراي رسـاندن ضـخامت لايـه             
، با اسـتفاده از معادلـه تعـادل زيـر     eltمقدار الاستيك ورق به

  ]:19-21[شود تعيين مي
)15( .2

2

2/

2

2∫ ∫−
+−= el

el el

t

t

t

t Yx dyySdyym σ  
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) 14(از معادله  eltاز معادله فوق و قرار دادن گيري با انتگرال
)/(و  22 dxvd p جاي بهρ شـكل  ، معادله ممان خمشي بـه

  ]:19-21[آيد زير در مي

)16( ( ) .
3

)1(
4 2222

2232

dxvdE
StSm

p

YY ν−
−=  

  . باشد يم cپلاستيك  هيناحخيز ورق در  pvدر اين معادله،
  

 
كاملاً پلاستيك براي ماده ورق -رفتار الاستيك ):4(شكل

  .فلزي
  

 
توزيع تنش در خمش ورقي كه بخشي از مقطع  ):5(شكل

  .آن به حد تسليم رسيده است
  

ابتدا  ،c هبراي استخراج معادلات ديفرانسيل حاكم در ناحي     
تعـادل ورق قـرار    هفوق مشتق گرفته و در معادل هبايد از معادل

     صـورت زيـر    فـوق بـه   همشتق دوم ممان خمشي از رابط ـ. داد
  :آيددست ميبه

)17( 

3 2 22

2 2

2 43 2

3 2

34 2

4 2

2 (1 )

( ) ( )

( ) ( )
3 .

Y

p p

p p

Sd m
dx E

d v x d v x
dx dx

d v x d v x
dx dx

ν−
= ×

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎜ ⎟+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

 

 هدر معادل )17( هبا قرار دادن مشتق دوم ممان خمشي از رابط

  :ديآ يمدست تعادل ورق، به) 1(

)18( 

3 2 2

2

2 43 2

3 2

34 2

4 2

2 (1 )( )

( ) ( )

( ) ( )
3 .

Y

p p

p p

Sp xy E

d v x d v x
dx dx

d v x d v x
dx dx

ν−
= ×

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥⎜ ⎟+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎦

 

سـت يـا چـپ    هاي رابا فرض اين كه براي هر يك از نيمه     
العمـل  ورق تنها توزيع بار عرضـي وارد بـر ورق همـان عكـس    

  :نوشت توان يم، استبستر 
)19( *( ) ( ).yp x p xy =

   
 

*)(جايبه) 2( هاز رابط −vkبا قرار دادن      xpy هدر رابط 
  :شود يمزير استخراج  ه، معادل)16( هدر رابطآن فوق و نتيجه 

)20( 

24 2 3

4 2 3

422

3 2 2 2

( ) ( ) ( )
3

( )3 ( ) 0.
2 (1 )

p p p

pR S
p

Y

d v x d v x d v x
dx dx dx

d v xE E v x
S H dxν

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 

 –ديفرانسيل حاكم بـر خمـش الاسـتيك     هفوق، معادل همعادل
پلاستيك ورق بر روي بستر لاستيكي است كـه بـراي خمـش    

ــ ــادلات . اســتخراج شــده اســت  c هورق در ناحي ــابراين مع بن
) 7و  20(ديفرانسيل حاكم بر فرآيند را با استفاده از معادلات 

  :خلاصه كرد توان يمصورت زير به

)21( 

4

4

4 2

4 2

23

3

422

3 2 2 2

( ) ( ) 0 :

( ) ( )

( )
3 :

( )3 ( ) 0.
2 (1 )

e
e

p p

p

pR S
p

Y

d v x k v x x b
dx D

d v x d v x
dx dx
d v x

x c
dx

d v xE E v x
S H dxν

⎧
+ = ∈⎪

⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎨

⎪ ⎛ ⎞
⎪ − ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪ ⎛ ⎞⎪ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ − ⎝ ⎠⎩

 

اي بايـد  جداگانـه  هاگرچه معادلات فوق هر يك در محدود     
شـرايط مـرزي مشـتركي     cو  bولي در مرز نواحي  ،حل شوند

دارند كه در هنگام حل معادلات دو ناحيه بـه ازاي هـر عمـق    
ند و نفوذ معين، پارامترهاي مشترك داراي مقادير يكسان باش

معـادلات ديفرانسـيل   . اين معادلات صدق كنند يها جوابدر 
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ــر خمــش الاســتيك    ــادلات ديفرانســيل حــاكم ب ــوق مع  –ف
از  هـا آنكـه اسـتخراج    باشـند  يمپلاستيك ورق در اين فرآيند 

دستاوردهاي اين تحقيق بوده و براي اولين بـار بـراي تحليـل    
 رياضي خمش پلاستيك ورق در ايـن فرآينـد اسـتخراج شـده    

دليل عدم امكان دستيابي به جواب دقيـق و تحليلـي   به. است
براي دستگاه معادلات ديفرانسيل فوق، اين دسـتگاه از طريـق   

حـل شـده   ) FDM(اختلاف محـدود   روشعددي به -تحليلي
  .است

  
  حل معادلات -2-3

 b هديفرانسيل حاكم بر ناحي ـ هجواب عمومي معادل) 8( همعادل
گيـري  هـاي انتگـرال  مقـادير ثابـت  است و در اينجا تنها بايـد  

هـاي  بـراي يـافتن ثابـت   . اساس شرايط مرزي تعيين شـوند بر
جواب، تنها چهـار شـرط مـرزي در اختيـار اسـت كـه        همعادل

فصـل  (خيز در مرز تسـليم   همشتق دوم معادل: است از عبارت
ــواحي الاســتيك و پلاســتيك ورق ــا elx، )مشــترك ن ، كــه ب

مقدار ممان خمشـي ورق در ايـن موقعيـت كـه بـا       استفاده از
و  دي ـآ يمدست به ،تسليم ورق برابر است هممان خمشي آستان

جـدا شـدن ورق از    هسوم و چهـارم آن در نقط ـ  ،مشتقات دوم
دليـل صـفر   در آن نقطه بـه  هاآن، كه مقدار sxروي لاستيك، 

ر عرضي، برابر بـا  بودن مقادير ممان خمشي، نيروي برشي و با
باشـند كـه   از طرفي، مجهولات آن  شش عدد مـي . استصفر 
و  bمرز بين نواحي (مرز تسليم  هموقعيت نقط :از است عبارت

c ( و موقعيـــت جـــدا شـــدن ورق از بســـتر و چهـــار ثابـــت     
طـور  نتيجـه ايـن مجهـولات را بـه    ، درC4تـا   C1گيري انتگرال

  . دركتوان تعيين نمي c همستقل از ناحي
ــ       ــ همعادل ــيل ناحي ــتيك  هديفرانس ــك معادلـ ـ cپلاس  هي

چهـار   هخطـي از درج ـ چهـارم غير  هديفرانسيل معمولي مرتب ـ
     افزارهـاي رياضـي  حل اين معادله حتـي بـا كمـك نـرم    . است

و منجـر بـه جـواب دقيـق      شـود  ينم ـصورت تحليلي ميسر به
براين براي حل آن راهي جـز حـل عـددي بـاقي     بنا. شود ينم

 (FDM)جا از روش عددي اخـتلاف محـدود   ماند و در ايننمي
شرايط مرزي معلوم بـراي حـل   . شودبراي حل آن استفاده مي
مقـدار خيـز   : از است باشند كه عبارتاين معادله سه عدد مي

 hپارامتر ورودي مسئله كه همـان عمـق نفـوذ    (در مركز ورق 
 ـبه  و شيب ورق در همان نقطه كه) است ر بـا  دليل تقارن براب

و  bمرز بين نواحي (صفر است و مشتق دوم آن در مرز تسليم 
c(      ه، كه بـا مشـتق دوم خيـز ورق در ايـن نقطـه بـراي ناحي ـ 

ايـن در حـالي   . ديآ يمدست به ،الاستيك برابر و مشترك است
است كه براي حل اين معادله حداقل چهار شرط مرزي مـورد  

ليم معلوم باشـد؛  نياز است و علاوه بر اين بايد موقعيت مرز تس
    روش عـددي صـورت مسـتقيم و حتـي بـه    درنتيجه، مسئله به

براين بنـا . يسـت قابـل حـل ن   b هناحي هطور مستقل از معادلبه
روش عـددي روش حـل   علاوه بر اين كه بايـد معـادلات را بـه   

  الاسـتيك و پلاسـتيك بايـد    هعددي كرد، معـادلات دو ناحي ـ 
ترهاي مشـترك دو ناحيـه،   زمان با هم حل شوند تا با پارامهم

كسري معلومات معادلات را جبـران كـرد و بـه ناچـار بايـد از      
روش ســعي و خطــا در حــل مســئله و تعيــين مجهــولات آن 

  . استفاده كرد
پـارامتر ورودي   عمق نفـوذ ورق معمولاً در فرآيند خمش،      

يعني بـا كنتـرل عمـق     شعاع خمش ورق است، هكنترل كنند
به ازاي هـر عمـق   . دلخواه محصول رسيد توان به قطرنفوذ مي

، وجـود  elxنفوذ، تنها يك مقدار براي موقعيت مـرز تسـليم،   
كـه ايـن پـارامتر بـراي دو ناحيـه      دليـل اين جا بـه دارد و در اين

عنوان پـارامتر ورودي  جاي عمق نفوذ بهبه elxمشترك است، 
و حـل   elxمسئله با پـارامتر ورودي   نظر گرفته شده و حلدر

ابتدا يك مقـدار معينـي بـراي    . شودشروع مي b هناحي همعادل
بـا  . شود، فرض ميsxجدايي ورق از لاستيك،  هنقط تيموقع

و  شـود  يم ـصورت تحليلي حـل  اين ناحيه به هاين فرض معادل
با استفاده از مقدار . شودلوم ميشرايط مرزي در مرز تسليم مع

براي مشتق اول و سـوم خيـز در    b هدست آمده از حل ناحيبه
و شيب خيز در مركـز ورق و مشـتق    c همرز تسليم براي ناحي

جمعاً چهار شـرط   ،دوم آن در مرز تسليم كه از قبل معلوم بود
و همچنين با درنظـر گـرفتن    دهند يممرزي معلوم را تشكيل 

صورت عـددي حـل   به c هناحي ه، معادلelxبراي مقدار فرضي 
دست آمده بـراي خيـز   پس از حل معادلات، مقدار به. شودمي

بـا مقـدار    b هورق در مرز تسليم حاصل از حل تحليلـي ناحي ـ 
. شوندبا يكديگر مقايسه مي c همشابه ناشي از حل عددي ناحي

در ايـن   ،قبـول باشـد  در حد قابـل   هاآندر صورتي كه اختلاف 
به  sxانتخاب شده براي  هصورت مسئله حل شده است و نقط

مقدار  ،باشد و اگر اين اختلاف زياد باشددرست مي ،elxازاي 
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sx شـود تـا   شود و سير حل عددي تكرار مـي مي  تغيير داده
پـس  . ختلاف به حد ناچيز و قابل قبول برسدكه نهايتاً اين اينا

ترتيـب  از اين مرحله، مقدار عمق نفوذ و انحنـاي ورق كـه بـه   
همــان خيــز و مشــتق دوم خيــز ورق در مركــز ورق هســتند، 

شوند و با تعيين اين مقادير، حل مسئله كه تعيـين  تعيين مي
حداكثر انحناي خمش ورق به ازاي عمق نفـوذ معـين اسـت،    

، elxبا تكرار حل مسئله به ازاي مقادير مختلف . ديابپايان مي
را براي  "شعاع تحت خمش ورق -عمق نفوذ"منحني  توان يم

، اسـتخراج  افتـد  يم ـمورد نظر كه در مركز ورق اتفـاق   همسئل
  . كرد

  
  ها شيآزما -3

شـكل مكعـب   اي بـه قطعـه  ،بستر لاسـتيكي در ايـن آزمـايش   
كه بر روي يـك   استيك پلي يورتان مستطيل از جنس لاست

در اين آزمايش يك بسـتر  . فولادي چسبانده شده است هصفح
لاستيكي از جنس لاستيك پلي يورتان استفاده شده است كه 

تختـال   يها ورقلاستيك از  هماد. شود يممشاهده  6در شكل 
 هكاري به يك صفحموجود در بازار تهيه شده و پس از ماشين

براي حصول دقـت بيشـتر هندسـي    . اند شدهفولادي چسبانده 
سطح بستر و دستيابي به دقت بالاتر در نتايج آزمايش، پس از 

فولادي، سـطح فوقـاني آن    هچسباندن لاستيك بر روي صفح
بر روي يك ماشين سنگ تخت سنگ زده شده و دقت تختـي  

  . متر رسانده شده استميلي 01/0مقداري كمتر از آن به
تفاده در ايـن آزمـايش كـه تحـت فرآينـد      ورق مورد اس ـ      

خمش پلاستيك قرار گرفته اسـت، فـولادي مسـتطيلي و بـه     
نمونـه ورق فـولادي قبـل از    . باشـد  يم ـمتـر  ميلي 1ضخامت 

و بعـد از   7فرآيند خمش بر روي بسـتر لاسـتيكي در شـكل    
  . شود يممشاهده  8انجام فرآيند در شكل 

  

  .تصوير بستر لاستيكي ):6(شكل 

 

  
  .ي فولادي قبل از فرآيندها ورقهاي تصوير نمونه ):7(شكل 

  

  
 متر ميلي 1تصوير نمونه ورق فولادي به ضخامت  ):8(شكل

  .پس از فرآيند
  

هاي ورق از فرآيند بـرش بـا جـت آب و    براي بريدن نمونه     
بريدن ورق با دستگاه قيچي . ذرات ساينده استفاده شده است

 هدار بـودن لب ـ دليـل زاويـه  به ،باريك يها رشبدر  ويژهبه ،ورق
كه  شود يمقيچي، سبب ايجاد خمش پلاستيك در ورق  هبرند

هـاي آزمـايش   جا براي پيشگيري از اين پديده در نمونهدر اين
اثرگذار باشد، از فرآينـد   توان يمشدت كه در نتايج آزمايش به

  .برش با جت آب و ذرات ساينده استفاده شده است
  
    1شيآزما زاتيجهت -3-1

، Deckel-FP4M يفرز عمود نيشامل ماشآزمايش  زاتيتجه
 دارنــده نگــه هپايــ ،يتخــت، ورق نــازك فلــز يكيبســتر لاســت

با  كاتوريساعت اند و ها غلتك، ها غلتك، محور مركزي ها غلتك
مشـاهده   9 در شـكل  زاتي ـتجه ني ـا. اسـت  يس ـيمغناط هيپا
در ) 1(اه فـرز  دسـتگ  كي ـاز  يينمـا  ،شـكل ايـن  در . شوند يم

 كي ـ نيماش ـ زي ـم يبـر رو . شود يممشاهده  يعمود تيوضع
قـرار  ) 3(تخـت   يكيبسـتر لاسـت   كي ـ يبر رو) 2( يورق فلز

 يورق فلـز  كي ـبـه   يكيبستر لاست نيريگرفته است، سطح ز
 ـ .اسـت  دهيچسب ،شود يمنظر گرفته كه صلب در ميضخ  هدنبال

) 5( زارگيـر درون اب) 4( هـا  غلتـك  دارنـده  نگـه  هاي پاياستوانه
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نقـش  ) 6( قي ـدق يااستوانه هليم كي. محكم بسته شده است
در اين آزمايش تعـداد  . عهده داردبه را ها غلتكمحور چرخش 

 انـد  شـده بر روي محور مركزي تعبيه ) 7(يازده بلبرينگ ساده 
 كننـد  يمدهي در اين فرآيند را ايفاء شكل يها غلتككه نقش 

نسـبت بـه    هـا آن خـارجي  هوستكه پ اند شدهاي نصب گونهو به
داخلي با اصطكاك نـاچيز غلتشـي امكـان چـرخش را      هپوست
  . دارند

  

طوري ساخته شده اسـت   ها غلتك هدارندنگه هپاي همجموع     
نسـبت بـه سـطح     يكاملاً مـواز  يتيدر وضع كه محور مركزي

ــا  يكيبســتر لاســت قــرار دارد و درنتيجــه خــط تمــاس ورق ب
. موازي هسـتند  با دقت كافي با سطح بستر لاستيكي ها غلتك

 يكـه مقـدار آن از رو   نيماش زيسمت مبه ريابزارگ يشرويبا پ
همـان  به ،است تيقابل رؤ نيماش يطوق مدرج حركت عمود

سـمت  بـه سمت ورق حركت كـرده و ورق را  به ها غلتك زانيم
ي براي رسيدن بـه  بارده قيطر نيو بد راند يم يكيبستر لاست

مقـدار  . شـود  يم ـمحقق  شيآزما نيدر ا عمق نفوذ مورد نظر،
سمت ورق در طوق مدرج به ها غلتكنتيجه پيشروي ابزار و در

  .باردهي محور عمودي ماشين قابل رؤيت است
گيــري غيــر مســتقيم يعنــي ايــن مقــدار از طريــق انــدازه     

و پـيچ راهنمـاي عمـودي ماشـين     چرخش نسبي بـين ميلـه   
آل و نيـروي بـاردهي كـم،    ايـده  در حالـت و  شـود  يم ـتعيين 

جـايي نـوك ابزارگيـر    بـه بـا مقـدار جـا    تـوان  يم ـمقدار آن را 
  نسبت به سـطح ميـز ماشـين تقريبـاً برابـر تلقـي كـرد ولـي        

دليل اين كـه در ايـن فرآينـد مقـدار نيـروي وارد شـده بـه        به

چنــين فرضــي را  تــوان ينمــ ،ابزارگيــر قابــل ملاحظــه اســت
دليـل وجـود خاصـيت الاسـتيك     دقيق دانست و بنـابراين بـه  

مقــداري تغييــر شــكل در اجــزاء ماشــين   ،در اجــزاء ماشــين
ــايجــاد  ــدار نشــان داده شــده در طــوق   شــود يم ــه در مق ك

بـراي  . باشـد  يم ـو منشـأ خطـا    شـود  ينممدرج ماشين لحاظ 
حــذف اثــر ايــن خطــا در آزمــايش، يــك عــدد ســاعت       

ــديكاتور ا ــا  Mitotoyoن ــر كوچــكب ــدي تقســيم نيت  01/0بن
بـر   ،صورتي كـه در شـكل نشـان داده شـده اسـت     متر بهميلي

تــا مقــدار  شــود يمــنصــب  هــا غلتــكدارنــده نگــه هروي پايــ
  .واقعي عمق نفوذ در هر آزمايش معلوم شود

  
   شرايط آزمايش -3-2

   :استشرح زير  مشخصات پارامترهاي اصلي آزمايش به
متـر،  ميلي 100ورق فولادي با پهناي  هين آزمايش از نموندر ا

ورق  هاز مـواد اولي ـ . متر استفاده شده استميلي 1به ضخامت 
 ASTM- Eاسـاس اسـتاندارد   تست كشـش بر  هيك عدد نمون

8M  تهيه و مورد آزمايش تست كشش قرار  10مطابق با شكل
 ـ . گرفت ورق فـولادي بـا اسـتفاده از يـك      هتست كشـش نمون
 INSTRON-5500Rگاه مخصـوص تسـت كشـش مـدل     دست

دست آمـده بـراي   كرنش مهندسي به-منحني تنش. انجام شد
بـا اسـتفاده از   . نشان داده شـده اسـت   11ورق در شكل  هنمون

 180فــوق مقــدار تــنش تســليم  هنتــايج تســت كشــش نمونــ
  .دست آمداسكال بهپمگا
  98×50×250بستر لاستيكي از جنس پلي يورتان به ابعاد      
 ـ. اسـت متر ميلي ايـن لاسـتيك    هتسـت كشـش از مـاد    هنمون

تهيـه و   12مطـابق شـكل    ASTM-D 412اساس استاندارد بر
 ـ . مورد آزمايش تست كشش قـرار گرفـت   تسـت   هتصـوير نمون

مشـاهده   13كشش تهيـه شـده از لاسـتيك بسـتر در شـكل      
  .شود يم

آزمايش تست كشـش بـر روي دسـتگاه مخصـوص تسـت           
شـكل  (انجـام شـده اسـت     INSTRON-5500Rكشش مـدل  

دست آمده بـراي مـاده   كرنش مهندسي به-منحني تنش). 14
نشـان داده شـده    15لاستيك مورد استفاده در بستر در شكل 

براي محدوده كرنش كوچك كه در اين آزمايش استفاده . است
شده است، مدول الاستيسيته لاستيك كـه از آزمـايش تسـت    

  . باشدميMPa 16دست آمده است، كشش به

 
  تجهيزات آزمايش خمش ورق بر روي: )9(شكل 

  .بستر لاستيكي
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  نقشه نمونه تست كشش استاندارد ):10(شكل 

 ASTM- E 8M قطعات فلزي.  
  

 
كرنش مهندسي ورق مورد  -منحني تنش ):11(شكل 

  .آزمايش
  

 
    نقشه نمونه تست كشش استاندارد ):12(شكل        

ASTM- D 412 براي قطعات لاستيكي.  
  

 
  .لاستيكي بستر هتصوير نمونه تست كشش ماد ):13(شكل

  
يكي در حال تست بر تست كشش لاست هنمون: )14(شكل 

  INSTRON-5500R.روي دستگاه تست كشش 
  

  
كرنش مهندسي ماده بستر  -منحني تنش ):15(شكل

  .لاستيكي
    آزمايش هنحو -3-3

بين عمق نفوذ ورق و حداكثر شعاع  هدر طي اين آزمايش رابط
-با آغـاز نفـوذ ورق بـه   . رديگ يمخمش ورق مورد بررسي قرار 

ابتدا ورق دچار تغيير شـكل الاسـتيك    ،سمت بستر لاستيكي
و بـا   ابدي يمتدريج مقدار اين تغيير شكل افزايش و به شود يم

تسـليم، تغييـر شـكل     همقدار عمق نفـوذ آسـتان  رسيدن آن به
بـا افـزايش مقـدار عمـق نفـوذ،      . شـود  يمپلاستيك ورق آغاز 

حـداقل شـعاع خمـش ورق    (افـزايش   حداكثر انحناي خمـش 
 ،عمق نفوذ و شعاع خمـش  هبراي تعيين رابط. ابدي يم) كاهش

باردهي محور عمودي ماشـين   هابتدا بايد با استفاده از دستگير
عمق نفوذ مورد نظـر رسـانيد و سـپس     دهي را بهشكل غلتك

د، امـا عمـلاً ايـن كـار     كـر گيري و ثبـت  شعاع خمش را اندازه
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زيرا در حين اعمال نيرو بر روي ورق امكان  .پذير نيستامكان
صورت مسـتقيم وجـود   گيري شعاع تحت خمش ورق بهاندازه

دليـل خاصـيت برگشـت    بـه  ندارد و پس از برداشتن بـار نيـز   
ده و كـر فنري، مقداري از انحناي ايجاد شده در ورق برگشـت  
 تـر  بزرگدرنتيجه شعاع انحناي پس از برداشتن بار از روي آن 

براين تعيين شعاع بنا. استدار شعاع انحناي تحت خمش از مق
 ،پذير نيستصورت مستقيم امكانخمش، بهتحت انحناي ورق 

گيري شـعاع انحنـاي نهـايي ورق    ولي براي تعيين آن با اندازه
و بـا اسـتفاده   ) شعاع انحناي ورق پس از حذف ممان خمشي(

 تـوان  يم ـ، )22 همعادل(مربوط به برگشت فنري ورق  هاز رابط
بين  هزير، رابط همعادل. دكرصورت غير مستقيم آن را تعيين به

شعاع خمش نهايي و شعاع تحت خمش ورق را براي يك ورق 
 ـ كـاملاً پلاسـتيك نشـان     -رفتـاري الاسـتيك   هفلزي با معادل

  ]. 17-19[ دهد يم
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شعاع نهايي  fρمش ورق وشعاع تحت خ ρ،فوق هدر معادل
  . استپس از حذف ممان خمشي از روي آن 

سـنج مجهـز   گيري مخصوص عمقبا استفاده از ابزار اندازه     
متر ميلي 01/0بندي تقسيم نيتر كوچكبه ساعت انديكاتور با 

نشـان داده شـده اسـت، شـعاع      16و به روشي كـه در شـكل   
صــورت شــكل بــه غلتــكاز زيــر خمــش ورق پــس از خــروج 

  . شود يمگيري اندازه غيرمستقيم
  

 
  .گيري شعاع خمش نهايي ورقنحوه اندازه ):16(شكل 

  
 تجزيه و تحليل نتايج  -4

جا نتايج حل كامل عـددي معـادلات خمـش پلاسـتيك     در اين
ورق بر روي بستر لاستيكي را كه براي يك فرآيند خمـش بـا   

  :    ده استششده، تشريح  معين زير انجام يها يورود
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تغييرات شعاع انحناي تحت خمـش ورق را كـه    17شكل      
شود، بـا تغييـر در مقـدار عمـق نفـوذ      در مركز ورق ايجاد مي

در ايـن شـكل چهـار دسـته از نقـاط مشـاهده       . دهدنشان مي
مربوط به نتايج تئوريك حاصل از ) مربع(سري نقاط . شوند يم
ل عددي معادلات استخراج شده براي فرآيند اسـت كـه بـا    ح

اين منحنـي بـا   . اند شدهمنحني با رنگ قرمز به يكديگر وصل 
در طـي   مگاپاسـكال  165تـنش تسـليم ثابـت     نظر گرفتندر

 -دست آمده است كه مبتني بر فرض رفتار الاستيكفرآيند به
 ـ  هكاملاً پلاستيك ماد ل ديفرانسـي  هورق براي اسـتخراج معادل

مربوط به نتايج تجربي حاصل ) لوزي(سري نقاط . استحاكم 
از آزمايش هستند كه با منحني به رنگ آبي تيره بـه يكـديگر   

 165ثابـت   ميتـنش تسـل  اين نقاط با قرار دادن . اند شدهوصل 
ناشي از فرض اوليه و مقادير شعاع نهايي ورق پس  پاسكالمگا

سري نقـاط  . اند آمدهدست به) 22( هاز حذف خمش، در معادل
، انـد  شدهكه با منحني به رنگ بنفش به يكديگر وصل ) مثلث(

كـه بـا درنظـر گـرفتن اثـر       استتئوريك  همنحني اصلاح شد
سـري  . دست آمده استبه) تنش سيلان(افزايش تنش تسليم 

كه با منحني به رنگ آبي روشن به يكديگر وصـل  ) گرد(نقاط 
نظر گـرفتن  ه با دراست كتجربي  ه، منحني اصلاح شداند شده

 ـ) تنش سيلان(اثر افزايش تنش تسليم  بـراي  ) 22( هدر معادل
  . دست آوردن شعاع تحت خمش ورق، حاصل شده استبه
  

  
  تغييرات شعاع انحناي تحت خمش ورق  ):17(شكل 

  .با تغيير در مقدار عمق نفوذ 
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بين شعاع  هكه رابط دهد يمبررسي منحني تئوريك نشان      
با دقت نسبتاً  توان يممش ورق و عمق نفوذ را خمش تحت خ

بـراي مثـال حـل     هاين رابط ـ. خوبي با تقريب خطي نشان داد
)15182340(شده  +×−= hρ و خط تقريب زده شـده   است

اين رابطه بسيار با اهميـت اسـت و   . شود يمدر شكل مشاهده 
عنوان ابزاري به آن را توان يماهميت آن از اين جهت است كه 

در دسـت  . بيني فرآيند مـورد اسـتفاده قـرار داد   ي در پيشقو
كـه بـدون    سازد يماي اين امكان را فراهم داشتن چنين رابطه

معادلات ديفرانسيل حاكم بر فرآيند و بدون نيـاز   هحل پيچيد
به سطح دانش و مهارت بالا براي استفاده كننده، با استفاده از 

راي رسـيدن بـه قطـر    بسيار ساده، عمق نفوذ لازم ب هيك رابط
ــورد    ــد م ــرل فرآين ــرده و در كنت ــوب ورق را محاســبه ك مطل

بينـي عمـق نفـوذ قبـل از عمليـات      با پـيش . استفاده قرار داد
تـوان در  كـاري مـي  خمش و تنظيم آن بـر روي ماشـين خـم   

كاري بدون انجام سعي و خطا، به ورق خميـده بـا   عمليات خم
ايـن   يهـا  ثابـت مقـدار   هكنندتعيين .قطر مطلوب دست يافت

ــ ــس از    همعادل ــه پ ــتند ك ــد هس ــاي فرآين ــي، پارامتره تقريب
جايگذاري در معادلات خمش پلاسـتيك و تكـرار رونـد حـل     

  .شوندعددي براي شرايط خاص تعيين مي
عمـق نفـوذ    دهد يمنتايج تجربي و تئوريك نشان  همقايس     
از مقـدار تئوريـك آن    تـر  كوچـك % 16تسليم تجربـي   هآستان
زيـرا در   .امر كاملاً طبيعي و مورد انتظار بوده اسـت  اين. است

مسـتقل   يكالاست بستر يها المان) مدل وينكلر(مدل انتخابي 
كــه در عمــل اجــزاء بســتر حــالي، درشــوند يمــفــرض از هــم 

عمـودي و مجـاور يكديگرنـد و بـه      ييهـا  المـان لاستيكي كه 
براي تغيير شكل و جمع شدن كه در اثـر   اند دهيچسبيكديگر 

همگـي تمايـل بـه     ،افتـد  يم ـسمت بسـتر اتفـاق   وذ ورق بهنف
در  هـا آن هكه هم ـ شود يمانبساط جانبي دارند و اين امر سبب 

مقابل انبساط المان جانبي مقاومت نشان دهند و براي جبران 
اين تمايل در شرايط عمق نفوذ يكسان، اين مقاومـت بايـد بـا    

 ـ ه افـزايش  نيروي نفوذ بيشتر جبران شود كه درنهايت منجر ب
  . شودمدول بستر مي

شيب  ،شود يمواقعيت ديگري كه در بررسي نتايج آشكار       
و اختلاف نسبتاً زياد نتايج تئوريك و تجربـي اسـت    ها يمنحن

اين اخـتلاف در عمـق   . شود يمكه در عمق نفوذ زياد مشاهده 
كه درصد خطـاي   رسد يم% 40متر به حدود ميلي 55/0نفوذ 

بـا عنايـت بـه    . شود يممش ورق مربوط شعاع خمش تحت خ
توضيحات و تحليلي كه در ذيل ارائه شده است، روشن خواهد 

غيـر از مـدل كـردن و فرمولاسـيون     شد كه ايـن اخـتلاف بـه   
استخراج شده بـراي مسـئله، بـه منـابع ديگـري نيـز مربـوط        

خـود  اي را نيز بهسهم عمده هاآنجا بعضي از كه در اين شود يم
تفاوت رفتار واقعـي  : از انداين موارد عبارت. دهند يماختصاص 

ورق با رفتار فرضي كه مبناي استخراج معادلات مسئله و  هماد
فرمولاسيون آن واقع شده است، تعيـين غيـر مسـتقيم شـعاع     

گيـري مسـتقيم و   دليل عدم امكان انـدازه تحت خمش ورق به
برگشــت فنــري ورق، دقــت در انجــام  هتأثيرپــذيري از پديــد

در . اي مؤثر در نتـايج آزمـايش  گيري پارامترهو اندازه آزمايش
آزمايش انجام  هجا با بررسي ميزان اثر اين عوامل در محدوداين

شــده و حــذف مقــادير اخــتلاف ناشــي از ايــن عوامــل، دقــت 
  .شود يمفرمولاسيون بررسي 

 يكـرنش سـخت   تيخاص ـ يدارا شيورق مـورد آزمـا   هماد     
اسـتخراج معـادلات    يكـه مبنـا   يبا رفتار فرض نيو ا باشد يم

. باشـد  يم ـآن واقع شده است، متفـاوت   ونيمسئله و فرمولاس
با جنس مطابق  يبه ورق يعدم دسترس ليدلبه تيمحدود نيا

 شده است و  جاديا) يكار سخت تيبدون خاص( يبا مدل انتخاب
دخالـت   ،جيعامل مداخله كننـده در نتـا   كيدر نقش  ناچاربه

 لي ـدلكه به نياول ا: است هياز دو ناح دخالت نيا. كرده است
تـنش  ( ياز مقدار واقع ـ تر كوچكثابت  مياستفاده از تنش تسل

شـعاع تحـت    يورق در معادلات استخراج شده، منحن) لانيس
جـا  كـرده و جابـه   ريي ـتغ كي ـاز حـل تئور  يخمش ورق ناش ـ

شـعاع   نيـي تع ميصورت مسـتق كه چون به نيو دوم ا شود يم
و  سـت ين ريپـذ خمش امكان نديفرآ نيتحت خمش ورق در ح

شـعاع خمـش    يو از رو ميمستق ريغ قياز طر ديپارامتر با نيا
مربوط  يكه به برگشت فنر ياضير هو با استفاده از رابط يينها
از  تر كوچكثابت  ميشود، استفاده از تنش تسل نيي، تعشود يم

در  رييتغ جاديروابط سبب ا نيدر ا) لانيتنش س( يمقدار واقع
 يبـرا . شـود  يم ـآن  ييجـا جابـه شعاع خمش و  يمنحن شكل

 يمنحن ـ ش،يآزما جيعوامل در نتا نيا يگذاراثر زانيم يابيارز
) 17شـكل  (اصلاح شده  يتجرب ياصلاح شده و منحن كيتئور
دقـت مـدل   كـه بـه   يتا اختلاف اند شده ميدست آمده و ترسبه

از  يمسئله مربوط است، تـا حـدود   ونيو فرمولاس ياستخراج
 نيـي آن تع يبيتلاف مربوط به عوامل فوق جدا و حدود تقراخ
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مختلـف   ريمقاد يدست آمده به ازاحل مكرر معادلات به. شود
كـه كـاهش مقـدار     دهـد  يم ـمسئله نشان  يورود يپارامترها
سبب كاهش در شعاع خمش تحـت خمـش ورق    ميتنش تسل

دسـت آمـده   بـه  يمنحن بيو ش شود يم كسانيدر عمق نفوذ 
با تـنش   ايمربوط به ماده يمنحن بياز ش شتريب زيآن ن يبرا
 تـر  كوچـك  ريامر با قـرار دادن مقـاد   نيا. است تر بزرگ ميتسل

 ني ـا يبـرا . شود يمآشكار  هاآندر معادلات و حل  ميتنش تسل
ورق كـه در   يمتر برايليم 300مسئله در شعاع خمش حدود 

نش حداكثر كـر  ،افتد يممتر اتفاق يليم 5/0عمق نفوذ حدود 
كـرنش   -تـنش  يو با مراجعه به منحن رسد يمدرصد  16/0به 

حـدود  ماده به لانيكه تنش س شود يممعلوم ) 11شكل (ورق 
 هي ـمقـدار كـرنش در لا   ني ـالبتـه ا . رسـد  يم پاسكالمگا 200
   مركـز ضـخامت ورق    سـمت و بـه  افتـد  يمورق اتفاق  يخارج

 يعن ـي نيمقـدار آغـاز  كـرده و بـه   دايكاهش پ يصورت خطبه
 رياگـر مقـدار متوسـط مقـاد    . رسـد  يم پاسكالمگا 165مقدار 

-به ،باشد يم پاسكالمگا 5/182حداكثر و حداقل را كه مقدار 
شـده از ورق   ميتسـل  هي ـدر ناح ميعنوان متوسـط تـنش تسـل   

 ني ـمسئله با ا يبرا آمدهدست درنظر گرفته شود و معادلات به
ده اصـلاح ش ـ  كي ـتئور يحل شود، منحن ـ ميمقدار تنش تسل

 يكـه بـه منحن ـ   ديآ يمدست به) مثلث(نقاط  يحاصل از سر
البتـه   .اسـت  كينزد يليخ يمنحن نيورق به ا يواقع كيتئور
معادلات حاكم بر مسـئله   ديبا تر قيدق جيبه نتا يابيدست يبرا

ورق اسـتخراج و بـا    هماد يبرا كرنش تيخاص گرفتنبا درنظر 
 ريمقـاد  يامدر تم ـ. معادلات مربوطه اسـتخراج شـود   هاآنحل 

 يبالاتر از منحن ـ كيتئور هاصلاح شد يعمق نفوذ مقدار منحن
در  ياسـت كـه اخـتلاف واقع ـ    ني ـا يو به معن ـ است كيتئور
طـور  بـه . باشـد  يم ـآن  يكمتر مقدار ظاهر ارينقاط بس يتمام

اصـلاح   كي ـو تئور كيشعاع خمش تحت بار تئور ريدمثال مقا
 55/0نفـوذ  متـر در عمـق   يل ـيم 305و  218 بي ـترتشده بـه 

در شعاع خمـش   شيمتر افزايليم 87كه مقدار  استمتر يليم
درصـد   62معادل با حدود  شيمقدار افزا نيا. دهد يمرا نشان 

  .است كيو تئور يتجرب جينتا نيكاهش اختلاف ب
از مقـدار   تـر  كوچـك ثابت  مياستفاده از تنش تسل ليدلبه     
شـده در  جاديا يورق مقدار برگشت فنـر ) لانيتنش س( يواقع

 جـه ينتو در ابـد ي يم ـآن كـاهش   يشعاع خمش از مقدار واقع
آن  ياز مقــدار واقعــ تــر بــزرگشــعاع خمــش تحــت بــار ورق 

 5/0عمـق نفـوذ حـدود     يمسئله برا نيدر ا. شود يممحاسبه 
 مياگـر تـنش تسـل    ،كه در بالا ذكـر شـد   يحيبا توض ترميليم

تـر  ميل ـيم 55/0در عمـق نفـوذ    مگاپاسـكال  5/182متوسط 
فرض شـود   يصورتبه ميتنش تسل شينظر گرفته شود و افزادر

كنـد و در   داي ـپ شيافـزا  يطور خطعمق نفوذ به شيكه با افزا
 هقرار داد) 22( هدر معادل افتهي شيهر نقطه مقدار متوسط افزا

تحـت خمـش ورق محاسـبه شـود،      يشده و مقدار شعاع واقع
خمـش   شعاع تحت يبرا 17شكل  هاصلاح شد يتجرب يمنحن

 ني ـ، اشـود  يم ـطور كه در مشاهده همان. ديآ يمدست ورق به
از  تـر  نييپـا عمـق نفـوذ،    راتيي ـتغ همحدود يدر تمام يمنحن
آن اسـت كـه شـعاع     يبـه معن ـ  نيو ا باشد يم يتجرب يمنحن

از مقدار نشان داده شده در  تر كوچكورق  يواقع خمشتحت 
كمتـر  نقـاط   يدر تمـام  ياست و اختلاف واقع يتجرب يمنحن

شـعاع خمـش    ريطور مثال مقـاد به. باشد يمآن  يمقدار ظاهر
 328و  359 بي ـترتاصلاح شـده بـه   يو تجرب يتحت بار تجرب

 31كـه مقـدار    اسـت متـر  يل ـيم 55/0متر در عمق نفوذ يليم
مقـدار   ني ـا. دهد يممتر كاهش در شعاع خمش را نشان يليم

 ـ يدرصد كاهش اختلاف ظاهر 22كاهش معادل با حدود   نيب
  .باشد يم كيو تئور يتجرب جينتا

بخشي از اختلاف در نتايج كه ممكن است حاصل از عـدم       
گيري پارامترهـاي مـؤثر در آن   دقت در انجام آزمايش و اندازه

ولي براي بـه حـداقل    ،آن را حذف كرد توان ينماگر چه . باشد
در  ،اولاً: كار برده شده اسـت رساندن اين خطا چندين تدبير به

معمول بـرش، از روش   يها روشجاي استفاده از برش ورق به
بــرش بــا جــت آب و ذرات ســاينده اســتفاده شــده اســت تــا 

هاي مورد آزمايش ايجاد نشود، خمش اوليه در نمونه گونه چيه
گيـري غيـر   ثانياً، با استفاده از يـك سـاعت انـديكاتور، انـدازه    

يـز  مستقيم عمق نفوذ از طريق طوق مدرج حركت عمـودي م 
گيـري مسـتقيم از طريـق سـاعت انـديكاتور      ماشين با انـدازه 

ن پارامتر ورودي گيري و باردهي ايجايگزين شده و دقت اندازه
پذير شده اسـت و  متر امكانميلي 01/0بندي تقسيم فرآيند با 

بر روي يك ماشين  ها شيآزماعلاوه بر اين براي افزايش دقت، 
جـاد و كنتـرل حركـت    فرز انجام شده اسـت كـه قابليـت و اي   

البته خطاهاي ناشـي از تعيـين   . ظريف و دقيق را داشته باشد
نيـز   هـا  كيلاسـت نادرست مقادير مشخصـات مكـانيكي ورق و   

عامل مهمي در ايجاد اختلاف بين نتايج باشد كـه در   تواند يم
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هـاي تسـت   نمونـه  هاين آزمايش سعي شده است كـه بـا تهي ـ  
ين نـوع خطـا نيـز بـه     كشش براساس استانداردهاي موجود، ا

اختلاف در نتايج كـه ناشـي از خطـاي    درنتيجه . حداقل برسد
در ايـن   ،گيري عمق نفـوذ واقعـي باشـد   انجام آزمايش و اندازه

  .آزمايش به حداقل رسيده است
با توجه بـه توضـيحاتي كـه در بـالا داده شـد، بـا        نيبنابرا     

نشـان  تئوريك و تجربي  هشداصلاح يها يمنحندرنظر گرفتن 
درصـد اخـتلاف ظـاهري بـين      40داده شد كه در مجمـوع از  

درصـد   8/32مقدار  نتايج تئوريك و تجربي در عمق نفوذ زياد
ــا رفتــار فرضــي بــراي  هبــه تفــاوت رفتــار جــنس مــاد ورق ب

درصـد خطـا    همانـد و باقي شود يمفرمولاسيون فرآيند مربوط 
و به فرمولاسيون و خطاهـاي آزمـايش    كهباشد يمدرصد  3/7

گردد و در ابتداي تسليم حداكثر برمي    گيري پارامترهااندازه
دليل آغاز تسـليم در عمـق   كه عمدتاً به رسد يمدرصد  23به 

درنتيجه با حذف اختلاف ناشـي  . باشد يمنفوذ تئوريك بيشتر 
در دليـل  كـه بـه  (غير از فرمولاسـيون مسـئله    هاز عوامل عمد

پلاستيك براي ورق كـه  كاملاً  -نبودن ماده الاستيك دسترس
باشـد، ايجـاد شـده     مطابق با فرض اوليه براي تحليـل مسـئله  

رسد با توجه به اين كه تحليل ارائـه شـده در   نظر ميبه) است
اين تحقيق اولين فرمولاسيون ارائه شده براي تحليـل خمـش   

 رسـد  يمنظر ، قابل قبول بهاستپلاستيك ورق در اين فرآيند 
نيازمند تحقيقات بيشتر در  تر قيدقتر و و دستيابي به نتايج به

  .استاين فرآيند و فرمولاسيون آن  هزمين
تحقيقـات   نهيش ـيپدر ميان مراجع ذكر شده در بررسـي        

بـه بررسـي    اختصاصـاًٌ كـه   ]8-9[ويژه مراجـع  منتشر شده به
، علاوه بـر ايـن   اند پرداختهخمش قطعات در اين فرآيند خاص 

سـازي بـوده اسـت،    تجربـي و شـبيه   از نـوع  آنهاكه مطالعات 
بـر روي پروفيـل و قـوطي     هـا  شيآزمـا دقيق فرآيند و  همطالع

شكل يك ورق مورد نظر به هخاصي صورت گرفته است و قطع
   نتيجه امكان مقايسه نتايج اين تحقيق بـا  ساده نبوده است، در

  . وجود ندارد آنهاهاي افتهي
  
  گيري نتيجه  - 5

پلاستيك ورق فلـزي در فرآينـد    خمش هدر اين تحقيق مسئل
خمش ورق بـر روي بسـتر لاسـتيكي تخـت مـورد تحليـل و       
بررسي قرار گرفته و معادلات ديفرانسيل حاكم بر تغيير شكل 

پلاستيك ورق براي نواحي تغيير شكل الاسـتيك و   -الاستيك
  . اند شدهپلاستيك ورق استخراج 

خاص  هلمعادلات ديفرانسيل استخراج شده براي يك مسئ     
نتـايج حـل عـددي    . عـددي حـل شـدند    -صـورت تحليلـي  به

اي حـل شـده، رابطـه    هكه در محدود دهند يممعادلات نشان 
تقريباً خطي بين عمق نفوذ و شعاع تحت خمـش ورق برقـرار   

و  كـارا عنـوان ابـزاري بسـيار    به توان يم را است كه اين رابطه
بـه   تـوان  يم ـمؤثر در كنترل فرآيند مورد استفاده قرار گيرد و 

ورق را بدون سعي و خطا كه مستلزم صرف وقـت و   ،كمك آن
همچنـين ايـن   . زياد اسـت، بـه قطـر مطلـوب رسـانيد      ههزين

  .كنددستاورد، امكان اتوماتيك كردن فرآيند را فراهم مي
با انجام تعدادي آزمايش خمش ورق فولادي بر روي يـك       

بـراي خمـش   بستر لاستيكي، اعتبار معادلات استخراج شـده  
. پلاستيك ورق در اين فرآيند مورد ارزيابي قـرار گرفتـه اسـت   

حاكي از آن است كه معادلات استخراج شـده   ها شيآزمانتايج 
عنوان اولين سعي در فرمولاسـيون مسـئله   براي اين فرآيند، به

  . باشدداراي نسبتاً مناسب بوده و قابل قبول مي
و بوده و اولين كـاري  اهميت اين تحقيق در اين است كه ن     

است كه براي تحليل و فرمولاسيون اين فرآيند نسـبتاً جديـد   
 .ارائه شده است
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