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  چكيده

بسـيار مـورد    ،هاي بالاهاي خوب مكانيكي و توانايي تحمل درجه حرارتدليل قابليته ، ب)FGM( اي ساخته شده از مواد هدفمندهاي استوانهسازه

در اين مقاله، بررسي . تها بسيار حائز اهميت اسروش كارآمد براي تحليل ارتعاشات اين سازه يك از استفاده بنابراين. توجه طراحان سازه هستند

 گرفتـه قـرار   ورد بررسـي در كنار تئوري مرتبه اول برشي م ،اي هدفمند بر اساس دو تئوري پوسته دانل و سندرزارتعاشات آزاد يك پوسته استوانه

روش دقيق  واسطهه ت بمعادلات حركدر اين تحقيق،  .راستاي ضخامت بر اساس يك تابع تواني است ماده هدفمند داراي خواص متغير دركه  است

دست ه ب نتايج. براي تمامي شروط مرزي كلاسيك محاسبه شده استآن نتايج  كه است عنوان يكي از مزاياي اين روش فضاي حالت حل شده و به

هاي هندسي پارامترهمچنين اثرات تغيير در . بعدي مقايسه و تصديق شده استير مقالات و مدل المان محدود سهآمده از هر دو تئوري با نتايج سا

 ـ   قابل توجه است كه . و خصوصيات مواد بر فركانس طبيعي سازه، در شروط مرزي مختلف مورد بررسي قرارگرفته است ه در برخـي مـوارد نتـايج ب

  .است كه به دلايل آن اشاره شده است ايعمدهداراي خطاي  ،هادست آمده براي يكي از تئوري

  

  .تئوري مرتبه اول برشي، دانل و سندرز، روش فضا حالتفركانس طبيعي، :  هاي كليديواژه
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ABSTRACT 

Functionally Graded cylindrical structures, because of their good mechanical ability and their high heat resistance 

capability, are noteworthy in structural designers view. So, possessing an efficient analysis method for vibration of such 

structures is so important. In this paper, free vibration of functionally graded cylindrical shell is analyzed based on 

Donnell and Sanders theories. Also, the first order shear deformation theory is used for displacement field. FG material 

properties change through the thickness direction according to a power law distribution function. Equations of motion 

are solved with state space method and as an advantage, numerical results are calculated for every classical boundary 

conditions. Numerical Results are compared with literature and 3D finite element model and good agreement are 
observed. Also, effects of geometry and material parameters change on natural frequencies are studied for different 

boundary conditions. In some cases, one of the theories has major error which is mentioned. 
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 مقدمه -1

داشتن تناسب قابـل قبـول ميـان     جهت اي بههاي استوانهسازه
   تـرين  كـاربرد ، يكـي از پـر  مكـانيكي مقاومت  سازه و ميزان وزن

هـاي مختلـف   همين دليل شاخه به. هاي مهندسي هستندسازه
اي و مهندسي مانند مكانيك، هوافضا، الكترونيك، معدن، هسـته 

در  .انـد هاي خـود بهـره بـرده   ين نيازماز اين توانايي براي تأ ،...
بررسي رفتار ايـن   راستاي هاي بسياري درهاي اخير تلاشسال
در  .صورت گرفته استهاي مختلف مهندسي در گرايشها سازه

ــار دينــاميكي و ارتعاشــي ســازه  ،ايــن ميــان    هــايبررســي رفت
 .هـاي مهندسـي بـوده اسـت    ترين زمينهكاراز پر اي يكياستوانه

 ،ايهـاي اسـتوانه  رين قدم در بررسي رفتار ديناميكي سازهتمهم
 ،هـاي متنـاظر آن اسـت   هاي طبيعي و شكل مودفركانس يافتن

هاي ديناميكي يك سازه بر مبنـاي ايـن دو   كه تمامي رفتار چرا
منظـور انجـام يـك     بـه  ايـن بربنا .قابل بررسي استخصوصيت 

 بسـيار مورد  داشتن يك پاسخ دقيق براي اين دو احي بهينه،طر
  .حائز اهميت است

رفتـار  كـار رفتـه در بررسـي    هـاي بـه  ترين تئوريكاربردپر      
تئـوري   تئـوري الاستيسـيته خطـي و    پايهها برارتعاشي استوانه

بر  اولين كسي است كه توانست 1لاو .ها بوده استخطي پوسته
را بـا  هاي نـازك  پوستهتئوري  ،اساس تئوري الاستيسيته خطي

اي بـا  تئوري پوسـته اسـتوانه  ] 2[ 2دانل .]1[ ت ارائه دهدموفقي
انحنـا   هـاي كـم  پوستهمعادلات  سازيبا سادهمقطع دايروي را 

 دكـاربر  دردليل سادگي و دقـت كـافي    اين تئوري به، ارائه داد
اين تئوري  هاي حاصل ازاما پاسخ .بسيار مورد توجه قرار گرفت

هـاي درون  ورانـي، تـنش  نگرفتن اثر اينرسـي د  نظر به دليل در
هـاي  پوسـته   فرم برشي فقط در محدوده  اي و اثر تغييرصفحه
هـاي  تئوري پوسـته ] 3[ 3سندرز .ندنازك قابل اعتماد بود بسيار

ــار مجــازي و   ــل ك ــتفاده از اص ــا اس ــازك را ب ــيات لاو و  ن فرض
ــو ــعه داد 4فهكيرش ــت    .توس ــندرز توانس ــوري س ــكل تئ مش
 5فلاگ .هاي قبلي را مرتفع كندهاي موجود در تئوريناپايداري

 ارائه داد كه بخش اعظـم روابـط آن بـر پايـه    را نيز تئوري ] 4[
ــود ــا ] 5[ 6نوازيلــف. فرضــيات كيرشــوهف ب ــوري خــود را ب      تئ

هـا و براسـاس   هايي درفرم كلي روابط اصـلي پوسـته  سازيساده
نيز دقت نتايج تئـوري  ] 6[ 7نقدي .فرضيات كيرشوهف ارائه داد

                                                   
1- Love 
2- Donnell 

3- Sanders 

4- Kirchhoff 
5- Flugge  

6- Novozhilov  
7- Naghdi  

در  .رشوهف را براي يك پوسته الاسـتيك بررسـي كـرد   لاو و كي
   .است قابل دسترسي] 7[ عات بيشتري در مرجعاين زمينه اطلا

   اسـاس  بـر هـا  ايـن تئـوري   مشـاهده شـد،  كـه   طـور ناهم      
پوسـته بايـد    ،آن مبنـاي كه بر  بودند شده هايي بناسازيساده 

آن ثابـت   تا بتوان مقادير تنش را در ضخامت باشدبسيار نازك 
بنابراين نتايج  .دست آورده و پاسخي قابل اطمينان ب فرض نمود

هـاي كـم و   بـراي ضـخامت   ،هـا هـاي كلاسـيك پوسـته   تئـوري 
براي  .اطمينان استچند فركانس اول قابل فقط براي همچنين 

دو اثر اينرسي دوراني و تغييـر فـرم    ،دست آوردن نتايج بهتره ب
 بـا در  و شـده ارائه  8برشي برشي تحت عنوان تئوري مرتبه اول

جـايي در كنـار دو   بههاي جابراي ميدان نظر گرفتن اين تئوري
هـاي بسـيار خـوبي بـراي     پاسـخ  ،دانل و سـندرز  تئوري پوسته

دير  .ه اسـت دست آمده ضخيم ب هاي نسبتاًپوسته ] 9و  8[ 9خـ
جـايي، فركـانس طبيعـي و بـار     يك پاسخ تحليلـي بـراي جابـه   

كـار  تئـوري بـه   .ارائـه داد متعامد اي انهكمانش يك پوسته استو
   رفته در ايـن تحليـل، تئـوري بهبـود يافتـه سـندرز بـا ميـدان         

برپايـه تئـوري    .جايي مرتبه اول و مرتبه بالاي برشـي بـود  جابه
پاسـخي دقيـق   ] 10[ 10رِدي ،مرتبه اول برشي و تئوري سندرز

 تحـت را متعامـد  اي براي ارتعاشات و كمانش يك قطاع استوانه
نوسـير و   .ارائه داداي ، بار گسترده و بار نقطهأثير بار سينوسيت

حالت و با  -فضا را با بهسازي روش ينيز پاسخ دقيق] 11[ردي 
بـراي يـك    ،استفاده از تئوري دانل و تئوري مرتبـه اول برشـي  

ارتعاشـات   ]12[ 11شـارما  .ارائه دادنـد  متعامد ايپوسته استوانه
پوسـته نـازك    هـاي دار را بـا تئـوري  گير -آزاد يك استوانه آزاد

ــكي ــرد   12بوديانس ــل ك ــندرز تحلي ــولدادو .و س  ]13[ 13سس
بعـدي  وانه همگن را بر پايه معادلات سـه ارتعاشات آزاد يك است

و بـا يـك روش بازگشـتي    در شـرط مـرزي سـاده    الاستيسيته 
ارتعاشات آزاد يـك قطـاع   ] 14[ و همكارانش14ژائو .بررسي كرد

ــه اياســتوانه ــد لاي  ــر چن ــرزي ســاده و ب ــا شــرط م      ه روش ا ب
 15كه اين تحليل مبتني بر تئوري ندبندي آزاد بررسي كردالمان

پوسـته   ارتعاشات آزاد يـك ] 15[ و همكارانش 16ژيانگ .لاو بود
مرتبـه اول   اسـاس تئـوري   لايه را بـر  اي كامپوزيتي چنداستوانه
نيـز  ] 16[ 17يرارِف .ندبررسي كردو به روش المان محدود برشي 

                                                   
8- First Order Shear Deformation  
9- Khdeir 
10- Reddy 

11- Sharma 
12- Budiansky  

13- Soldatos  

14- Zhao  
15- Love 

16- Xiang  
17- Ferreira 
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ــ ــا ب ــل   هب ــوري دان ــي در تئ ــه اول برش ــوري مرتب ــاربردن تئ    ك
را بـا روش  متعامـد  اي هاي طبيعي يك پوسته اسـتوانه فركانس

  .المان محدود بررسي كرد
كــه  هســتنداي از مــواد كـامپوزيتي  گونـه  1مـواد هدفمنــد       

ايـن مـواد    .كنـد خواص آنها در راستاي ضخامتشان تغييـر مـي  
تي بالايي هستند و به مقدار قابل توجهي از داراي مقاومت حرار

نسـبت وزن بـه   داراي  ،كاهند و در نتيجههاي حرارتي ميتنش
در ايـن مـواد توزيـع    . بسـيار خـوبي هسـتند    مكانيكيمقاومت 

 .كاهـد پيوسته خـواص از تغييـرات ناگهـاني توزيـع تـنش مـي      
طـور   بـه اين مواد باعـث شـده اسـت كـه      خصوصيات برجسته

ونـد و در نتيجـه   كـار ر ههاي مقاوم به حرارت بهگسترده در ساز
ي ساخته شـده از ايـن   تحقيقات زيادي در زمينه ديناميك اجزا

 و 3و لــوي] 17[و همكــارانش  2پرادهــان .ودـمــواد انجــام شــ

اي استوانه به بررسي ارتعاشات آزاد يك پوسته] 18[همكارانش 
و  ونـد كـه در ايـن تحليـل از تئـوري لا     با مواد هدفمند پرداخت

ــي  .اســـتفاده كردنـــد 4روش ريلـــي    ] 19[عســـگري و اخلاقـ
خيم ساخته شـده  اي ضهاي طبيعي يك پوسته استوانهفركانس

 اسـتفاده از تئـوري الاستيسـيته     بعـدي را بـا  از مواد هدفمند دو
هاي ارتعاشات پاسخ] 20[ياس و عراق  .بعدي بررسي نمودندسه

، بـا معـادلات   ساده راآزاد يك استوانه هدفمند با شرايط مرزي 
 .بعدي الاستيسيته و به روش مربعات ديفرانسيلي ارائه دادندسه
 لايهسه اياستوانه تعاشات آزاد پوستهار] 21[و همكارانش  5لي
بود با شرط مرزي سـاده و   هدفمند مواد از آن مياني لايه كه را

] 22[و همكارانش  6اقبال .دكردنبر اساس تئوري فلاگ بررسي 
تفاده از روش انتشار امواج ارتعاشات اجباري پوسـته  با اس] 22[

اين تحليل براي شروط مرزي  .اي نازك را بررسي كردنداستوانه
پاسخ دقيقـي را بـراي ارتعاشـات    ] 23[ 7ول .مختلف انجام شد

فمند با شرط مـرزي سـاده و روش   اي هدآزاد و اجباري استوانه
 اشـات آزاد پوسـته  ارتع] 24[ 8تورنابن .هاي تواني ارائه دادسري

اي هدفمند را بر اساس تئوري مرتبه اول برشـي و روش  استوانه
و  9پراديومنـا  .مربعات ديفرانسـيلي تعمـيم يافتـه بررسـي كـرد     

اي هدفمنـد را  ارتعاش آزاد يك پوسته اسـتوانه  ]25[ همكارش

                                                   
1- Functionally Graded Materials (FGM) 
2- Pradhan  

3- Loy 
4- Rayleigh  

5- Li  
6- Iqbal  
7- Vel 

8-Tornabene 
9- Pradyumna 

Cبه روش المان محدود 
بـا  ] 26[ 10رِدكـاپ  .نـد بررسـي نمود  0

بـراي  را يفرانسـيلي پاسـخ مناسـبي    استفاده از روش مربعـات د 
ارتعاشات آزاد استوانه اورتوتروپيك با تغييرات خواص در محـور  

همچنـين   .دادشعاعي بر اساس تئوري الاستيسيته خطي ارائـه  
نظر گرفتن اثر فشار داخلـي   نيز با در] 27[جعفري و همكاران 

اي را با استفاده از هاي طبيعي يك پوسته نازك استوانهفركانس
  .اندروش ريلي ارائه نموده

هاي بسـياري در بررسـي   هاي گذشته تلاشدر سالاگرچه       
اكثر آنها  اي هدفمند انجام شده اماهاي استوانهديناميك پوسته

هنـوز   بنابراين .اندهاي عددي براي تحليل استفاده كردهاز روش
 اي هدفمنـد كـه بـه   اسـتوانه  كيجاي خالي براي بررسي دينام

 ،دقيق مقادير فركانس طبيعي و شكل مود را ارائـه دهـد  صورت 
ــر مبنــاي بررســي   .شــوداحســاس مــي ــر همــين اســاس و ب ب

تعاشـات آزاد يـك   بررسـي دقيـق ار   گان، فضـاي خـالي  نويسند
ضخيم كه از مواد هدفمند ساخته شده باشد و  ايپوسته استوانه

در  .احساس شده است براي تمامي شروط مرزي پاسخگو باشد،
قاله با اسـتفاده از تئـوري مرتبـه اول برشـي و دو تئـوري      اين م

ه آزاد استوانه ب پوسته دانل و سندرز معادلات حاكم بر ارتعاشات
حـل ايـن معـادلات از روش دقيـق      منظور به. دست آمده است

حالت استفاده شده و تمامي شروط مـرزي مـورد بررسـي     -فضا
هـايي  يل با كاره از اين تحلدمدست آه نتايج ب .است قرار گرفته

  انــد و همچنــين نتــايج كــه توســط ســاير محققــين انجــام داده
در طـي انجـام ايـن     .افزاري المان محدود مقايسه شده استنرم

هندسي و همچنين نحوه توزيع هاي پارامترتغيير در اثر  ،تحليل
 ،مورد بررسي قرار گرفته اسـت كـه در نتيجـه   مواد خصوصيات 

ه بدو تئوري قابل قبول پاسخ حدوده در مورد منتايج جالبي نيز 
  .دست آمده است

  
 روابط حاكم بر مسئله -2

در اين قسمت ابتدا به منظور درك بهتر مسئله، پيش نيازهاي 

سازي رياضي مسئله حاضر، ارائه رياضي و پس از آن نحوه مدل

  .شده است

  هندسي مسئلهصوصيات خ 2-1

آمـده   1 در شكل صورتي كه به ،انحنايي يك المان از پوسته دو

اي از اين پوسـته را نشـان   محل نقطه Pبردار  .نظر بگيريد دررا 
محل  p از صفحه مياني قرار دارد و بردار zدهد كه در فاصله مي

                                                   
10- Redekop 
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دهد كـه بـر روي صـفحه ميـاني قـرار      نقطه متناظر را نشان مي
ــه      .دارد ــان دو نقط ــله مي ــت فاص ــن حال در اي

1 2
( , ,0)ξ ξ  و

1 1 2 2( , ,0)d dξ ξ ξ ξ+  :شودصورت زير تعريف مي به +
  

2 2 2 2 2

1 1 2 2
. ( ) ( ) .ds dp dp d dα ξ α ξ= = +

r r

 
)1(  

  

2 در رابطه بالا 2

1 1 1 2 2 2
. , .p p p pα α= طح هـاي س ـ متريـك  =

ــتند ــه  .هسـ ــان دو نقطـ ــله ميـ ــين فاصـ همچنـ
1 2

( , , )zξ ξ 
1و 1 2 2( , , )d d z dzξ ξ ξ ξ+ +    :شودمي صورت زير تعريف به +

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3

.

( ) ( ) ( ) .

d S d P d P

L d L d L d zξ ξ

= =

+ +

r r

 

)2(   

  :در اين رابطه داريم

1 1

2 2

( / )

( / ) ( / ) ,

dP P d

P d P z dz

ξ ξ

ξ ξ

= ∂ ∂ +

∂ ∂ + ∂ ∂

r r

r r
  

)3         (  

و مقادير 
1 2 3
, ,L L L    صـورت زيـر    ضرايب لامه هسـتند كـه بـه

  :]7[ شوندتعريف مي

1 1 2 1

1 2

3

1 , 1

1.

,
z z

L L
R R

L

α α= + = +

=

   
   
   

 

)4           (

      
  

 
  .نمايش يك المان از پوسته :)1( شكل

  

 بـراي با دانستن ايـن تعـاريف مقـادير ديفرانسـيلي سـطح كـه       
  :آيددست ميه صورت زير ب ت بهمورد نياز اس بعديمحاسبات 

1 1 1 1 1

1

2 2 2 2 2

2

1 ,

1 .

z
dA L d dz d dz

R

z
dA L d dz d dz

R

ξ α ξ

ξ α ξ

= = +

= = +

 
 
 

 
 
 

 )5(               

دو مقدار  )5(دررابطه 
1 2
,R R  دو جهـت  ه درشعاع انحنا پوسـت 

 كه در مورد يك استوانه هستند
1

R = بـا كسـب    حال .است ∞
هـاي مختصـات و تعريـف    گيـري محـور  آگاهي از چگونگي قرار

 هدفمنـد  اييك پوسته اسـتوانه  ،هاي اوليه مربوط به آنپارامتر

مطـابق   hو ضخامت  Rشعاع انحناي صفحه مياني ،  Lطول  هب
  .گرفته شده استدر نظر  2شكل 

  

 

  .هدفمنديك استوانه نمايش هندسي   :)2( شكل

 

 از سـازي روابـط  سازي و مختصرمنظور ساده از اينجا به بعد به 
صورت به يك تغييرمتغير

1 1 1 2 2 2
,x xα ξ α ξ= شـده   استفاده =

در نتيجه آن سه مقدار كه
1 2

( , , )x x z طـولي،  حركت  مختصات
  .محيطي و شعاعي در نظر گرفته شده است

  

 خصوصيات مواد -2-2

مواد كامپوزيتي هستند كه خصوصيات  گروهي از ،مواد هدفمند
تغيير  صورت توزيع شده در يك راستاي خاص هبمكانيكي آنها 

صـورت   ، بـه در واقع خـواص مكـانيكي مـواد هدفمنـد     .كندمي
يـك   كه معمولاً و پاييني پيوسته ميان خواص دو صفحه بالايي

ماده مقاوم به حرارت مانند سـراميك و يـك مـاده بـا مقاومـت      
 در اغلـب مـوارد   .كنـد تغيير مي ،بالا مانند فولاد است مكانيكي

بر پايه يـك  به صورت كسر حجمي و اين مواد  ،اص مكانيكيخ
اين تابع به اشـكال   .كندتابع رياضي درجهت ضخامت تغيير مي

توان بـه  عنوان نمونه مي كار رفته كه بهها بهلمختلفي در تحلي
در اين تحليل از يـك تـابع    .تواني آن اشاره كردنمايي و فرمفرم

كسر حجمي تواني براي نشـان دادن نحـوه توزيـع خصوصـيات     
و  دو مقدار مدول الاستيسيته يانگ. مكانيكي استفاده شده است

  :كنندمي چگالي ماده به صورت زير تغيير
( ) ( )

( ) ( )

,

.

z m c f c

z m c f c

E E E V z E

V zρ ρ ρ ρ

= − +

= − +
 )6(  

ــه  ــديس  )6(در رابط ــده    mو  cدو ان ــان دهن ــب نش ــه ترتي  ب
)سراميك و فلز هستند و خصوصيات )

f
V z    تابع كسـر حجمـي

  :]18[ شودصورت زير تعريف مي است كه به

1
( )

2
.

g

f

z
V z

h
= +
 
 
 

 )7(  

تواند از صفر تا مقدار شاخص تواني است كه مي g ،)7(در رابطه 
مقادير خصوصـياتي كـه در ايـن تحليـل      .نهايت تغيير نمايدبي
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ديگر خاصيت مكـانيكي مـاده    آمده و 1استفاده شده در جدول 
  .در نظر گرفته شده است 3/0يعني ضريب پواسون ثابت و برابر 

  
به كار رفته در  خصوصيات مكانيكي مواد هدفمند :)1( جدول

 .تحليل

يانگمدول  ماده  چگالي 

Aluminum(Al)  70 Gpa kg/m
3 2700 

Alumina(Al2o3)  380 Gpa  3800 kg/m
3
 

Zirconia(Zro2)  200 Gpa  5700 kg/m
3
 

  
ــواد          ــن م ــه اي ــايي ك ــين از آنج ــاهمچن ــر  تنه داراي تغيي

رفتـار  خصوصيات در راستاي ضخامت خـود هسـتند، بنـابراين    
د كـه در  كن ـتنش و كرنش اين مواد از قانون هوك تبعيـت مـي  

  .استاشاره شده  ادامه به روابط آن
  
  فرضيات تئوري  2-3

دست آوردن معادلات حاكم بر ديناميك يك پوسته ه جهت ب به
فرضياتي در نظر گرفته شده است كـه   ،اي نسبتاً ضخيماستوانه

ــه آن تعريــف ميــدان جابــه      جــايي، روابــط ميــان   در نتيج
ميـدان   .استدست آمده ه كرنش ب -جايي و تنشجابه -كرنش

  :]3[ زير ارائه شده است شرحجايي مرتبه اول به جابه

 )8(        
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , ( , , ).

,

,

U x x z t u x x t z x x t

V x x z t v x x t z x x t

W x x z t w x x t

ψ

ψ

= +

= +

=
 

,در جايي كه مقادير        ,u v w  جايي در جهت ترتيب جابهبه
و  عرضي، محيطي و طولي است

1 2
,ψ ψ   چرخش صفحه ميـاني

 هايل محورترتيب حو به
2 1
,x x است،t  رابطـه  . نيز زمان است

صورت  الخط بهجايي در دستگاه مختصات منحنيجابه -كرنش
  :]7[ زير است

 )9(     

3

1

1 1

1

1
.

,

ji

ij i j

j ii j

i k i

ij

j i i k kk

i j

uu
g g

g g g

u u

L L

g

L

L
ε

ξ

γ

ξ

α α

=

= +

∂∂
= +

∂ ∂

   
         

 








∑

 

 

,در اين رابطه 
ij i

uε   جـايي  هـاي جابـه  كـرنش نرمـال و ميـدان

اله تحليل بر پايه دو تئـوري دانـل و سـندرز    در اين مق .هستند
نظر گرفتـه   اين با توجه به فرضيات دربرقرار داده شده است بنا

شده براي اين دو تئوري و توجه به اين نكته مهم كه براي يـك  

02پوسته با شعاع انحناي ثابت  1

1 2

α α

ξ ξ

∂ ∂
= =

∂ ∂
روابـط  كه باشد مي

بـه جهـت   ( .آينـد دست مي هصورت زير ب جايي بهجابه -كرنش
همچنين بنابر فرضيات مسئله مقدار  و سازيساده

3
ε فر برابر ص

  .)نظر گرفته شده است در

.11 1 22 2 12 6 2 3 4 1 3 5
, , , ,ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε= = = = =  

0 0

1 1 1 2 2 2

0 0

6 6 6 4 4

0

5 5

 ,

,

,

,

.

zk zk

zk

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε

= + = +

= + =

=

  )10(                  

  :كه در آن 

 )11(  

0 0 0

1 2 6

1 2 1 2

0 0 1

4 2 1 5 1 1

2 1 1

2 2 1

2 6

2 1 2 1 2

,  

 ,

1
 

2

,

,  

, ,

,

.

u v w v u

x x R x x

w v w
c k

x R x x

v u
k k

x x x R x x

ε ε ε

ψ
ε ψ ε ψ

ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂
= = + = +

∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
= + − = + =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
 
 

 

هـاي يـك پوسـته    آنكه توزيع تنش در هر يـك از لبـه   يلدل هب
توان معادلات حركت يك پوسته را بر اساس نمي ،خطي نيست

ين معادلات را بر اساس مفهومي به بنابرا .دست آورده ها بتنش
هاي اعمـالي  تنش   نويسند كه مجموعهاي تنش مينام منتجه

بـا   نظـر  ردودو تئوري م .در يك لبه پوسته در واحد طول است
  :]7[ شوندتعريف ميصورت زير  به ،)2( و) 1(توجه به روابط 

1 1
/21

2 2

/2
6

6 1

(1 )

,

(1 )

h

h

z
z c

M R

M z dz

M z
z c

R

σ

σ

σ
−

 
+  

  
=   

   
   +

 

∫ 

)12  ( 
1 1

1

2

2 / 2

6 6 1

/ 2
1

5 5 1
2

4 4

(1 )

(1 )

(1 )

,

h

h

z
c

R
N

N
z

N c dz
R

Q
z

cQ
R

σ

σ

σ

κ σ

κ σ

−

+

= +

+

 
 

   
   
      
   
   
   
    

 
  

∫

كهطوري به 
1 2 6
, ,N N Nاي صـفحه هـاي درون هاي نيـرو منتجه
ــين ــتند و همچن هس

1 2
,Q Q ــه ــرومنتج ــاي ني ــه ــي ه اي عرض

.هستند
1 2 6
, ,M M M در رابطـه   .هاي ممـان هسـتند  نيز منتجه

بالا دو ضـريب 
4 5
,κ κ       ضـرايب تصـحيح برشـي هسـتند كـه در

  كـار  زيـع بـرش بـه   وجهت بهبـود وضـعيت ت   بهتئوري ميندلين 
اند كـه  مقادير مختلفي براي اين دو ضريب مطرح شده .روندمي
ين مقالهدر ا

4 5
κ κ=  6/5و 4/3نظرگرفتـه شـده و مقـادير     در 

رامتر مهمي كـه بـراي   ديگر پا .]11[ كار رفته استبراي آنها به
ممان اينرسـي جرمـي اسـت كـه     شده، رفته گكار اين تحليل به
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  : به قرار زير خواهد بود )5(براي يك استوانه و با توجه به روابط 
/ 2

1

/ 2

( ) 1 0,1, 2 .

h

i

i

h

z
I z c z dz i

R
ρ

−

= + =
 
 
 ∫  )13( 

)در رابطه بالا  )zρ      رابطه چگـالي توزيـع شـده مـواد هدفمنـد
به اين نكته بايد اشاره كرد كه در تمامي روابط بالا ضريب . است

1
c  1به صورت

1
c 0براي تئوري سندرز و  =

1
c براي تئوري  =

كـرنش   -در نهايت روابـط تـنش   .نظر گرفته شده است دانل در
 صورت زير است كه اشاره شد بهطوريبراي مواد هدفمند همان

]18[:  

1 1

2 2

4 4

5 5

6 6

( )

2
1

.

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 (1 )/2 0 0

00 0 0 (1 )/2

(1 )/20 0 0 0

E z

σ ε

σ ε

σ ε

σ ε

σ ε

ν

ν

ν

ν

ν

ν

=

 
 
 
 
 

−  
 
 
 

−

−

−

   
   
   
   
      

  )14(  

  

  معادلات حركت  -4 -2

 ـ بـراي با آگاهي از روابط مورد نيـاز    دسـت آوردن معـادلات  ه ب
 .معادلات استفاده شده استاين يلتون براي حركت، از اصل هم

  :]7[ فرم كلي اين اصل به صورت زير است

0 0

L ( U) 0.
T T

dt dtδ δ δ= Κ − =∫ ∫   )15(  

كرنشي وانرژي جنبشـي   ،انرژي پتانسيل Κو Uدر رابطه بالا
   بـه قـرار زيـر    ايهستند كه براي الماني ازيـك پوسـته اسـتوانه   

  : ]7[ باشندمي
/ 2

2 2 2

1 2

/ 2 0 0

1
( )( )(1 )

2
,

h L

h

z
z u v w dx dx dz

R

θ

ρ

−

Κ = + + +∫ ∫ ∫ & & &  

  )16(

 

/ 2

1 1 2 2 6 6

/ 2 0 0

4 4 5 5 1 2

1
U (

2

)(1 ) .

h L

h

z
dx dx dz

R

θ

σ ε σ ε σ ε

σ ε σ ε

−

= + +

+ + +

∫ ∫ ∫

ــدين        ــام چن ــرات و انج ــاب تغيي ــر حس ــال عملگ ــد از اعم     بع
سـازي ضـرايب مربـوط بـه     گيري جـزء بـه جـزء و جـدا    انتگرال

1 2
, , , ,u v wδ δ δ δψ δψ معادلات حركت به قرار زير خواهد بود:  

61

1 2 1

1 2

: ,
NN

I Iuu
x x

ψδ
∂∂

+ = +
∂ ∂

&&&&  

 )17(   

6 2 2

1 1 2 2

1 2

: ,v
N N Q

c I I
x x

v
R

δ ψ
∂ ∂

+ + = +
∂ ∂

&&&&  
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1 1 2 3 1

1 2

: ,
MM

Q I I
x x

uδψ ψ
∂∂

+ − = +
∂ ∂

&&&&  

1 2 2

1

1 2

: .
Q Q N

w I w
x x R

δ
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

&&  

معنـاي مرتبـه مشـتق    ها بـه در معادلات بالا نقطه بالاي پارامتر

و ضريب نسبت به زمان است
1

c  ر د. نيز مانند قبل خواهـد بـود

 مـرزي كلاسـيك  كنار اين معـادلات بـراي هـر نـوع از شـروط      

  بنـدي كـه در زيـر طبقـه    آيـد دسـت مـي  ه هاي زير نيـز ب ـ قيد
  .اندشده

  : شرط مرزي ساده

1 2 1 6

1 2 6

1 2 1

1 2

1:    0,    

2 :   0,

3 :   0,         

4 :   0.

S w M N N

S w M u N

S w M N v

S w M u v

ψ

ψ

ψ

ψ

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = = =

 )18- 1(   

  :شرط مرزي گيردار

1 2 1 6

1 2 6

1 2 1

1 2

1:   0,     

2 :   0,

3 :   0,      

4 :   0.

C w N N

C w u N

C w N v

C w u v

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

= = = = =

= = = = =

= = = = =

= = = = =

 )18- 2(          

  :شرط مرزي آزاد

1 6 1 6 1
 0.N N M M Q= = = = =   )18- 3(            

نيـاز   ،حال با آگاهي كامل از روابط و معادلات حاكم بـر آن      
ــرار    ــا ق ــا ب ــت ت ــديگر   اس ــل يك ــط در داخ ــادادن رواب   را  آنه

قـرار  ) 12(در روابـط  ) 14(و ) 10(روابـط  . سـازي نمـاييم  ساده
صـورت  مان و نيرو بـه  هاي منتجه مانتگرال گرفته و بعد از حل

  :شوندسازي ميساده رزي
0 0 0 0

1 1 2 1 2

0 0 0 0

1 1 2 1 2

0 0 0 0

2 2 1 2 1

0 0 0 0

2 2 1 2 1

( )( ) ( )( ),

( )( ) ( )( ),

( ) ( ),

( ) ( ),

B C
N A B k k

R R

C D
M B C k k

R R

N A B k k

M B C k k

ε νε ν

ε νε ν

ε νε ν

ε νε ν

= + + + + +

= + + + + +

= + + +

= + + +

 

0 0
6 6 6

0 0
6 6 6

0 0
1 5 2 4

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) , .

C D
M B C k

R R

B C
N A B k

R R

B
Q A Q A

R

ε

ε

κ ε κ ε

′ ′
′ ′= + + +

′ ′
′ ′= + + +

′
′ ′= + =

 

   )19(   

آمـده   پيوسـت در ) 19(رفته در روابط  كارهتمامي ضرايب ب     
پـنج  ) 17(با قرار دادن ايـن روابـط در معـادلات حركـت      .است

بـراي حـل معـادلات    . آيددست ميه ديفرانسيل جزئي بمعادله 
با هر شرط مرزي اختياري در دو سـر  اي وسته استوانهحركت پ
/استوانه 2L±، هاي زير در نظر گرفته شده استپاسخ:  

( )

( )

( )

( )

( )

1 2

1 2

1 1 2

2 1 2

1 2

( e

( e

( e

)

)

)

( e

( )e

)

,

,

,

,

.

m

m

m

m

m

i t

m m

i t

m m

i t

m m

i t

m m

i t

m m

u U x Cos x

v V x Sin x

X x Cos x

Y x Sin x

w w x Cos x

ω

ω

ω

ω

ω

β

β

ψ β

ψ β

β

=

=

=

=

=

 )20(  

/در دسته روابط بالا 
m

m Rβ , باشـد كـه  مي = , ,m = L0 1 2 
شماره مد ارتعاشي و 

m
ω نيز فركانس طبيعي متناظر آن است. 

Archive of SID

www.SID.ir



 61                                                                                                            ....هاي دانل و سندرز براي ارتعاشات آزاد بررسي صحت نتايج تئوري

 
 

 هـا در معـادلات حركـت   حال بـا قـرار دادن ايـن دسـته پاسـخ     

سـازي  مرتـب و ) 19 و 11(گذاري روابط دست آمده از جايه ب 
   :گيري داريمنها بر اساس مرتبه مشتقآ

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

,

,

,

,

.

U q U q V q W q X q Y

V q U q V q W q X q Y

X q U q V q W q X q Y

Y q U q V q W q X q Y

W q U q V q W q X q Y

′′ ′ ′ ′= + + + +

′′ ′ ′= + + + +

′′ ′ ′ ′= + + + +

′′ ′ ′= + + + +

′′ ′ ′= + + + +

  )21( 

در بالا يك دسته معادلات ديفرانسيل دست آمده ه پنج معادله ب

iو  مرتبه دوم معمولي كوپل هستند
q ها نيز تركيبي از ضرايب

منظـور حـل ايـن دسـتگاه از روش      به .هستند پيوستآمده در 
   بــا انتخــاب در ايــن روش  .حالــت اســتفاده شــده اســت -فضــا
معادلـه   nل بـا  هر دستگاه معادلات ديفرانسيهاي كمكي متغير

mبه ،  mمرتبه  n×    بـدين  .شـود معادله مرتبـه اول بـدل مـي 
هـاي زيـر   متغيـر  ترتيب براي حل اين مسـئله خـاص از تغييـر   

  :است استفاده

1 1 1 2 1 1 1 1

3 1 1 4 1 1 3 1

5 1 1 6 1 1 5 1

7 1 1 8 1 1 7 1

9 1 1 10 1 1 9 1

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ), ( ) ( ) ( )

m m m m m

m m m m m

m m m m m

m m m m m

m m m m m

Z x U x Z x U x Z x

Z x V x Z x V x Z x

Z x W x Z x W x Z x

Z x X x Z x X x Z x

Z x Y x Z x Y x Z x

′ ′= = =

′ ′= = =

′ ′= = =

′ ′= = =

′ ′= = = .

  )22( 

  :داريمدستگاه معادلات در متغير  با اعمال اين تغيير
{ } [ ]{ }

{ } { } { } { }
1 10 1 10

,

,

... ... .
T

m m m m

Z A Z

Z Z Z Z Z Z

′ =

′ ′ ′= =
    )23(     

]ماتريس ]A كـه در   طـوري همان واست ده در ده  يك ماتريس
   .باشدميدرايه غير صفر  30داراي  مشخص استزير 

3 51 2 4

8 106 7 9

13 1511 12 14

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

0 01 0 00 00 0 0

0 00 0 0

0 00 0 00 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 00 0 00 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 00 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 00 0 0 0 1

0 0 0 0 0

.

q qq q q

q qq q q

A
q qq q q

q q q q q

q q q q q

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 )24( 

  

  :استصورت زير  به) 23(نحوه كلي پاسخ براي معادله 
{ }1

1
( ) ,

A x
Z x e a=   )25( 

}دراين رابطه }a ستوني از ثوابت است كـه بـه شـروط    و  بردار

1مرزي وابسته است و ماتريس
Ax

e   نيز فرم تـواني مـاتريس[ ]A 
 ، چگـونگي تنها مورد ديگـر كـه بايـد توضـيح داده شـود     . است

]آوردن فرم تواني مـاتريس  دست هب  ]A  هـاي  كـه روش  اسـت
براي اين منظـور نيـز از روش   . ن موجود استآزيادي نيز براي 

 )26(رابطـه  صـورت   كـه بـه  هاي مودال استفاده شـده  ماتريس
)در ايـن رابطـه   .شودتعريف مي , , ..., )

i
iλ = 1 2 مقـادير ويـژه   10

]ماتريس ]A يسهستند و ماتر[ ]M  مـودال اسـت    نيز مـاتريس
امين مقدار ويژه iويژه متناظر با  بردارهمان ستون آن امين iكه 

]ماتريس ]A است .  

[ ] [ ]

1 1

2 2

1

10 1

1
.

0

0

x

x
A x

x

e

e
e M M

e

λ

λ

λ

−
=

 
 
 
 
 
 
 

O

 

)26( 

در داخل هـر نـوع تركيبـي از شـرايط     ) 25(با قرار دادن رابطه 
 مرزي در دو سمت

1
/ 2x L= ، يـك دسـتگاه معـادلات    استوانه±

  : زير قابل نمايش است صورتشود كه به همگن حاصل مي
0.

ij j
G k =   )27(  

داراي پاسخ نخواهد بود مگر آنكه ) 27(دستگاه معادلات همگن 
  :دترمينان ماتريس ضرايب صفر باشد

0.
ij

G =   )28( 

ه اي را ب ـهاي طبيعي پوسته استوانهمقدار فركانس) 28(عادله م
اين است كه در مواردي كـه   ذكرقابل  نكته مهم .آورددست مي

ضخامت پوسته خيلي كم و يا خيلي زياد است بهتر است كه از 
كه در آن ماتريس معكوس ماتريس مودال در مخـرج   )29(فرم 

ام اين عمل ديگر نيـازي  كه با انج چرا ،قرار گرفته استفاده نمود
به محاسبه دترمينان معكوس ماتريس مودال نيست و از خطاي 
محاسباتي كامپيوتري در محاسبه دترمينان معكـوس مـاتريس   

  .شودميمودال جلوگيري 

0.
ij

ij

G

M
=   )29( 

  

 نتايج عددي -3

با نتايج  ،دست آمده از تحليل حاضره ابتدا نتايج ب در اين بخش
ساير مقالات مقايسه شـده   وAbaqus افزار دست آمده از نرمه ب

و اسـتوانه   همسـانگرد اين مقايسه در دو بخـش اسـتوانه    .است
هاي مختلف و براي شروط مـرزي متفـاوت   در ضخامت هدفمنـد 

سـازي المـان محـدود پوسـته     به منظور مـدل  .انجام شده است
اي كه هـر گـره   گره 20 بعدي الاستيسيتهاز المان سه ،هدفمند

مدل همچنين . استشده استفاده  داراي سه درجه آزادي است،
 بندي شـده لايه تقسيم 20اي ضخامت به تعداد مذكور در راست

دو راسـتاي طـولي و پيرامـوني    و هر لايه به صورت جداگانه در 
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انتخاب اين تعداد تقسيمات با توجـه بـه    .بندي شده استالمان
در داخل جـداول شـماره    ].28[شده است  توصيه مراجع انجام

ترتيـب شـماره مـود    كـه بـه   (n,m)مود هر فركانس به صـورت  
در قسـمت دوم   .نشان داده شده است ،محيطي و طولي هستند

 هاي مختلف هندسي و مادي بر رونـد تغييـر  اثرات تغيير پارامتر
براي شروط مرزي مختلف بررسي شده  فركانس طبيعي استوانه

ترتيـب بـا    بـه دار، ساده و آزاد گيرشروط مرزي  مه،ادادر  .است
در تمـامي   همچنـين  .نشان داده شده است F و C ،S هاينماد

6/5κموارد از ضريب تصـحيح بـرش    . اسـتفاده شـده اسـت    =
 مـاده يـا   Al/Al2O3كار رفته در تحليل به دو صـورت  تركيب به

   .اشندبمي )2( يا ماده Al/ZrO2و ) 1(
  
  نتايجي كممقايسه  -1 -3

هاي طبيعي يك استوانه همگن با شـرايط  فركانس 2 در جدول
انـد  آمده دست هب سندرز و مرزي ساده كه توسط دو تئوري دانل

2و با رابطه
((1 ) / )R Eω ν ρΩ = اند نشان داده شده بعد شدهبي −

تـب  متفـاوت مر  هاي پيرامـوني نتايج بر اساس شماره مود. است
بعدي الاستيسـيته و  دست آمده از تئوري سهو با نتايج به  شده

نتـايج حاضـر در ايـن    . انـد بعدي مقايسه شـده المان محدود سه
  دهـد كـه تطـابق بسـيار خـوبي ميـان نتـايج        جدول نشان مـي 

بعـدي الاستيسـيته وجـود    هاي مذكور و نتايج تئوري سهتئوري
طـور مـدل المـان    همـين . دارد و دقت نتايج بسيار عـالي اسـت  

محدود نيز نتايج بسيار خوبي را ارائه داده كـه نشـان از صـحت    
دو  3در جـدول  . افـزار المـان محـدود اسـت    سازي در نـرم مدل

اي همگن كه توسط دو تئـوري  فركانس طبيعي اول يك استوانه
انـد،  بعدي محاسبه شـده دانل و سندرز و مدل المان محدود سه

هاي ضخامت بـه شـعاع   در نسبتبراي تركيبات شروط مرزي و 
هـا،  در كنار هر يـك از فركـانس  . مختلف نشان داده شده است

  انـد حـاكي از   ارقامي كه به صـورت برجسـته نشـان داده شـده    
  .هاي محوري هستندمود

دست آمـده داراي  دهد كه نتايج به ول حاضر نشان ميجد      
. ستندبعدي المان محدود هدقت بسيار خوبي نسبت به مدل سه

هاي ارتعاشي طولي را نيز طور اين دو تئوري توانسته مودهمين
هاي آنها را با دقت خوبي ارائه تحت پوشش قرار داده و فركانس

 دهنـد كـه  نشـان مـي  به طـور كلـي    3و  2اما دو جدول  ،دهند
. دهـد تري نسبت به تئوري دانـل مـي  تئوري سندرز نتايج دقيق

تر بوده و هاي بالاتر مشهودمتدر نسبت ضخا ويژه هاين تفاوت ب
تـر از مقـدار   دست آمده از تئوري دانـل بـزرگ  ه معمولاً نتايج ب

  .المان محدود است

ــدول        ــتوانه   5و  4ج ــته اس ــك پوس ــانس اول ي اي دو فرك
دهـد كـه بـراي    را نشـان مـي   )1(هدفمند و با خصوصيت ماده 

 دسـت ه ب h/Rهاي مختلف تركيبات شروط مرزي و براي نسبت
 ـ 4 جدول. آمده است دسـت   ه، تطابق بسيار خوب بين نتـايج ب

بعدي را گزارش ي سندرز با نتايج المان محدود سهآمده از تئور
رفت تئـوري دانـل   طوري كه انتظار ميدر مقابل همان. دهدمي
در  ويـژه  كـه بـه  ايج بيشـتري داده  نت ـ ،بت به المان محـدود نس

  . تر استله مشهوداين مسئ ،هاي ضخامت به شعاع بالاترنسبت
  

اي هاي طبيعي يك پوسته استوانهمقايسه فركانس ):2(جدول =

   =h/R=20.(n=1, L/R ,002/0(  همگن با شرط مرزي ساده

Present 
FEM Loy [18] 

شماره 

 Sanders Donnell مود

0016105/0  0016237/0  0016101/0  0016101/0  1 

0093922/0  011627/0  0093808/0  009382/0  2 

022110/0  024832/0  022118/0  022105/0  3 

042088/0  044887/0  042142/0  0422095/0  4 

067981/0  070810/0  068155/0  068008/0  5 

099664/0  102518/0  010013/0  099730/0  6 

137108/0  139979/0  138228/0  137239/0  7 

180305/0  183182/0  182720/0  180527/0  8 

229232/0  232696/0  234057/0  229594/0  9 

283877/0  286790/0  288762/0  284435/0  10 

  
نيز تئوري سندرز نتايج خوبي ارائه داده امـا در   5در جدول      

ــاي حاصـ ـ  ــل، خط ــن جــداول   مقاب ــوري دانــل در اي  ل از تئ

به طوري كه با كاهش سـختي از  . شدت افزايش يافته استبه  
شـود كـه   مشـاهده مـي   آزاد -ساده به آزاد -شروط مرزي ساده

مقدار خطا به شدت افزايش يافته تا جايي كه در شـرط مـرزي   
  تـرين شـروط مـرزي در صـنايع    كـاربرد آزاد كه يكي از پر -آزاد
در مواردي كه نسبت . باشد، نتايج غير قابل اطمينان هستندمي

h/R     بالاست تئوري سندرز مقادير كمتري را نسـبت بـه المـان
ايـن بـه دليـل آن اسـت كـه روش المـان       ومحدود ارائه نموده 

امـا در  . تس ـيسازي پاسخ دقيقـي ن محدود با توجه به نوع مدل
  . مقابل روش حاضر يك روش دقيق و تحليلي است

  

  اثرتغيير مود پيراموني بر فركانس طبيعي پايه  -2 -3

 مـاده  مقادير فركانس طبيعي استوانه بـا مشخصـات   3در شكل 

)1 (1L/R=، 1g= 02/0 وh/R=   و شروط مـرزيC-C ،C-S ،S-
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S و  C-F ير ترسيم شـده  زهاي براي سه مود طولي اول، نمودار
 . است

نتايج حاصل از دو تئوري دانل و سندرز در كنار هـم قـرار         
شود كه در مشاهده مي 3در تمامي نمودارهاي شكل . اندگرفته

 ثابت، ميزان فركانس طبيعي با افزايش مود) n( عدد مود طولي
همچنين در . يابدابتدا كاهش و سپس افزايش مي) m( پيراموني

) m(شود كه عدد مود پيرامـوني پايـه   ها مشاهده مياين نمودار
ايـن پديـده در اثـر تغييـر در     . به نوع شرط مرزي وابسته اسـت 

    نسبت ميـان انـرژي كششـي و انـرژي خمشـي اسـتوانه اتفـاق        
 ـالبته همان. افتدمي   رفـت در شـرط مـرزي   يطوري كه انتظار م

C-F در فركانس پايه اختلاف ميان دو تئوري تا حدودي  ويژه به
  .يابدافزايش مي

 

 

  .)L=R=1(متفاوت h/Rهاياستوانه همگن با شروط مرزي مختلف و نسبتاول فركانس طبيعي دو مقايسه   )3(جدول 

  )Hz(فركانس دوم  )Hz(فركانس اول 

 R/h  FEM  شروط مرزي
Present 

FEM  
Present  

DT
* ST

** DT ST  

C - C 5 3/2076  ]2 3/2175 5/2185  ]1و 1[  6/2181 7/2075 7/2085  ]1و 

 0/1518 4/1524 ]1و 2[ 0/1521 1/1482  6/1483 ]1و 3[ 0/1473 10 

 7/754 7/762 ]1و 6[ 9/756 5/735 3/741 ]1و 5[ 4/738 40 

          

C – S 5 6/1776 ]2 0/1890 0/1891 ]1و 1[ 3/1890 6/1775 3/1797 ]1و 

 1/1353 3/1362 ]1و 2[ 9/1352 5/1279 0/1300 ]1و 3[ 9/1278 10 

 8/687 7/696 ]1و 6[ 1/688 8/661 6/668 ]1و 5[ 23/662 40 

          

S - S 5 6/988   ---  1/987 1/987 6/1536 ]2 8/1536 0/1571 ]1و 

 0/1131 4/1158 ]1و 3[ 0/1130 1/987 1/987 ---  4/987 10 

 2/627 4/637 ]1و 6[ 5/626 8/593 6/601 ]1و 5[ 9/592 40 

* DT: Donnell Theory  

** ST: Sanders Theory  
          

 

 مختلف h/R هايبراي شروط مرزي و نسبت )1(خصوصيت ماده يعي اول استوانه هدفمند بامقايسه دو فركانس طب :)4(جدول 

.)L=R=1,g=1(  

      )Hz(فركانس اول  )Hz(فركانس دوم
Present  

FEM  
Present  

FEM R/h شروط مرزي  
ST  DT ST  DT 

 C - C  5  8/1635  ]1و 2[  3/1650  3/1639  0/1697  ]1و 3[  6/1724  1/1701

    10  7/1151  ]1و 3[  3/1170  4/1155  8/1209  ]1و 2[  1/1221  5/1214
    40  3/587  ]1و 5[  5/594  6/589  8/590  ]1و 6[  3/601  4/594

                    

  C - S  5  0/1402  ]1و 2[  5/1419  2/1405  8/1472  ]1و 3[  7/1503  8/1473
    10  9/1006  ]1و 3[  8/1027  4/1009  4/1080  ]1و 4[  9/1110  2/1082
    40  4/528  ]1و 5[  0/536  5/530  4/535  ]1و 6[  6/547  9/539

                    

  S - S  5  1/810  ----   5/830  2/828  0/1216  ]1و 2[  9/1247  4/1220
    10  4/815  ----   0/826  8/824  7/895  ]1و 3[  1/921  9/899

    40  3/473  ]1و 5 [  6/481  4/475  5/485  ]1و 6[  7/497  3/490
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  براي شروط مرزي  )1( خصوصيت ماده يعي اول استوانه هدفمند بامقايسه دو فركانس طب :)5(جدول 
  . )=1gو =L=R 1( مختلف h/R هايو نسبت

      )Hz(ركانس اولف  )Hz(فركانس دوم

Present  
FEM  

Present  
FEM R/h شروط مرزي  

ST DT ST DT 

 C - F  5  1/626  ]1و 2[  1/653  3/625  3/741  ]1و 3[  2/799  6/741

    10  6/479  ]1و 3[  3/506  3/480  8/530  ]1و 2[  8/539  7/530
    40  4/260  ]1و 4[  2/267  0/262  8/275  ]1و 5[  8/287  6/279

                    

  S - F  5  6/241  ]1و 2[  6/329  4/249  5/593  ]1و 3[  7/677  2/597
    10  1/126  ]1و 2[  2/171  1/129  3/315  ]1و 3[  3/360  5/319

    40  9/31  ]1و 2[  6/43  2/30  4/80  ]1و 3[  6/92  9/81
                    

  F - F  5  7/180  ]0و 2[  4/245  9/180  7/306  ]1و 2[  3/424  3/323
    10  6/93  ]0و 2[  3/127  2/94  2/167  ]1و 2[  8/227  6/172

    40  8/23  -----   5/23  2/24  1/43 ]1و 2[  9/58  6/38

  

اثر تغيير نسبت طول به شعاع بر فركانس طبيعي  -3 -3

   پايه

تغييرات فركانس طبيعي پايه بر اثر تغيير نسبت طول به شـعاع  
ــا  ــراي يــك اســتوانه هدفمنــد ب و  =1g= ،02/0h/R اســتوانه، ب

، F-F و C-C ،S-S ،S-Fبراي شروط مرزي  )1( خصوصيات ماده
منظور مقايسـه دقيـق، در    به. نشان داده شده است 4در شكل 

اين اشكال نتايج دو تئوري دانل و سندرز در كنار نتـايج المـان   
نتايج اين مقايسـه نشـان   . بعدي قرار داده شده استمحدود سه

 L/Rبا افـزايش مقـدار    S-Sو  C-Cدهد كه در شروط مرزي مي
يابد كه اين مسئله همراه مقدار فركانس طبيعي پايه كاهش مي

در واقـع بـا افـزايش ايـن     . با تغيير در عدد موج پيراموني اسـت 
همچنـين  . يابدنسبت مقدار مقاومت خمشي استوانه كاهش مي

در اين دو شرط مرزي، تطابق خوبي ميان نتـايج وجـود دارد و   
تطـابق بهتـري بـا    توان گفت، نتايج سندرز نسبت بـه دانـل   مي

اما بـا افـزايش ميـزان درجـات آزادي در دو     . المان محدود دارد
، اخـتلاف ميـان نتـايج    F-Fدر حالـت   بـه ويـژه   انتهاي استوانه

يابد، اين در حالي اسـت  مي تئوري دانل با المان محدود افزايش
كه نتايج تئوري سندرز هنوز تطابق بسـيار خـوبي را بـا المـان     

وجـود حفـظ رونـد     تئـوري دانـل بـا   . تاس ـ محدود حفظ كرده
تواند بـه  نمي  صحيح نسبت به تغيير در نسبت طول به شعاع، 

هـاي تـنش را اعمـال    خوبي شروط مرزي طبيعي مانند منتجـه 
نمايد كه يكي از دلايل اين خطا، عدم اعمال تغيير شـكل درون  

  .هاي برشي استاي بر كرنشصفحه

ر فركـانس    اثر تغيير نسبت ضخامت بـه شـعاع   -4 -3 بـ

  طبيعي پايه 

هاي تغييرات فركـانس طبيعـي پايـه بـر اثـر      نمودار 5در شكل 

تغيير نسبت ضخامت به شعاع در استوانه هدفمند با خصوصيات 
بـراي تمـامي تركيبـات ممكـن شـروط       =1gو =1L/R )1(ماده 

در ايـن قسـمت هـم، نتـايج     . مرزي كلاسيك ترسيم شده است
رز در كنار نتايج حاصل از مدل هاي دانل و سندحاصل از تئوري

هـا  در تمـامي نمـودار  . بعدي المان محدود قرار گرفته اسـت سه
نتايج حاصل از تئوري سندرز تطابق بسـيار خـوبي را حتـي در    

. دهـد بعدي نشان ميهاي بالا با مدل المان محدود سهضخامت
 C-C ،C-S ،S-Sهاي اما نتايج حاصل از تئوري دانل، براي حالت

آن هم فقط در محدوده نسبت ضخامت به شعاع كمتر از ، C-Fو
طـور در شـروط   همـين . با نتايج المان محدود تطـابق دارد  1/0

مقدار زيـادي افـزايش يافتـه    ميزان اين خطا به F-Fو S-Fمرزي 
بـالا بـودن    دليل آن است كـه در ايـن حـالات   . )6شكل ( است

نـل در  مقدار ضخامت استوانه در كنـار عـدم توانـايي تئـوري دا    
گويي به شروط مرزي آزاد قرار گرفته و ميزان خطـا را بـه   پاسخ

شود كه ها، مشاهده ميبر طبق نمودار. شدت افزايش داده است
مقدار فركانس طبيعي پايه با افزايش نسبت ضخامت بـه شـعاع   

، C-Cدر شروط مرزي  ويژه ها، بهدر اين نمودار. يابدافزايش مي
C-S و S-S  شود كـه رونـد   پيراموني مشاهده ميتغيير عدد مود

  .كاهشي آنها نشان از افزايش سختي خمشي سازه است

Archive of SID

www.SID.ir



 65                                                                                                            ....هاي دانل و سندرز براي ارتعاشات آزاد بررسي صحت نتايج تئوري

 
 

  

  
  
  

  

  

  

 
 .مود پيراموني براي شروط مرزي مختلفعدد در اثر تغيير  )1( مادهاستوانه با خصوصيات  تغييرات فركانس طبيعي  :)3(شكل 

  

  

  

  

  

 
براي شروط مرزي  در اثر تغيير نسبت طول به شعاع) 1( مادهدفمند با خصوصيات استوانه هتغييرات فركانس طبيعي  :)4(شكل 

 .مختلف
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در اثر تغيير نسبت ضخامت به شعاع براي شروط ) 1( ماده استوانه هدفمند با خصوصياتتغييرات فركانس طبيعي : )5(شكل 

  .مرزي مختلف
 

  

  

  

  

  

 
 .براي شروط مرزي مختلف gدر اثر تغيير ) 2(و ) 1(توانه هدفمند با خصوصيات ماده تغييرات فركانس طبيعي اس :)6(شكل 
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  گيرينتيجه -3

 هپرداخت ـ هدفمنـد اين مقاله به بررسي ارتعاشات آزاد استوانه در
. مورد استفاده قرار گرفته اسـت و دو تئوري دانل و سندرز شده 

      طـور كـه انتظـار   همـان  ،منظور حـل دقيـق ايـن دو تئـوري     به
 ـ توانسـت نتـايج خـوبي را    مـورد  حالتي روش فضارفت مي ه ب

بعـدي  سـه  از يـك مـدل المـان محـدود    همچنـين  ، آورددست 
نتـايج دو تئـوري در   . تايج آن نيز مثبت اسـت نكه  شداستفاده 

افـزاري المـان   ساير محققين و همچنـين نتـايج نـرم    كنار نتايج
هـا  تئـوري  دقـت  ،نهايـت در و  مورد بررسي قرار گرفتـه  محدود

اثرات تغيير در شاخص تواني مواد هدفمنـد،   .ه استبررسي شد
نسبت ضخامت به شعاع،  نسبت طول بـه شـعاع و تعـداد مـود     

بـراي شـروط   بر روي فركـانس طبيعـي اسـتوانه     ،نيز پيراموني
ترين نتـايج ايـن تحليـل بـه     مهمكه  بررسي شد مرزي مختلف
  :باشدشرح زير مي

شــرايط  ر تمــامي شــروط مــرزي ودنتــايج تئــوري ســندرز  -1
ساير تحقيقـات و   دقت بسيار خوبي را نسبت به نتايجهندسي، 

 ،داده استبعدي نشان نتايج المان محدود سه

تواند به خوبي شروط مـرزي آزاد را اعمـال   تئوري دانل نمي -2
 ،دهدنمايد و نتايج قابل قبولي ارائه نمي

هـاي  نسـت مـود  هاي خمشـي توا تئوري حاضر علاوه بر مود -3
 ،دست آورده طولي ارتعاشي را نيز به خوبي ب

عدد مود پيراموني مطابق با فركانس طبيعي پايه استوانه بـا   -4
تغيير در شروط مرزي، نسبت ضخامت و شعاع و نسبت طول به 

  ،كندشعاع تغيير مي
آزاد تـأثيري بـر    -تغيير طول اسـتوانه در شـرط مـرزي آزاد    -5

توانه نداشته و در نتيجه فركـانس پايـه   فركانس طبيعي پايه اس
 ،ثابت خواهد ماند

هايي بـا  تواند پاسخ مناسبي را براي استوانهتئوري دانل نمي -6
 و نسبت ضخامت به شعاع بالا ارائه دهد

ــاده   -7 ــي م ــانس طبيع ــاده  ) 1(فرك ــه م ــبت ب داراي ) 2(نس
    در مقـادير  اسيت بيشتري به شاخص تواني اسـت بـه ويـژه   حس

1 g<. 
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  پيوست
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