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  حل معادله هدايت هذلولوي در جسم كروي 

  همراه با شرط مرزي غيرخطي

  2كياو عليرضا نصيري 1سعد الدين... سيف ا

 دانشكده مهندسي مكانيك

  دانشگاه سمنان 
  )07/02/93: تاريخ پذيرش ؛13/09/92: تاريخ دريافت( 

  

  هچكيد

  كـاري  ثير منبـع گرمـايي ليـزر تـابع زمـان و خنـك      أخـارجي آن تحـت ت ـ  سـطح  كـه  معادله هدايت گرماي هذلولوي در يك جسـم كـروي    حاضر در مقاله

مـك بسـط   شرط مرزي غيرخطي بـا ك  اين روش، كارگيري بهبراي . لاپلاس حل شده استبديل با استفاده از روش ت ،تشعشعي تركيبي قرار دارد - جاييهجاب

مقـادير   توزيـع دمـا بـراي     .ت آوردن معكوس تبديل لاپلاس استفاده شـده اسـت  دساز روش تقريب مجموع ريمان نيز براي به. ده استشسري تيلور خطي 

و حل معادلات فوريه و هذلولوي با يكـديگر  هدايت و نسبت تشعشع به هدايت مورد بررسي قرار گرفته  - جاييهآسايش، مدت پالس، نسبت جاب  زمانمختلف 

  . ييد شده استأتر تبا شرايط مرزي سادهنتايج اين روش با نتايج حل تحليلي موجود  .استمقايسه شده 

 
  خطي، كرهغيرشرط مرزي روش تبديل لاپلاس،  ،هدايت گرماي هذلولوي :يكليدهاي واژه
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ABSTRACT 

In this paper hyperbolic heat conduction equation in spherical media with its outer surface subjected to time dependent laser heat 

source and combined convective-radiative cooling is solved using Laplace transform method. In order to perform this method, the 

nonlinear boundary condition is linearized by Taylor’s series expansion. The Riemann-sum approximation method is used to 

obtain the inverse of Laplace transform. The temperature distribution is studied for different values of thermal relaxation time, 

pulse duration, convection-conduction and radiation-conduction parameters and the solutions of hyperbolic and Fourier equations 

are also compared. The results of the present method is verified by being compared with available analytical solution results under 

a simpler boundary condition. 
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  مقدمه  -1

مسائل هدايت گرمايي در مهندسي با اسـتفاده از معادلـه بقـاي    

معادلـه بقـاي   . شوند حل مي 1انرژي همراه با يك رابطه متشكله

  :استصورت زير به در حالت كلي انرژي

( , )
. ( , ) ( , ) 0,

T r t
c q r t G r t

t
ρ

∂
+ ∇ − =

∂

r
r r

 )1(  

),(،در رابطه فوقكه   trq
r

نـرخ توليـد    Gو  بردار شار حرارتي 

رابطـه متشـكله تئـوري     .باشـد انرژي داخلي بر واحد حجم مـي 

كلـي ايـن    صـورت . كلاسيك هدايت گرمايي، رابطه فوريه است

  :صورت زير استبعدي بهدر حالت سه رابطه

( , ) ( , ),q r t k T r t= − ∇
rr r

 )2(  

مسـتقيم متناسـب بـا    طـور  بـه بردار شار حرارتي  ،فوقدر رابطه 

گونه اختلاف زمـاني وجـود   هيچاست و بين آنها بردار تغيير دما 

شـار   ،وجـود آمـدن تغييـرات دمـا در جسـم     بهمحض ندارد و به

 ،k ثابـت تناسـب   در ايـن رابطـه   .آيدوجود ميبه آنحرارتي در 

معادله بقـاي  تركيب رابطه فوريه با  .استضريب هدايت گرمايي 

 :شود انرژي به معادله زير منجر مي

1 ( , ) 1
( , ) ( , ),

T r t
T r t G r t

t kα

∂
= ∆ +

∂

r
r r

    )3(  

بعـدي و ناپايـدار ارائـه    توزيع دما را در حالـت سـه   ،معادله فوق

 جزئـي فرانسيل با مشتقات ييك معادله د ،اين رابطه كه دهد مي

  حـرارت درون جسـم را توصـيف     2شو پخ ـ استوي ماز نوع سه

 تمـامي سـطوح  به شرايط مرزي بر روي  اين رابطهحل . كندمي

اين رابطـه از زمـان ارائـه     .يك شرط اوليه نياز داردتنها جسم و 

      موجـود   هتوسط فوريه تا چنـد دهـه قبـل تنهـا رابطـه متشـكل      

در بحث هدايت گرمايي بود و با تمامي نتايج تجربـي سـازگاري   

ــت ــاوري  . داش ــرفت فن ــا پيش ــا ب ــايج   ،ام ــين نت ــواردي ب در م

بيني شده از رابطه فوريـه ناسـازگاري    پيش آزمايشگاهي و پاسخ

توان به توزيع موارد عدم سازگاري مي از جمله اين .مشاهده شد

شـار حرارتـي    ثيرأتحت ت، در اجسام صفر مطلقي نزديكدر  دما

دليـل ايـن    .بالا و فرآيندهاي گذراي بسـيار سـريع اشـاره كـرد    

كـه  ض پاسخ آني به تغييرات شرايط مرزي اسـت  ناسازگاري، فر

نهايـت بـودن    اين فرض مستلزم بـي . در رابطه فوريه وجود دارد

اين فرض از لحـاظ فيزيكـي   . است 3سرعت انتشار امواج گرمايي

مـواج گرمـايي در بسـياري از    اا سرعت انتشـار  ام است،نادرست 

مـواد بـالا بـوده و بنـابراين در بسـياري از كاربردهـاي متعـارف        

                                                   
1- Constitutive Relation 

2- Diffusion 

3- Heat Wave 

اما در مـوارد   ،دهد مهندسي اين رابطه نتايج قابل قبولي ارائه مي

باشد و در نتيجـه بـين مشـاهدات    مذكور اين فرض صحيح نمي

  .گرددتجربي و رابطه فوريه ناسازگاري ايجاد مي

ــلاش      ــاي  ت ــازگاري توســط   ه ــن ناس ــع اي ــراي رف ــادي ب زي

جديد  م گرفته كه به ارائه روابط متشكلدانشمندان مختلف انجا

روابط كه كاربرد بسياري نيز پيـدا  از جمله اين . منجر شده است

  و  (SPL) 4سـفازي پتوان به روابـط متشـكله يـك    مي كرده است

5فازيدوپس
(DPL)    پسـفازي  رابطـه متشـكل يـك   . اشـاره كـرد

 CVبـا نـام    كـه ده ش ـارائـه   ]2[ 7و ورنـوت  ]1[ 6كاتانئوتوسط 

  :صورت زير استبه وشود  شناخته مي

( , ) ( , ).relaxq r t k T r t
rr r

τ+ = − ∇
 
 )4( 

بين شار گرمايي و توزيع دما يك اخـتلاف زمـاني    ،در اين رابطه

τrelax وجـود ايـن    .شـود  ناميده مي 8كه زمان آسايش وجود دارد

     ،لـه متشـكل  اختلاف زماني بدين معني اسـت كـه در ايـن معاد   

     باعـث   بلافاصـله  بر خلاف معادلـه فوريـه، ايجـاد گراديـان دمـا     

بلكه بين آنهـا   ،گرددوجود آمدن شار حرارتي درون جسم نميبه

 .شود، وجود دارديك اختلاف زماني كه زمان آسايش ناميده مي

با استفاده از بسـط تيلـور و    .ز ماده استزمان آسايش خاصيتي ا

صـورت  به) 4(معادله  ،از مشتقات مرتبه دوم و بالاتر پوشيچشم

  :]3[ آيدزير در مي

( , )
( , ) ( , ).

relax

q r t
q r t k T r t

t
τ

∂
+ = − ∇

∂

r
rr r

 )5(  

ل گرماي انتقا با تركيب معادله بقاي انرژي و رابطه فوق، معادله 

  :آيد دست ميپسفازي بهيك
2

2

1 1
( ).relax

relax

T T G
T G

t k tt

τ
τ

α α

∂ ∂ ∂
+ = ∆ + +

∂ ∂∂
 )6(  

ديفرانسـيل بـا   يـك معادلـه    )3( اين معادله بـر خـلاف معادلـه   

علاوه بـر   ،براي حل اين معادله. است 9يوهذلول جزئيمشتقات 

كـه   اسـت  به دو شرط اوليه براي تعيين پاسخ نيازط مرزي ايشر

  . در ادامه ارائه خواهد شد

در سرعت انتشار امـواج   )6 و 3(تفاوت عمده روابط متشكله      

كـه در آن سـرعت انتشـار     بر خلاف معادله فوريه .گرمايي است

انتقال گرمـاي  در معادله  شود،مي فرضنهايت بي حرارتيامواج 

گرفتـه  درنظـر  گرمايي محـدود   سرعت انتشار امواج پسفازييك

                                                   
4- Single-Phase Lag 

5  - Dual-Phase Lag 

6  - Cattaneo & Vernotte 

7- Vernotte 

8  - Relaxation Time 

9  - Hyperbolic 
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  زيـر  رابطـه  از  مـذكور معادلـه  سرعت انتشار امـواج در  . شود مي

 :آيددست ميبه

.
CV

relax

k
V

cρ τ
=      )7(  

در مختصات  يك پسفازياز موارد كاربرد معادله هدايت گرماي  

1وسيله ليزرجوشي انتخابي به توان به فرآيند تف كروي مي
اشاره  

ابتدا است،  2سازي سريع در اين فرآيند كه يك روش نمونه. كرد

طراحـي و   افزارهايبا استفاده از يكي از نرم جسمبعدي  مدل سه

سـطح يـا حجـم    سـپس   .شـود ايجاد مي 3ساخت با كمك رايانه

STL مدل شده به فايل با فرمت 
در مرحلـه   .گـردد تبديل مـي 4

و  شـده يادي سطح مقطع نازك تقسـيم  به تعداد ز اين فايلبعد 

سـازي  به دسـتگاه نمونـه   ،مربوط به هر سطحهندسي اطلاعات 

در اين دستگاه نخست يك لايـه نـازك از پـودر     .دشوارسال مي

ــر روي محفظــه          . شــودســاخت قطعــه پاشــيده مــي زودگــداز ب

  ترين سـطح مقطـع جسـم بـا كمـك ليـزر       بعد پايين در مرحله

در اين فرآيند بـرهمكنش ليـزر   . شودانتخابي ايجاد مي صورتبه

نتيجـه   بـرد و در با پودر دماي سطح آن را تا دماي ذوب بالا مي

سم جامـد را  ـو يـك ج ـ ذرات پودر گداخته شده به هم متصـل  

 .شـود جوشي گفتـه مـي  دهند كه به اين پديده تفكيل ميــتش

پس از ايجاد هر سطح، بستر به ميزان ضخامت لايه ايجاد شـده  

ي لايـه قبلـي بـا كمـك     و يك لايه جديد پودر بر روپايين رفته 

اين فرآيند تا اتمام ساخت  .شودتكي پاشيده ميلغ سازوكاريك 

پـس از اتمـام فرآينـد، قطعـه از محفظـه      . يابـد  قطعه ادامه مـي 

ذرات پودري كه خارج از محدوده سطوح . شودساخت خارج مي

آسـاني از  انـد نيـز بـه   ليزر قـرار نگرفتـه   اشعهبوده و تحت تابش 

را در حين ايـن   5اين ذرات نقش نگهدارنده .شوندجسم جدا مي

وق نيـازي بـه يـك    و بنـابراين در روش ف ـ  هده دارندبر عفرآيند 

 1در شـكل  د اين فرآين ـنماي كلي . باشدنمي نگهدارنده خارجي

  .]4-6[ ارائه شده است

 سـازي فرآينـد نمونـه  سـازي  مـدل  ي برايزياد هايپژوهش     

كه در برخي از آنها از رابطه فوريه اسـتفاده شـده    انجام گرديده

حـل معادلـه    تحقيقات گوناگوني بـراي  همچنين. ]8 و 7[ است

ها و شـرايط مـرزي مختلـف    هذلولوي در هندسههدايت گرماي 

                                                   
1  - Selective Laser Sintering (Sls) 

2  - Rapid Prototyping 

3  - Cad/Cam Software 

4  - Standard Transform Language 

5  - Support 

ايـن معادلـه را در كـره توخـالي بـا       6جيانگ. انجام گرفته است

شرط مرزي دما ثابت در سطح داخلي و خارجي حل كرده است 

  معادلـه   ،بـا اسـتفاده از روش تبـديل لاپـلاس     7لواندوفسكا. ]9[

نهايت تحت تـابش ليـزر،   بي را براي يك جامد نيمهپسفازي يك

  . ]10[مورد تحليل و بررسي قرار داده است 
  

 
  .وسيله ليزرجوشي انتخابي به فرآيند تفنماي كلي : )1(شكل 

  

ــارانو  8داي      ــ همك ــه دو خپاس ــراي ذرات  معادل ــفازي ب       پس

دسـت  بـه با استفاده از روش تفاضل محدود  را در مقياس ميكرو

تحت  يك كره دروزيع دما را ترضا شيرمحمدي  .]11[ اندآورده

پسفازي بـه روش جداسـازي   تابش ليزر با استفاده از معادله يك

در  .]12[ اسـت  محاسبه كرده 9و قضيه انتگرال دوهامل متغيرها

با شـرط   اين معادله را  ،همراه امين موساييمقاله ديگري وي به

معادلـه   10بابـايي و چـن   .]13[ نمـوده اسـت  مرزي تناوبي حل 

 11فازي را در كره توخالي با خواص تابعيپسهدايت گرمايي يك

چـن و چـن، تغييـرات دمـا در      .]14[ انـد مورد بررسي قرار داده

با اسـتفاده از   را اي و كرويراستاي شعاعي در مختصات استوانه

 مراجـع در  .]15[ انـد هكرد حاسبهمتابع گرين و تبديل لاپلاس 

 د تحليل قرار گرفتـه و ورمعادله با شرايط مرزي ساده م ،مختلف

جايي هتشعشعي و جابكاري خنكحرارتي ليزر و تاكنون اثر شار 

  .نشده استگرفته درنظر زمان  همصورت به
  

  فرمولاسيون مسئله -2

  گرفتــه درنظــر  2هماننــد شــكل  جســم كــرويدر ابتــدا يــك 

كـه برابـر بـا دمـاي      T0ابتدا در دماي ثابـت   جسماين . شودمي

   .باشد، قرار دارد محيط مي
   

  

                                                   
6  - Jiang 

7   - Lewandowska 

8  - Dai 

9  - Duhamel’s Integral Theorem 

10  - Chen 

11  - Functionally Graded 
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  .نمودار شماتيك كره: )2(شكل 

 

در اين مقاله توزيع دما در دو حالت كره توپر و كره توخالي      

و  roشعاع خارجي جسم در هر دو حالـت برابـر   . شودبررسي مي

  .است riدر حالت كره تو خالي شعاع داخلي كره برابر 

جسـم كـروي فاقـد    براي  پسفازييكمعادله هدايت گرماي      

صـورت زيـر   بـه بعـدي  در حالت يـك  منبع توليد انرژي داخلي،

  :باشد مي
2 2

2 2

2 1
.relaxT T T T

r r tr t

τ

α α

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂∂ ∂
 )8(  

Q-S از نـوع  اين كره تحت تابش يك ليـزر سطح  t=0در لحظه 
1 

   زيـر  صـورت زمـان و بـه  تـوان ليـزر وابسـته بـه    . گيـرد  قرار مـي 

  :]12[ باشد مي

)9(  0 2
( ) exp( ),

pp

t t
Q t q

tt
= −  

و  توان ليزر بر واحد سطح مقطع پرتو ليزرq0  ،در اين رابطهكه  

tp  زمــان ذكــر اسـت كــه  لازم بــه .اسـت  ليــزر 2زمـان مشخصــه

در تحليـل   .باشدمتناسب با مدت زمان تابش ليزر مي ،مشخصه

در سطح  وارده از سوي ليزر، تمامي انرژيشود فرض مي سئلهم

. شود گرفته مي خواص ماده نيز ثابت درنظر. گردد جذب ميكره 

توجـه بـه    در سطح خارجي كـره بـا   ط مرزيدر اين مسئله شر

  :باشدميصورت زير بهمعادله متشكله 

)10(  
( )( , )

( ( ) ),t

t relax

r ro

q tT r t
k q t

r t
τ

=

∂∂
= +

∂ ∂
  

tqt)(،در رابطه فوق
 گرفتندرنظر با شار حرارتي كلي بوده و  

تشعشعي  - جاييهكاري جابمنبع گرمايي ليزر تابع زمان و خنك

  :آيددست ميرابطه زير بهاز  تركيبي

)11(  ( ) .
t laser convection radiation

q t q q q= − −  

   شرط مـرزي در سـطح خـارجي     ،)11 و 10(با تركيب معادلات 

 :باشدمي زير صورتبهنهايت در 

                                                   
1  - Q-Switched 

2  - Characteristic Time 

0

0

0

4 4

4 4 0

0

( , ) ( )
( ( ) )

( )
(( ) )

( )
(( ) )

( ) exp( ),

relax

r ro p

relax

relax

p p

qT r t q t
k q t

r t t

T T
h T T

t

T T
T T

t

t t
q t

t t

τ

τ

εσ τ

=

 ∂ ∂
= + −

∂ ∂
 ∂ −

− +
 ∂


∂ −− − + ∂

 = −


   )12(  

  ضـريب   εجايي، هضريب انتقال حرارت جابh  ،فوق كه در رابطه

  .باشد بولتزمان مي -استفان ثابت σ و كره صدور

  :صورت زير استدر حالت كره توپر شرط مرزي در مركز به

0

( , )
0.

r

T r t

r =

∂
=

∂
 )13(  

صـورت عـايق درنظـر    سطح داخلي كره بهدر حالت كره توخالي 

   :شودگرفته مي

( , )
0.

r ri

T r t

r =

∂
=

∂
 )14(  

در ابتدا به لزوم وجود دو شـرط اوليـه بـراي حـل معـادلات بـا       

 شـرح شرط اوليه نخست بـه  .هذلولوي اشاره شد جزئيمشتقات 

  :زير است

0
( ,0) .T r T=  )15(  

در مراجـع   .اين شرط اوليه بـا حالـت سـهموي مشـترك اسـت     

ده ش ـارائه  زير صورتبه ]17 و 16 ،12[مختلف شرط اوليه دوم 

  :شود كه براي حل معادله از آن استفاده مي

0

( , )
0.

t

T r t

t =

∂
=

∂
 )16(  

 :دشومتغيرهاي زير معرفي مي ،حل مسئلهسازي و بعدبيبراي 

0r

r
=η     

2

or

tα
τ =    

2

2

o

relax

r
Ve

ατ
=

 

rT

TT )( 0−
=θ

2

o

p

p
r

tα
τ =

0

0

cr

q
Tr

ρ
=   

k

hr
Nc

0=   
3
,o

r r

r
N T

k

εσ
=   

 )17(  

  نسـبت Nc  بعـد، زمـان بـي   τبعـد،  شـعاع بـي   η ،هدر اين رابط ـ

نسـبت تشعشـع بـه      Nrو يـا عـدد بيـوت    جايي به هدايت هجاب

          . ]18[ شــودنيــز دمــاي مرجــع ناميــده مــي  Tr. هــدايت اســت

صـورت بـدون بعـد    معادلـه بـه   ،با اسـتفاده از متغيرهـاي فـوق   

  :آيد درمي
2 2

2

2 2

2
.Ve

θ θ θ θ

η η τη τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂∂ ∂
 )18(  

  :صورت زير استاوليه بهشرايط  بعد صورت بدون
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( ,0) 0,θ η =  )19(  
  

0

( , )
0.

τ

θ η τ

τ =

∂
=

∂
 )20(  

شرط مرزي در سطح خارجي جسم نيز با استفاده از متغيرهـاي  

  :باشدميزير صورت به) 17(رابطه 
2

2

2

1

2 4 40 0

2 4 40 0

( , ) 1
exp( )[ (1 ) ]

( ) [( ) ( )

(( ) ( ) )].

p pp

c r

r r

r r

V e
V e

T T
N V e N

T T

T T
Ve

T T

η

θ η τ τ
τ

η τ ττ

θ
θ θ θ

τ

θ θ
τ

=

∞

∞

∂
= − − +

∂

∂
− + − + − +

∂

∂
+ + − +

∂

 
(21) 

   )21( مخـالف صـفر باشــد، شـرط مــرزي     Nrاگــر   اسـت   واضـح 

 بـوده  دشوار غيرخطي مسائل تحليل آيد، درمي صورت غيرخطيبه

همين علت شرط مرزي در سطح خارجي كـره بايـد خطـي    به و

 ]19 و 18[ استفاده از تقريب سري تيلور با سازي خطي اين .شود

 :صورت زير استخطي شده شرط مرزي به شكلو  گرفتهانجام 
2

2

2

1

2 30 0

3 4 2 30 0 0 0

3 40 0

( , ) 1
exp( )[ (1 ) ]

( ) [4( ) ( )

3( ) ( ) (4( ) ( )

3( ) ( ) )].

p pp

c r

r r

r r r r

r r

Ve
Ve

T T
N Ve N

T T

T T T T
Ve

T T T T

T T

T T

η

θ η τ τ
τ

η τ ττ

θ
θ θ θ

τ

θ θ θ θ
τ

θ θ

=

∞

∞

∂
= − − + −

∂

∂
+ − + +

∂

∂
− + − + + + +

∂

− + − +

 

(22) 

در تكرار قبلـي   θيك عدد تخميني و يا مقدار θ،رابطهدر اين 

شـرط مـرزي دوم بـراي كـره توخـالي و       بعد صورت بدون .است

   :شودبيان مي )24 و 23( براي كره توپر به ترتيب با معادلات

( , )
0

iη η

θ η τ

η
=

∂
=

∂
 (23)  

0

( , )
0

η

θ η τ

η
=

∂
=

∂
 (24) 

وجود يـك نقطـه    ،نكته مهم در محاسبه توزيع دما در كره توپر

  تعيـين دمـا   ذكر است كـه  لازم به. تكين در مركز كره مي باشد

ثابت  چون پاسخ معادلات به عدد ،باشددر اين نقطه ممكن نمي

   .شـود ، منجـر مـي  اسـت نهايـت  تقسيم بر صفر كـه معـادل بـي   

ايـن مشـكل    ]21 و 20[ جعامر با استفاده از روش ارائه شده در

حذف اين نقطه تكين شـعاع داخلـي يـك    گردد و براي رفع مي

  فـرض  ) 3 هماننـد شـكل  (مقدار بسيار كوچك اما مخالف صـفر  

  .دشودر نتيجه اين نقطه از قلمرو محاسبات خارج مي. مي شود

 

  .حذف نقطه تكين از قلمرو محاسبات :)3(شكل 

 

 با استفاده از تبديل لاپلاس معادلهحل  -3

 ،هاي حل معادلات ديفرانسيل بـا مشـتقات جزئـي   يكي از روش

حـل   اين شيوه بـراي . استاستفاده از تبديلات لاپلاس و فوريه 

 مســائلاي در حالــت پايــدار و گــذرا در معادلــه هــدايت فوريــه

بـراي حـل معادلـه    . ]22-25[ كار گرفته شـده اسـت  مختلف به

  اســتفاده  تبــديل لاپــلاس از  ،گــذرا حالــت در ايفوريــه هــدايت

از اين تبديل  نيز هذلولوي گرماي هدايت معادله حل براي .شودمي

 براي حل معادلهحاضر  مقالهدر . ]15 و 9[ استفاده كردتوان مي

  ) 22(مـرزي  نيـز شـرط   و ) 20 و 19( شرايط اوليه همراهبه) 18(

از تبـديل لاپـلاس اسـتفاده    ) 24(يـا   )23(همراه شرط مرزي به

هاي مشتق نسبت بـه زمـان    با كمك اين تبديل عبارت. شود مي

بـه معادلـه    جزئـي  تحذف شده و معادله ديفرانسيل با مشـتقا 

بعد  تبديل لاپلاس دماي بي. گردد ديفرانسيل معمولي تبديل مي

  :دشو صورت زير تعريف ميبه

0

[ ( , )] ( , ) .
s

L e d
τθ η τ θ η τ τ

∞
−= ∫  (25) 

  :شودمعادله زير حاصل مي) 18(اين تبديل به معادله با اعمال 
2 2

2

2 2

2
[ ] [ ] [ ] [ ].L L L Ve L

θ θ θ θ

η η τη τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂∂ ∂
 (26) 

تبديل لاپلاس مشتق اول و دوم نسبت به زمان با كمك روابـط  

 :آينددست ميزير به

[ ] ( , ) ( ,0),L s s
θ

θ η θ η
τ

∂
= −

∂
%  )27( 

  

2
2

2

0

( , )
[ ] ( , ) ( ,0) .L s s s

τ

θ θ η τ
θ η θ η

ττ =

∂ ∂
= − −

∂∂
%  )28( 

صـورت زيـر   روابط فوق بـه ) 20 و 19(با استفاده از شرايط اوليه 

  :شوندساده مي
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)29(  [ ] ( , ),L s s
θ

θ η
τ

∂
=

∂
%  

)30(  
2

2

2
[ ] ( , ).L s s

θ
θ η

τ

∂
=

∂
%  

كنـد و   متغير زمان را از مسئله حذف مي در اصلتبديل لاپلاس 

شرايط اوليه تنها در تعيـين تبـديل    ،شودطور كه ديده ميهمان

نسـبت بـه زمـان مـؤثر     رتبـه اول و دوم  م جزئيلاپلاس مشتق 

ايـن   .صـورت مسـتقل ندارنـد   و در حل معادله نقشي به هستند

ثيري بر روي مشتقات اول و دوم دما نسبت بـه مكـان   أتبديل ت

     . كنـد بعد ندارد و تنها دما را بـه حـوزه لاپـلاس منتقـل مـي     بي

صـورت زيـر   به) 31(معادله ) 30 و 29(با كمك روابط  در نتيجه

  :آيددر مي
2

2 2

2

2
( , ) ( , )s s Ve s s

θ θ
θ η θ η

η ηη

∂ ∂
+ = +

∂∂

% %
% %  )31( 

سـطح   در شـرايط مـرزي  ، )22(معادلـه   با اعمال اين تبديل بـه 

  :آيددست ميصورت زير بهحوزه لاپلاس به خارجي جسم در
2

2

2

1

2 2

2 30 0

3 40 0

( , ) 1
[(1 )( )

1

] (1 ) ( , )
1

(1 )[4( ) ( ( , ) )

3 1
( ) ( ) ].

p

p pp

p

c

p

r

r r

r r

Ve

s

Ve N Ve s s
s

T T
N Ve s s

T sT

T T

s T s T

η

τθ η τ

η τ ττ

τ
θ η

τ

θ θ η

θ θ

=

∞

∂
= − +

∂ +

− +
+

− + + +

− + − +

%

%

%

 )32( 

، دمـاي اوليـه كـره برابـر بـا دمـاي       در محاسبات صورت گرفتـه 

نيـز بـراي   نمودارهاي توزيع دما  .گرفته شده استدرنظر محيط 

1.00 =
rT

T در سطح داخلي با توجـه بـه   همچنين . ارائه شده است

شـرح زيـر   به، شرايط مرزي در حوزه لاپلاس )24و23(معادلات 

  :باشدمي

( , )
0,

i

s

η η

θ η

η
=

∂
=

∂

%

 )33( 

  

0

( , )
0.

s

η

θ η

η
=

∂
=

∂

%

 )34( 

يك معادله ديفرانسيل معمـولي   در نتيجه اعمال تبديل لاپلاس،

در هر دو حالـت كـره تـوپر و كـره      مرتبه دوم با دو شرط مرزي

دسـتور   با اسـتفاده از له پاسخ اين معاد. گردد حاصل مي توخالي

محاســبات  ارهـاي افز نـرم  معادلـه ديفرانسـيل معمـولي در    حـل 

صورت به MATHEMATICA و MAPLE مانند رياضي نمادين

طـولاني بـوده و بـراي    جـواب   كـه ايـن   آيد ميدست بهتحليلي 

  .دشو در اينجا ارائه نمي ررعايت اختصا

 

  محاسبه لاپلاس معكوس تابع پاسخ -4

تبـديل لاپـلاس    بايسـت مـي براي محاسبه توزيـع دمـا در كـره    

   را محاسـبه كـرد،  دست آمده در قسـمت قبـل   پاسخ بهمعكوس 

هـاي معـادلات   ارائه شـده در كتـاب   روش تحليلياما اين كار به

اسـتفاده از جـداول تبـديل لاپـلاس      و بـا  مقـدماتي  ديفرانسيل

تحليلي  صورتمحاسبه لاپلاس معكوس به .باشد پذير نمي مكانا

علـت پيچيـدگي   بـه نيـز  مستقيم با استفاده از قضيه برومويچ  و

از  علـت بـدين . باشـد پـذير نمـي  شده، امكان هاي حاصلانتگرال

براي تعيين لاپلاس معكوس استفاده عددي   -هاي تحليلي روش

 محاسبه لاپلاس معكوس به شيوه عددي، يـك مسـئله   .شود مي

تـابع نمـايي    ضـرب  ،علت اين موضوع. است 1بدرفتار اًطور ذاتبه

   ،گـردد مـي محاسـبه   ي كـه لاپـلاس معكـوس آن   زمان در تـابع 

تلفـي بـراي ايـن    مخ عـددي  هـاي شـيوه ، وجودبا اين  .باشدمي

هـاي  ها و محدوديتمزيتهر كدام از آنها  دارد كهمنظور وجود 

توابـع  محاسـبه لاپـلاس معكـوس    بـراي  خاص خود را دارنـد و  

 عددي با توجه بـه نـوع تـابع    خاصي مناسب هستند و اگر روش

از . درستي انتخاب نگردد، امكـان واگرايـي جـواب وجـود دارد    به

 3تـالبوت روش ، ]26[ 2گيور توان به روشها ميجمله اين روش

 ]28[ 5روش ويكس ،]14[ 4، روش لاپلاس معكوس سريع]27[

   .اشاره كرد ]29[روش تقريب مجموع ريمان و 

در اين مقاله از روش آخـر بـراي محاسـبه لاپـلاس معكـوس         

حاصــل از قضــيه  انتگــرال در ايــن روش. اســتفاده شــده اســت

  محاسـبه  زيـر  صورت عـددي و بـا اسـتفاده از رابطـه     به برومويچ

   :دشومي

)35(  

1

1
( , ) [ ( , )

2

Re ( , )( 1) ],

N

N
n

n

e

in

γτ

θ η τ θ η γ
τ

π
θ η γ

τ=

= +

+ −∑

%

%

  

θ،اين رابطهدر كه 
~

حـل   كـه از  بـوده بعـد   لاپـلاس دمـاي بـي    

عبارت . حاصل شده است همراه شرايط مرزي آنبه )31( معادله

Re بيشـينه  مقـدار  ومعناي قسمت حقيقـي عبـارت   به N  برابـر 

                                                   
1   - Inherently Ill-Posed 
2  - Gaver 
3  - Talbot 

4  - Fast Laplace Inversion Technique (Flit) 
5   - Weeks 
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نيز با استفاده از رابطـه زيـر محاسـبه     γمتغيير  .است  4×106

  :دشومي

,
7.4

τ
γ =                                           (36) 

معيار همگرايي و نيز دقت سري پاسخ معادله، توسط رابطه زيـر  

  :آيددست ميبه

.10
6

1

1 −

−

− ≤
−

N

NN

θ

θθ
                                      (37) 

  

  نتايجتحليل و بررسي  -5

دست آمده توسط هاي به براي بررسي و اطمينان از صحت پاسخ

پاسـخ تحليلـي موجـود در حـالات     بـا  روش، نتايج حاصـل   اين

هـدايت    معادلـه  ]12[ در مرجـع . تـر مقايسـه شـده اسـت     ساده

بدون  و Q-S ليزرت تابش ـتح توخاليره ـاي در يك ك غيرفوريه

محـيط اطـراف توسـط    گرفتن انتقال حـرارت از كـره بـه   درنظر 

بـا كمـك روش جداسـازي     جايي و تشعشع وههاي جابسازوكار

 4در شـكل  . حـل شـده اسـت   قضيه انتگرال دوهامل و  رهامتغي

  =5/0Ve=، 02/0 τp بـراي  =0Nr=Ncبا فرضا دمشعاعي   توزيع

3/0τ = 6/0 وτ =    ارائه شده و با نتايج موجود در مرجـع مـذكور

طور كه در شكل مشهود است، تطـابق   همان. ده استشمقايسه 

كليـه  . خوبي بين نتايج روش تحليلي و روش حاضر وجـود دارد 

  نمودارهــاي توزيــع دمــا در كــره توخــالي بــراي شــعاع داخلــي

3/0= iη ارائه شده است. 

 
و  3/0توزيع دما در كره توخالي با شعاع داخلي  :)4(شكل 

  .تحليلي و حل حاضر پاسخمقايسه 
  

هـاي   توزيع دمـاي بـدون بعـد را در زمـان     6 و 5 هايشكل     

كره توخالي و توپر  در عنوان تابعي از موقعيت شعاعيمختلف به

در كـره   توزيـع دمـاي بـدون بعـد     5 در شـكل . دهـد  نشان مي

 و در شـكل  =1/0τp و =1/0Nr= ،1/0Nc=، 6/0Ve يبراتوخالي 

، =1/0Nr=  ،1/0Ncبـراي   توزيع دماي بدون بعد در كره توپر 6

5/0Ve= 1/0 وτp= ارائه شده است.   
  

  
  .هاي مختلفتوزيع دما دركره توخالي در زمان: )5(شكل 

  

  
  .هاي مختلفتوزيع دما در كره توپر در زمان ):6(شكل 

  

حركـت مـوج    ،بـا مقايسـه نمودارهـاي مختلـف     5در شكل      

 توخـالي  ناشي از اعمال ليزر بر روي سطح جسم در كره حرارتي

اين مـوج بـه سـمت     ،با گذشت زمان. دشو خوبي مشخص ميبه

كنـد و حـرارت درون كـره منتشـر      كره حركت مي سطح داخلي

علـت  بـه  و پـس از آن  ) = 4/0τ و = τ 2/0 نمودارهـاي (شود  مي

ايـن  كره اين موج پـس از رسـيدن بـه     سطح داخلي بودنعايق 

با حركت موج درون كره و انتشـار  . كند ، بازگشت پيدا ميسطح

    ا ، ام ـگرما، اين انتظار وجود دارد كـه دامنـه مـوج كـاهش يابـد     

ه موج، ميـزان ظرفيـت   هجب برب بودن سطح عمود علت محدبه

حرارتي حجمي كاهش يافته و با وجود پخـش گرمـا در جسـم،    

صورت در موج برگشتي اين پديده به. يابد دامنه موج افزايش مي

كـاهش دامنـه    ،علت مقعر بودن سـطح دهد و به معكوس رخ مي

 دشـو  تشـديد مـي   علت پخـش حـرارت در درون جسـم،   به موج

  .)= 9/0τ و= τ 7/0 نمودارهاي(
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مشابه حالت فـوق   حرارتينيز اصول حركت موج  6در شكل      

 ) = 4/0τو  = τ 2/0نمودارهاي  نمودارهاي(است و در موج رفت 

 برگشـتي از مركـز كـره   و در مـوج   حرارتـي  افزايش دامنه موج

 حرارتـي  دامنـه مـوج   كـاهش ) = 9/0τو = τ 7/0 نمودارهـاي (

 5 هـاي لكته قابل توجه در مقايسه بين شكن. گرددمشاهده مي

باشـد كـه از   تغيير در شكل موج برگشتي از مركز كره مـي  6و 

. تيـز درآمـده اسـت    صـورت نـوك  حالت منحني خارج شده و به

كـه  باشـد  علت اين تغيير شكل برخورد منحني با مركز كره مي

بـا رسـيدن مـوج    . ظرفيت حرارتي حجمـي بسـيار پـاييني دارد   

 شـده تمامي انرژي موجود در اين نقطه ذخيره  ،مركزبه  حرارتي

  تمامي ايـن انـرژي نيـز   . روددر آن بسيار بالا ميدما و در نتيجه 

صـورت ناگهـاني   علت پايين بودن ظرفيت حرارتي حجمي بـه به

  .كندو در نهايت شكل موج برگشتي تغيير مي شدهآزاد 

   بعـد   جـايي بـر روي دمـاي بـي    هانتقال حرارت جاب ميزان اثر     

     دمـا   توزيع ،كه در آن است نشان داده شده 8 و 7 هايدر شكل

بـه   جاييجابهنسبت  براي مقادير مختلفدر كره توپر و توخالي 

 =1/0τpو = 10Nr= ،5/0Ve=، 3/0 τ-5 ازاي مقـادير بـه  ،هدايت

   در مقايسـه نمودارهـاي توزيـع دمـا مشـاهده      .رسم شده اسـت 

كـه بـه معنـاي    جايي به هدايت هنسبت جاببا بالا رفتن شود مي

  تـر خنـك شـده و دمـا      جايي است، جسم سريعهافزايش اثر جاب

همچنين با توجه به  .يابد موج كاهش مي جبههدر ناحيه پس از 

-3 و =Nc 10-2 اخــتلاف انــدك نمودارهــاي توزيــع دمــا بــراي

10Nc=تر از جايي به هدايت كوچكهصورتي كه نسبت جاب ، در
 بر روي توزيـع دمـا صـرف    جاييجابهتوان از اثر باشد، مي 3-10

  . ردك نظر

  

 

   مختلف ريمقاد يبرا يتوخال دركره دما عيتوز ):7(شكل 

  .جايي به هدايتهنسبت جاب

 

   مختلف ريمقاد يبرا پرتو دركره دما عيتوز ):8(شكل 

 .جايي به هدايتهنسبت جاب

 

نسـبت   متغير بـودن  توزيع دما را با فرض 10 و 9 هايشكل     

در كره تـوپر و   هاي ديگرو ثابت بودن كميت تشعشع به هدايت

، =10Nc-3نمودارهـاي توزيـع دمـا بـراي      .دهد نشان ميتوخالي 

5/0Ve= ،3/0 τ = 1/0وτp= زمـاني كـه قـدرت     .است رسم شده

رود، مانند حالت قبـل دمـا در    انتقال حرارت تشعشعي بالاتر مي

نمـودار   هـا در اين شكل .يابد مي موج كاهشجبهه ناحيه پس از 

اخـتلاف انـدكي دارنـد و     =10Nr-5و  =10Nr-4 توزيع دما براي

باشـد،   10-5تر از هدايت كوچك درصورتي كه نسبت تشعشع به

  .پوشي كردتشعشع بر روي توزيع دما چشمتوان از اثر مي

  
  

 

 مختلف ريمقاد يبرا در كره توخالي توزيع دما :)9(شكل 

  .نسبت تشعشع به هدايت
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  مختلف ريمقاد يبرا توزيع دما در كره توپر ):10(شكل 

 .نسبت تشعشع به هدايت 

  

كـه در شـرايط    شـود يافته ميدر 7-10 هايشكل با مقايسه     

 ثيرأت ـ ،بـر روي توزيـع دمـا    تشعشع بـه هـدايت  نسبت يكسان، 

همچنـين مقـدار   . دارد جايي بـه هـدايت  هنسبت جاب بيشتري از

مقدار حدي نسبت  يكصدمنسبت تشعشع به هدايت برابر حدي 

هـر   دليـل  كهباشد مي 10-5با  و برابراست جايي به هدايت هجاب

تشعشـع   مربوط به وجود توان چهارم دما در عبارت ،دو موضوع

  .است

براي  توپر و توخالي توزيع دما در كره 12و  11 هايدر شكل     

ــوت   ــرامقــادير مختلــف عــدد ورن ــتـمقــ يب  ،=1/0Nc ادير ثاب

1/0Nr=، 3/0τ = 1/0 و τp=نشان داده شده است.   

  

  

  
   يبرادما در كره توخالي  توزيع :)11(شكل 

  .عدد ورنوت مختلف ريمقاد

 
   يبرا توپر كره در دما عيتوز ):12(شكل 

  .عدد ورنوت مختلف ريمقاد
  

 هـر انـدازه   .با زمان آسايش رابطه مستقيم دارد ورنوت عدد     

ــن  ــه اي ــدد و در نتيج ــرات    ع ــد، اث ــالاتر باش ــايش ب ــان آس زم

. بيشتر اسـت  و دامنه موج حرارتي توزيع حرارتاي در  غيرفوريه

     . دشـو  خـوبي مشـاهده مـي   بـه  مـذكور  هاياين موضوع درشكل

   اي و هـذلولوي نيـز   توزيع دمـا در حالـت فوريـه    هادر اين شكل

اي مـوج حرارتـي   در حالت فوريـه  .با يكديگر مقايسه شده است

صـورت  بـه  تقريبـاً درون جسم وجود ندارد و توزيع دما در كـره  

اي، عدد لت فوريهست آوردن دما در حادبراي به. باشدخطي مي

شـود و  صفر قرار داده مي با برابر )32و  31( ورنوت در معادلات

انتقال گرماي  انتقال گرماي هذلولوي به معادله در نتيجه معادله

دارهـا  ونكته قابل توجه ديگر در اين نم .دشومي تبديل ايفوريه

ثير عدد ورنوت بر سـرعت انتشـار مـوج حرارتـي درون جسـم      أت

بـا زمـان    حرارتـي  سرعت انتشار موج، )7( بر طبق معادله. است

آسايش نسبت معكوس دارد و بنابراين با كاهش عـدد ورنـوت و   

 حرارتـي  در نتيجه كاهش زمان آسـايش، سـرعت انتشـار مـوج    

مقايسـه نمودارهـاي    در وضـوع ايـن م  .روددرون جسم بـالا مـي  

  وضـوح ديـده   بـه  توزيع دما براي مقـادير مختلـف عـدد ورنـوت    

، فاصله جبهـه  كه در زمان يكسان با كاهش عدد ورنوت شودمي

كه نشان دهنـده افـزايش   شده  موج از سطح خارجي كره بيشتر

     Ve=0.33 نمـودار توزيـع دمـا بـراي     .سرعت موج حرارتي است

علت . تفاوت قابل توجهي با يكديگر دارند 12 و 11 هايلدر شك

در كـره   مسـير حركـت مـوج حرارتـي     تر بودنكوتاهاين تفاوت 

 زودتر به سطح داخلي كـره  اين موج ،در نتيجهكه  توخالي است

در حالي كه در همـان زمـان    ،دشورسيده و منعكس مي توخالي

 ،بنـابراين . نرسـيده اسـت   تـوپر  موج حرارتي هنوز به مركز كـره 
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  نمودار توزيع دما در كره توپر و توخالي اخـتلاف قابـل تـوجهي    

بـر روي   مدت زمـان تـابش ليـزر   تأثير  .كنندبا يكديگر پيدا مي

. مورد بررسي قرار گرفته اسـت  14و  13 هايلزيع دما در شكتو

تر شدن با كوتاه. دشوبيان مي τpمدت زمان تابش ليزر با متغير 

در  و رفتـه اين مدت، ميزان انرژي وارده در لحظات اوليه بـالاتر  

از سوي ديگر بـا   .كندنتيجه دامنه موج حرارتي افزايش پيدا مي

  ،  τp، شـــار حرارتـــي بـــا كـــاهش )22(توجـــه بـــه معادلـــه 

با كـاهش مـدت زمـان     ،بنابراين. رسدتر به مقدار صفر ميسريع

تري بر سطح خارجي زماني كوتاه تابش ليزر، شار حرارتي دربازه

و در نتيجه تغييرات دمـا در هـر دو قسـمت قبـل و      شدهاعمال 

مقـادير  يبرا 14و  13 هايلشك. شودبعد از قله موج بيشتر مي

 .اندترسيم شده =Ve 5/0 و = 01/0Nc=، 01/0Nr=، 3/0τثابت 
  
  

 
 مختلف ريمقاد يبرا خاليتو كره در دما عيتوز :)13(شكل 

  .مدت زمان تابش ليزر

  

 
مدت  مختلف ريمقاد يبرا توپر كره در دما عيتوز ):14(شكل 

  .زمان تابش ليزر

  گيري نتيجه -6

 اي در يـك كـره    معادله انتقال گرماي غيرفوريه ،حاضر در مقاله

    بعـد   با شرايط مرزي غيرخطي حـل گرديـد و توزيـع دمـاي بـي     

در توزيـع دمـا، حركـت مـوج     . دسـت آمـد  در حالات مختلف به

تأثير متغيرهاي مختلـف   .دگرمايي با سرعت محدود مشاهده ش

 جايي بـه هسبت جابن ،مانند زمان آسايش، مدت زمان تابش ليزر

بـر روي توزيـع دمـا مـورد      نسبت تشعشع به هـدايت هدايت و 

با افزايش زمان آسايش كه به معناي افزايش . بررسي قرار گرفت

سـرعت انتشـار مــوج   و  اي اسـت، دامنـه مـوج    اثـرات غيرفوريـه  

همچنين توزيع دما در حالت  .افزايش يافت حرارتي درون جسم

  در حالــت . اي و هـذلولوي نيــز بـا يكـديگر مقايســه شـد    فوريـه 

با افزايش نسـبت   .مشاهده نشد كره اي موج حرارتي درونفوريه

انتقال گرما  ،نسبت تشعشع به هدايت جايي به هدايت و نيزهجاب

  .كاهش يافتتر  دما درون كره سريعاز سطح كره بيشتر شد و 
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