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 چکیده

ریاضی سيستم  سازیمذلپس از بر ريی دیىاميك ديراوی آن پرداختٍ ضذٌ است.  حرکت اوتقالی ماًَارٌ شیريستات تأثيردر ایه مقالٍ بٍ بررسی 

مؼادلات کاَص یافتٍ سيستم در حرکت کًپلٍ ضذٌ يضؼی ي مذاری با استفادٌ از ، نبا استفادٌ از ريش َميلتً ديراوی -در حرکت اوتقالیماًَارٌ 

خطی آضًب ي ديضاخگی َيتريکليىيك، از ريش تحليلی دقيق ملىيكف در کىار غيرَای  مىظًر بررسی پذیذٌ . بٍضذمحاسبٍ تبذیل کاوًوی دپریت 

. ٌ استَای سری زماوی استفادٌ ضذ لياپاوف، بررسی مقاطغ پًاوكارٌ، مسيرَای صفحٍ فازی سيستم ي پاسخَای ػذدی َمچًن ريش ومای  ريش

ذ. َمچىيه بر اساس وتایج ىباض رخذاد آضًب در سيستم می يجًد ریاضی ي ػذدی سيستم َمگی مبيه یَای تحليل وتایج حاصل از ريش

از يقًع ديضاخگی َيتريکليىيك ي  تا ومًداوتخاب  ثر بر طراحی ماًَارٌ را طًریؤپارامترَای متًان میاز ريش تحليلی ملىيكف،  آمذٌ دستٍ ب

 . باضذ آضًبکىىذٌ  آوكٍ وياز بٍ سيستم کىترل بذين کىذجلًگيری ایجاد رفتار آضًبىاک در سيستم ماًَارٌ شیريستات 

 ومای لياپاوف، آضًبديراوی، ملىيكف،  -ماًَارٌ شیريستات، حرکت اوتقالی کلیدی:های  واژه
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ABSTRACT 
Interactions of the translational motion of a gyrostat satellite on its attitude dynamics is considered in this paper. The 
mathematical model is first derived using the Hamiltonian method for the rotation-Translation motion of the gyrostat 
satellite followed by the reduction of the coupled equations of motion using the extended Deprit canonical 
transformation. The analytical Melnikov method along with the numerical Lyapunov exponent criterion, Poincare' 
section, trajectories of phase portrait, and the time history responses are used to study the heteroclinic bifurcation and 
chaos phenomena on the reduced model. On the basis of the results obtained from Melnikov integral, the parameters of 
the gyrostat satellite can be designed to prevent chaos in the system in the absence of a control system. 
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1394، ظهؿتبى 4، قوبض11ُفصلٌبهِ هىبًيه َّافضب )زیٌبهيه، اضتؼبقبت ٍ وٌتطل(، خلس26

 فهرست علائم و اختصارات

OR فبصلِ ثيي هطوع خطم هبَّاضُ تب ظهيي 

I ُهوبى ایٌطؾی هبَّاض 

T ُاًطغی خٌجكی ول هبَّاض 

H ِای ول هبَّاضُ هطوع خطمهوٌتَم ظاٍی 

Bm ُخطم ثسًِ هبَّاض 

gm خطم چطخ ػىؽ الؼولی 

Sm خطم ول هبَّاضُ غیطٍؾتبت 

 ِاصلی هبَّاضُای ثسًِ ؾطػت ظاٍی 

O ِای حطوت زٍضاًی هبَّاضُؾطػت ظاٍی 

O آًَهبلی ذبضج اظ هطوع 

, ,   ظٍایبی اٍلط 
 

 مقدمه -1

زض  1اذيط، تَخِ ظیبزی ثِ تحليل پسیسُ آقَةّبی  زض ؾبل

اًدبم قسُ، ّبی  ؾبظیهسلزض اهب  .زیٌبهيه هبَّاضُ قسُ اؾت

ٍ زض زض ًظط گطفتِ قسُ  تٌْب حطوت ٍضؼی )زٍضاًی( هبَّاضُ

ثط ضٍی زیٌبهيه  )اًتمبلی( ات حطوت هساضیتأثيطّيچ یه 

وِ  ییاظ آًدب .[1-6]هبَّاضُ ثطضؾی ًكسُ اؾت زٍضاًی 

 2زیٌبهيه هبَّاضُ یه ؾيؿتن ّويلتًَی اؾت، ضٍـ هلٌيىف

اثعاضی هٌبؾت ثطای ثطضؾی تحليلی ٍ زليك پسیسُ  ػٌَاى ثِ

ضٍـ ًوبی ليبپبًف ٍ اظ آقَة اؾتفبزُ قسُ اؾت. ّوچٌيي 

ؾی تحليل ضٍی همبعغ پَاًىبضُ ثطای هغبلؼِ، اثجبت ٍ ثطض

 [.8ٍ7] ػسزی آقَة زض ؾيؿتن هبَّاضُ ثْطُ ثطزُ قسُ اؾت

ؾبذتبض زیٌبهيىی ٍ  غیطٍؾتبت ثب تَخِ ثِّبی  هبَّاضُ   

ّبی  یتهأهَض، زض چيٌي ٍخَز ؾيؿتن پبیساضؾبظ زاذلیّو

گيطز. اظ عطف زیگط ایدبز  هی ثؿيبض حؿبؼ هَضز اؾتفبزُ لطاض

ضفتبض آقَثٌبن زض ؾيؿتن هبَّاضُ غیطٍؾتبت هَخت ایدبز 

ؾيؿتن ٍ هرتل قسى ّبی  ًظوی زیٌبهيىی زض پبؾد ثی

ات اغتكبقی تأثيطگطزز.  هی یت زليك هبَّاضُ غیطٍؾتبتهأهَض

گًَِ  ضفتبض آقَة تَاًس زض ٍلَع هی ّويلتًَیّبی  زض زیٌبهيه

ثبقس. اظ عطفی، اضبفِ وطزى زیٌبهيه هساضی هبَّاضُ  هؤثط

زض حىن اغتكبقبت خعیی  ،غیطٍؾتبت ثِ حطوت زٍضاًی آى

گطزز وِ یىی اظ ػَاهل  هی ثطای ؾيؿتن ّويلتًَی تلمی

. زض هيبى توبهی قَز هی هحؿَة ًظوی زض ؾيؿتن ثی

وِ زض ظهيٌِ تحليل آقَة زض هبَّاضُ غیطٍؾتبت ّبیی  پػٍّف

ات حطوت هساضی )اًتمبلی( ثط تأثيطصَضت گطفتِ اؾت، اظ 

                                                           
1- Chaos 
2- Melnikov Method 

ًظط قسُ اؾت ٍ زض ٍالغ ّيچ  زیٌبهيه ٍضؼی هبَّاضُ صطف

ی -لِ زیٌبهيه اًتمبلیئیه هؿ ضا ثطای هبَّاضُ  3زٍضاً

 [. 9-13غیطٍؾتبت ثطضؾی ًىطزُ اًس ]

زليل ٍخَز ِ غیطٍؾتبت ثّبی  زیٌبهيىی هبَّاضُؾبذتبض    

. ّؿتٌسپبیساضؾبظّبی ؾِ هحَضُ اظ پيچيسگی ظیبزی ثطذَضزاض 

ّوچٌيي اضبفِ وطزى حطوت اًتمبلی هبَّاضُ ثِ زیٌبهيه 

زیٌبهيىی ؾيؿتن ذَاّس ّبی  زٍضاًی آى لغؼبً ثط پيچيسگی

 هطتجِ وبّف هٌظَض ثِی ضٍقی وبضگيط ثِافعٍز. ثٌبثطایي، 

ضؾس وِ یىی اظ ایي  هی ًظطِ ضطٍضی ث 4زلات ؾيؿتنهؼب

 [.14گيطز] هی اًدبم 5تَؾظ تجسیل وبًًَی زپطیتّب  ضٍـ

حطوت هساضی ثط ضٍی زیٌبهيه ٍضؼی  تأثيطزض ایي همبلِ،    

ات اغتكبقی زض ایدبز ضفتبض تأثيطهبَّاضُ غیطٍؾتبت اظ هٌظط 

اؾت. هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ  آقَثٌبن زض زیٌبهيه ؾيؿتن

زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت  -هؼبزلات وَپلِ قسُ حطوت اًتمبلی

 تحليل هسل هٌظَض ثِضٍـ ّويلتَى اؾترطاج قس.  ٍؾيلِ ثِ

، اظ تجسیل وبًًَی زپطیت وِ تٌْب زض زیٌبهيه ؾيؿتن ُپيچيس

ثطای حطوت زض ایي وبض زٍضاًی هبَّاضُ اؾتفبزُ قسُ ثَز، 

وبّف زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت تَؾؼِ زازُ قس.  -اًتمبلی

ط -هرتصبت ؾطت ثب تؼطیفهطتجِ ؾيؿتن  ثطای  6آًسٍی

پسیسُ آقَة . فتزٍضاًی اًدبم گط-پبضاهتطّبی حطوت اًتمبلی

ثطیرَف ٍ ضفتبض  -زض ؾيؿتن ّويلتًَی تَؾظ لضيِ اؾويل

تمبعغ زض هساضات ّيتطٍوليٌيه  ثب ٍخَزًگبقت ًؼل اؾجی 

هلٌيىف، تحليلیضٍـ  ٍؾيلِ ثِگطزز. ثٌبثطایي  هی تحليل

 هؼبزلٍِ پسیسُ آقَة ثط ضٍی  7زٍقبذگی ّيتطٍوليٌيه

ثطضؾی قس. ثطای تبیيس ًتبیح  ؾيؿتن ّويلتًَيي وبّف یبفتِ

ػسزی هبًٌس ًوبی ّبی  حبصل اظ اًتگطال هلٌيىف، ضٍـ

ّبی  ليبپبًف، همغغ پَاًىبضُ، هؿيطّبی صفحِ فبظی ٍ پبؾد

هَضز اؾتفبزُ لطاض گطفتٌس وِ ّوگی هَیس ٍخَز ؾطی ظهبًی 

 زض ؾيؿتن هبَّاضُ غیطٍؾتبت 8ٍ ایدبز خبشة قگفت آقَة

اظ ضٍـ  زؾت آهسُِؼ ًتبیح ثثبقٌس. زض ًْبیت ثط اؾب هی

هثل خطم ٍ هوبى ؾيؿتن هلٌيىف، پبضاهتطّبی عطاحی 

وِ ثسٍى اؾتفبزُ اظ  ًوَزتَاى عَضی عطاحی  هی ایٌطؾی ضا

ؾيؿتن وٌتطلی فؼبل، اظ ٍلَع آقَة زض ؾيؿتن هبَّاضُ 

 . وٌس خلَگيطی
 

                                                           
3- Roto-Translatory motion 
4- Reduction Method 
5- Deprit Canonical Transformation 
6- Serret-Andoyer 
7- Heteroclinic Bifurcation 
8- Strange Attractor 
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27…زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت –تحليل پسیسُ آقَة زض حطوت اًتمبلی 

 سازی دینامیکی ماهواره ژیروستاتمدل -2

تَض ٍهبَّاضُ غیطٍؾتبت هتكىل اظ یه ثسًِ اصلی صلت ٍ ؾِ ض

تكىيل قسُ اؾت وِ ضتَضّب  1الؼولی چطخ ػىؽ ػٌَاى ثِ

گطزز.  هی وٌتطلی هبَّاضُ اؾتفبزُزض اّساف  پبیساضؾبظ ػٌَاى ثِ

غیطٍؾتبت،  ثب لطاض زازى ضتَضّب زض ضاؾتبی هحَض اصلی هبَّاضُ

قَز. ّوچٌيي حطوت  هی تبًؿَض هوبى ایٌطؾی ول لغطی

اؾتَایی ثب صطفٌظط اظ  -اًتمبلی هبَّاضُ زض هساضی زایطٍی

فبصلِ ثيي  ORات اغتكبقی هفطٍض اؾت. زض ایي هسل، تأثيط

ؾطػت ظاٍیِ ای هبَّاضُ  Oهطوع خطم هبَّاضُ ٍ ظهيي ٍ 

O/حَل ظهيي تحت ضاثغِ  Od dt   اؾت وِ زض آىO 

 1قَز وِ زض قىل  هی یفطهؼبزل آًَهبلی ذبضج اظ هطوع تؼ

 [. 15لبثل هكبّسُ اؾت ]
 

حطوت ؾبظی هسلّبی هرتصبت زض  زؾتگبُ (:1)ضکل 

 .زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت -اًتمبلی

زٍضاًی  -تحليل زیٌبهيه حطوت وَپلِ قسُ اًتمبلی هٌظَض ثِ   

زض هبَّاضُ غیطٍؾتبت اظ ؾِ زؾتگبُ هرتصبت هتؼبهس هغبثك 

اؾتفبزُ قسُ اؾت. زؾتگبُ اٍل، زؾتگبُ هرتصبت  1قىل 

}ایٌطؾی  , , }I I II X Y Z  اؾت وِ هطوع آى هٌغجك ثط هطوع خطم

گصضز.  هی 2اظ هحَض اػتسال ثْبضی IXظهيي ثَزُ ٍ هحَض 

} زؾتگبُ هرتصبت هساضی زؾتگبُ زٍم، , , }O O OO X Y Z  ثب

,ثطزاضّبی یىِ  ,I J K ثط هطوع  اؾت وِ هطوع آى هٌغجك

ػوَز ثط صفحِ هساض  OXهحَض  ،خطم هبَّاضُ غیطٍؾتبت ثَزُ

 OYزض ضاؾتبی هثجت هوٌتَم ظاٍیِ ای حطوت هساضی، هحَض 

زض ضاؾتبی هطوع  OZهوبؼ ثط ضاؾتبی حطوت هساضی ٍ هحَض 

}ثبقس. زؾتگبُ هرتصبت ثسًی  هی 3خطم ظهيي , , }b b bB X Y Z 

{ , , }b b bB X Y Z  ِثب ثطزاضّبی یى, ,i j k iثب ثطزاضّبی یىِ  j k  ًِوِ هتصل ثِ ثس

هبَّاضُ اؾت ٍ هطوع آى زض هطوع خطم هبَّاضُ غیطٍؾتبت لطاض 

                                                           
1- Reaction Wheel 
2- Ascending Node 
3- Nadir 

زاضز ٍ هحَضّبی هتؼبهس آى هٌغجك ثط هحَضّبی اصلی هبَّاضُ 

 ثبقس. هی غیطٍؾتبت

زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت ثب  -اًتمبلیزیٌبهيه حطوت    

گطزز. ثطای ایي  هی ؾبظیاؾتفبزُ اظ ضٍـ ّويلتَى هسل

هبَّاضُ غیطٍؾتبت ؾِ هحَضُ ضا زض هساض زایطٍی تحت  ،هٌظَض

گيطین.  هی گكتبٍضّبی اغتكبقی گطازیبى خبشثِ ظهيي زض ًظط

هرتصبت هساضی ٍ ّبی  خْت گيطی ظاٍیِ ای ثيي زؾتگبُ

,ثسًی تَؾظ ظٍایبی اٍلط  ,    ثب تطتيت ولاؾيه

x y z  قَز ٍ تَؾظ آى هسل ؾيٌوبتيىی  هی ثيبى

  :گطزز هی ظیط اؾترطاج صَضت ثِهبَّاضُ غیطٍؾتبت 

(1) cos cosx sin      

(2)  sin cosy cos       

ثسًِ اصلی هبَّاضُ زض زؾتگبُ ثسًی اؾت. هسل ؾيٌتيىی  

زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت ثِ ضٍـ ّويلتَى  -حطوت اًتمبلی

صَضت ثِثب ایي فطض وِ حطوت هساضی  .گطزز هی اؾترطاج

تٌْب ثِ حطوت اًتمبلی  OR  ٍOای ثَزُ ٍ زٍ هتغيط  صفحِ

قَز. ثطای اؾترطاج هسل زیٌبهيىی ثِ ضٍـ  هی اذتصبل زازُ

تحت ضاثغِ هحبؾجِ لاگطاًػیي ؾيؿتن  ،ّويلتَى، اٍليي گبم

 :اؾتظیط 

 

(4) ( , , , , , ), , , ,g O O O OL T U L R R          

اًطغی پتبًؿيل هبَّاضُ  gUاًطغی خٌجكی ٍ  T ،وِ زض آى

ضاثغِ  تَؾظ ؾيؿتناًطغی پتبًؿيل گطاًكی . غیطٍؾتبت اؾت

 :آیس هی زؾتِ ظیط ث

 

(5) 
s

g
O

GMmU
R

  

خطم ظهيي اؾت. اًطغی  Mثبثت خْبًی گطاًف ٍ  Gوِ 

اًتمبلی ّبی  هطثَط ثِ حطوتّبی  قبهل تطم ،خٌجكی ؾيؿتن

زض هحبؾجبت ثِ صَضت ؾبزگی  زليلِ ٍ زٍضاًی اؾت وِ ث

قَز وِ زض حبلت هساض ثبظ )ثسٍى  هی ًَقتِ 4هؼبزلِ اغتكبقی

 :[16ٍ15] ثبقس هی صَضت ظیطِ ث (اػوبل گكتبٍضّبی وٌتطلی

(6) 2
0 1 2O OT T T T    

  ،وِ زض آى

(7) 
0

2
2 2

1
2
1 1
2 2

T

x y z x y z

Os O O s
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4- Perturbation 
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(8) 
1

1 [ ]
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T

x y zT C C C S S I             [ ][ ]T C C C S S I[ ]                

(9) 
2

1
2

T
T C C C S S I C C C S S         
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 :ثبقس هی صَضت ظیطِ ث IIٍ هبتطیؽ
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2 2 2 2I m r m I m r m2 2 2 2I m r m I m r m I m r m I m r m I m r m I m r m I m r m I m r m2 2 2 2I m r m I m r m2 2 2 2 2 2 2 2I m r m I m r m2 2 2 2
 

2 2 2 2I m r m I m r m2 2 2 2 2 2 2 2I m r m I m r m2 2 2 2 

هوبى ایٌطؾی ثسًِ اصلی هبَّاضُ  xI،yI ٍzI(،10ضاثغِ ) زض

 بخطم ول هبَّاضُ غیطٍؾتبت ث smًؿجت ثِ هطوع خطم آى ٍ

3sضاثغِ  B gm m m   اؾت وِ زض آىBm خطم ثسًِ اصلی

ثبقس.  هی الؼولی خطم ّط چطخ ػىؽ gm هبَّاضُ غیطٍؾتبت ٍ

فبصلِ ثيي هطوع خطم ّط چطخ ػىؽ الؼولی ثب  rّوچٌيي

زض ضٍاثظ فَق ٍ  اؾت. هطوع خطم ثسًِ اصلی هبَّاضُ غیطٍؾتبت

ٍ(.)cosتطتيت هؼبزل ِ ث C  ٍ(.)S(.)توبهی هؼبزلات زیگط،

sin(.) یبفتِ هطثَط ثِ هرتصبت  تؼيونّبی  ّؿتٌس. هوٌتَم

 قًَس.  هی زٍضاًی ؾيؿتن تَؾظ ضٍاثظ ظیط هحبؾجِ اًتمبلی ٍ
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 :آیس هی زؾتِ ّويلتًَيي ؾيؿتن ًيع اظ ضاثغِ ظیط ث

(12) 
O O

OO RH P P P P R P L            

( ٍ ؾبزُ ؾبظی 12( زض ضاثغِ )11( تب )6ثب خبیگصاضی ضٍاثظ )

 گطزز هی ثطای ّويلتًَيي ؾيؿتن اؾترطاج (13)آى، ضاثغِ 

[16.] 

(13)    2
0 1 2O O gH T T T U     

( 3-2-1ثب اؾتفبزُ اظ هحَضّبی اصلی زؾتگبُ هرتصبت )   

( لغطی 10اثغِ )ض(، هبتطیؽ x-y-zخبی زؾتگبُ هرتصبت )ِ ث

(، 13( زض ضاثغِ )10( تب )5ٍ ثب خبیگصاضی هؼبزلات )قسُ 

صَضت ظیط ِ ّويلتًَيي زض زؾتگبُ هرتصبت اصلی خسیس ث

  :قَز هی ذلاصِ

(14) 2
0 0 1 0 2( ) ( )nH H H H    

  ،وِ زض آى

(15) 

 

2 2 2
0 1 1 2 2 3 3
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2 2

1 1 1
2 2 2
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(16) 1 1 Θ Ψ 1 2 Θ Ψ 2 3 Θ 3H I C C I C S I S     
(17) 2 2 2 2 2

2 1 Θ Ψ 2 Θ Ψ 3 Θ
1 1 1
2 2 2

H I C C I C S I S   

ای  ظاٍیِّبی  ؾطػتّبی  لفِؤه  ،2   ٍ3 1ّوچٌيي 

هبَّاضُ غیطٍؾتبت زض ضاؾتبی هحَضّبی زؾتگبُ هرتصبت 

Iاصلی هبتطیؽ  ایٌطؾی زض ّبی  هوبى 1I ،2I  ٍ3Iاؾت ٍ  Iاصلی هبتطیؽ 

Iاًس وِ ّوبى همبزیط ٍیػُ هبتطیؽ  صفحِ اصلی ثبقٌس.  هی Iاًس وِ ّوبى همبزیط ٍیػُ هبتطیؽ 

پؽ اظ تجسیل ثِ هرتصبت اصلی خسیس، هدوَػِ خسیس ظٍایبی 

Iزض ضاؾتبی هحَضّبی اصلی هبتطیؽ  Φ,Θ,Ψاٍلط  Iزض ضاؾتبی هحَضّبی اصلی هبتطیؽ 

,خبیگعیي ظٍایبی  ,   یبفتِ  تؼوينّبی  . هوٌتَمگطزًس هی

هغبثك ضٍاثظ ثيبى قسُ  Φ,Θ,Ψثط اؾبؼ ظٍایبی اٍلط خسیس 

قًَس. زض ایي هؼبزلات،  هی ( هحبؾج11ِزض هؼبزلات )

تؼوين یبفتِ ّبی  یبفتِ ثط حؿت ؾطػت تؼوينّبی  هوٌتَم

تؼوين یبفتِ ثطحؿت ّبی  آیٌس. ثب حل ؾطػت هی زؾتِ ث

 (،14تؼوين یبفتِ ٍ لطاض زازى زض هؼبزلِ )ّبی  هوٌتَم

یبفتِ ٍ  تؼوينّبی  حؿت هوٌتَمّويلتًَيي ؾيؿتن تٌْب ثط

  :گطزز هی هحبؾجِصَضت هؼبزلات اغتكبقی ثِ قىل ظیط ِ ث

(18) 1 1 2 2n up p pH H H H    

 ،وِ زض آى
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(20) 2 2 2 2 2
1 1 Θ Ψ 2 Θ Ψ 3 Θ

1 1 1
2 2 2pH I C C I C S I S   

 

(21)  0

2
2 Ψ Θ Ψ Θ Ψ

2 2 2
Ψ

2 4
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2

pH P P S P P S S
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2وِ زض ضٍاثظ فَق، 
1 0   ٍ2

2 1/ s Om R   پبضاهتطّبی

ٍ  1pHّبی اغتكبقی  اغتكبقی ؾيؿتن ّؿتٌس. ّوچٌيي تطم

2pH ثبقس وِ  هی هطثَط ثِ حطوت هساضی هبَّاضُ غیطٍؾتبت

حطوت  ثبقٌس. ثٌبثطایي هی O  ٍORقبهل هتغيطّبی اًتمبلی 

ثؿيبض  تأثيط هساضی هبَّاضُ ًؿجت ثِ حطوت ٍضؼی آى زاضای

ووی اؾت. ثِ ػجبضت زیگط، اًطغی هطثَط ثِ حطوت زٍضاًی 

عَض وبهلاً هحؿَؼ اظ اًطغی حطوت ِ هبَّاضُ غیطٍؾتبت ث

ثِ  اًتمبلی آى ثيكتط اؾت. ثب ٍخَز ًَقتي ّويلتًَيي ؾيؿتن

ظیبز زض هسل زليل پيچيسگی ِ قىل هؼبزلات اغتكبقی، ث
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29…زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت –تحليل پسیسُ آقَة زض حطوت اًتمبلی 

زٍضاًی هبَّاضُ ثؿيبض  -ضیبضی ؾيؿتن، تحليل حطوت اًتمبلی

هبًٌس هؼبزلِ  1. اظ عطف زیگط، ٍخَز ثَاثت حطوتیثَزُ زقَاض

ای ول  زليل پبیؿتبض ثَزى ؾيؿتن( ٍ هوٌتَم ظاٍیِِ اًطغی )ث

ّويلتًَيي  هطتجِ وبّف ثِ هٌدط ،زليل ػسم اػوبل ٍضٍزی(ِ )ث

 . قَز هی ؾيؿتن
 

 همیلتونین سیستممرتبه کاهص  -3

، ثيبى قسُ اؾت (18زض هؼبزلِ )وِ  ّويلتًَيي ؾيؿتن هغبثك

اثغِ ّويلتًَيي ٍاضز ضصطیح زض  عَض ثِ وِ هتغيط  ییاظ آًدب

 ثطای ؾيؿتن هحؿَة 2یه هتغيط تٌبٍثی ًكسُ، زض ًتيدِ 

Pیبفتِ هطثَط ثِ آى یؼٌی  ٍ هوٌتَم تؼوين قَز هی
یىی اظ  

 هطتجِ ثبقس. زض ًتيدِ اهىبى وبّف هی ثَاثت حطوت ؾيؿتن

ّويلتًَيي ؾيؿتن ٍخَز زاضز ٍ ایي وبض ثب اؾتفبزُ اظ تجسیل 

زٍضاًی تَؾؼِ زازُ  -وبًًَی زپطیت وِ ثطای حطوت اًتمبلی

 -ایي ضٍـ وبّف، هتغيطّبی ؾطتگيطز. زض  هی قسُ اًدبم

آًسٍیط قبهل پبضاهتطّبی حطوت ٍضؼی ٍ هساضی ثطاؾبؼ هثلث 

ثب [. 12گطزز] هی ًكبى زازُ قسُ تؼطیف 2وطٍی وِ زض قىل 

اؾتفبزُ اظ تجسیل وبًًَی زپطیت تؼوين یبفتِ، هتغيطّبی حبلت 

,Φؾيؿتن قبهل Θ, Ψ, ,O OR ِتطتيت ثِ هتغيطّبی  ث

,خسیس  , , ,O O    آًسٍیط تَؾؼِ  -تَؾظ ضٍاثظ ؾطت

 قَز.  هی تجسیل (22ضاثغِ ) یبفتِ هغبثك
 

 

آًسٍیط زض تجسیل وبًًَی  -تؼطیف هتغيطّبی ؾطت (:2)ضکل 

 .یبفتِ زپطیت تَؾؼِ

 

(22) 
Φ Θ Ψ Ψ, , ,

, .
O O O OR

P P P P S S P P
P P P P

    

  

  

 
 

                                                           
1- Constant of Motion 
2- Cyclic Coordinate 

خعئيبت هطثَط ثِ ضٍاثظ هَخَز زض تجسیل وِ ثطاؾبؼ هثلث    

 آیس هی زؾتِ صَضت ظیط ثِ اؾترطاج قسُ اًس ث ABCوطٍی 

[17ٍ14 .] 

(23)      cos Θ cos cos sin( )
sin( )cos( )

  

 

 
 

(24)      

 

cos Ψ cos Φ cos

Φ sin( ) cos( )sin

  

  

   


 

(25)      cos Φ cos Ψ cos
(Ψ )sin( ) cos( )sin

  

  

   


 

 وِ زض آى،

(26) 
   cos  ,   cos .

PP
P P

 



   

(، 21-18( زض ضٍاثظ )26-22ثب خبیگصاضی هؼبزلات )

 قَز.  هی صَضت ظیط هحبؾجِِ ّويلتًَيي وبّف یبفتِ ث

(27) ' ' ' '
1 1 2 2n up p pH H H H    

  ،وِ
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حطوت ؾيؿتن ثطاؾبؼ ّويلتًَيي  زض ًْبیت، هؼبزلات وبًًَی

اػوبلی ثط ؾيؿتن  وٌتطلییبفتِ زض غيبة گكتبٍضّبی  وبّف

 قَز.  هی تَؾظ هؼبزلات ظیط هحبؾجِ

 

(31) 
' '

,n n
q

q

H Hq P
P q

 
  
 

' 'H H ' ' ' 'H H H H 

تؼوين ّبی  ّب هوٌتَمqPیبفتِ ٍ  ّب هرتصبت تؼوينq ،وِ

هؼبزلِ حطوت زض فضبی  10( قبهل 31اًس. هؼبزلات ) یبفتِ

   ٍOحبلت اؾت. زض حبلت غيطاغتكبقی، زٍ پبضاهتط 

 ٍ  Pاًس ٍ  ثبثت
O

P ثب ثبقٌس. زض ًتيدِ  هی ثَاثت حطوت

زضخِ آظازی  5ؾيؿتن اؾتفبزُ اظ تجسیل زپطیت تَؾؼِ یبفتِ، 
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1394، ظهؿتبى 4، قوبض11ُفصلٌبهِ هىبًيه َّافضب )زیٌبهيه، اضتؼبقبت ٍ وٌتطل(، خلس30

وِ حطوت یی قَز. اظ آًدب هی تجسیلزضخِ آظازی  3ثِ ؾيؿتن 

اغتكبقی زض ّبی  صَضت تطمِ اًتمبلی هبَّاضُ غیطٍؾتبت ث

گصاضز، زض ًتيدِ  هی تأثيطیبفتِ  ّويلتًَيي ؾيؿتن وبّف

زض حبلت غيط هؼبزلات حطوت ؾيؿتن (، 31ثطاؾبؼ هؼبزلات )

ثبقس.  هی حطوت زٍضاًیاغتكبقی تٌْب قبهل زیٌبهيه 

ثبثت اؾت، هؼبزلات   هتغيط ثب تَخِ ثِ ایٌىِّوچٌيي 

 . قَز هی ثيبىصَضت ظیط ِ حطوت ٍضؼی هبَّاضُ غیطٍؾتبت ث

(32) 2 2'
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33 ،آى زض وِ / 2g O    ِپبضاهتط اغتكبقی هطثَط ث

ثطزاض گكتبٍض  ggNگكتبٍضّبی گطازیبى خبشثِ ظهيي اؾت ٍ 

 اغتكبقی گطازیبى خبشثِ ظهيي هغبثك ضاثغِ ظیط اؾت وِ ثبیس

 :آًسٍیط تجسیل قَز -تَؾظ هتغيطّبی ؾطت

(36)    

 

2
3 2 2 3 13
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( ضفتبض 35-32ظ )ثثبثت گطاًف اؾت. هغبثك ضٍا  ،وِ زض آى

ثطیرَف ٍ  -اؾويلآقَثٌبن ؾيؿتن ّويلتًَی تَؾظ لضيِ 

تمبعغ زض هساضات  ثطاؾبؼضفتبض ًگبقت ًؼل اؾجی 

یه اثعاض  ػٌَاى ثِگطزز. زض ًتيدِ  هی ّيتطٍوليٌيه تحليل

هٌبؾت تحليل آقَة، هؼيبض هلٌيىف ثطای هغبلؼِ ٍ عطاحی 

 گيطز.  هی هغلَة ؾيؿتن هَضز اؾتفبزُ لطاض
 

 تحلیل آضوب به روش ملنیکف -4

یه ضٍـ اغتكبقی ثطای اثجبت ٍخَز تمبعغ زض  ،ضٍـ هلٌيىف

هساضات ّيتطٍوليٌيه اؾت وِ ٍخَز آقَة زض ًعزیىی 

هساضات ّيتطٍوليٌيه غيطاغتكبقی ؾيؿتن ضا ثط اؾبؼ لضيِ 

لِ هْن زض اؾتفبزُ اظ ضٍـ ئزّس. هؿ هی ثطیرَف ًكبى-اؾويل

اؾبؼ ساضات ّيتطٍوليٌيه ؾيؿتن اؾت. ثطهلٌيىف حل ه

خبی حل ؾيؿتن اغتكبقی ِ ٍـ هلٌيىف، ثلضبیبی حبون ثط ض

يىِ تَاى اؾتفبزُ ًوَز. اظ آًدبئ هی یاظ ؾيؿتن غيطاغتكبق

قَز، اظ  هی اغتكبقی ظبّطّبی  حطوت هساضی تٌْب زض تطم

هؼبزلات حطوت زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت ثِ ّوطاُ حل آًْب 

گطزز. زیٌبهيه زٍضاًی هبَّاضُ  هی زض ضٍـ هلٌيىف اؾتفبزُ

 :قًَس هی صَضت ظیط ثيبىِ ثط پبیِ هؼبزلات اٍلط ث غیطٍؾتبت
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(39) 
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) ،وِ زض آى : , , )ih i x y zثؼس  ای ثی ظاٍیِّبی  ّب هوٌتَم

i/صَضت ِ ّؿتٌس وِ ث i Th H Hi i T/i i T/h H H/h H H/i i Th H Hi i T/i i T/h H H/i i T/ قًَس وِ  هی تؼطیفiH 

ای ول  هوٌتَم ظاٍیِ THاخعاء ثطزاض هوٌتَم ظاٍیِ ای ٍ

1 ثبقٌس. ّوچٌيي هی ؾيؿتن 3 2/I I I3 2/3 2/3 2I I3 2I I3 2I I3 2I I3 2/I I/3 2/3 2I I3 2/3 2 ٍ2 1 2/I I I1 2/1 2/1 2I I I1 2I I I1 2I I I1 2I I I1 2/I I I/1 2/1 2I I I1 2/1 2

ثؼس ؾيؿؿتن وِ  ظهبى ثی ایٌطؾی ثی ثؼس، ّبی  هوبى

TtH/ 2صَضت ِ ث I
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صَضت ِ ػولگط هكتك ّن ثّوچيٌي ٍ  

2 /() ' ()TI H
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() ' ()T() ' ()I H() ' ()T() ' ی وبضگيط ثِوِ زض  ییگطزز. اظ آًدب هی تؼطیف ()

ضٍـ هلٌيىف حطوت ؾيؿتن ثسٍى زض ًظط گطفتي ٍضٍزی 

ثبقس.  هی ثبثت THزض ًتيدِ  ،گيطز هی هَضز هغبلؼِ لطاض

ای ؾيؿتن وِ هطثَط ثِ حطوت هساضی  ّوچٌيي هوٌتَم ظاٍیِ

اضُ غیطٍؾتبت زض زليل حطوت هبَِّ ثبقس وِ ث هی اؾت ثبثت

ای ول  اغتكبقی اؾت. ثٌبثطایي هوٌتَم ظاٍیِهساض زایطٍی غيط

  :گطزز هی ظیط تؼطیف صَضت ثِثؼس  ؾيؿتن زض حبلت ثی

(40) 2 2 2 2 1x y zh h h h  

ای  ًطغی ؾيؿتن، ثسليل حطوت هساضی زایطُزض هؼبزلِ ا

ی خٌجكی حطوت هساضی هطثَط ثِ اًطغّبی  اغتكبقی، تطمغيط

ثبقس. زض ًتيدِ  هی ٍ اًطغی پتبًؿيل هبَّاضُ غیطٍؾتبت ثبثت

ؾيؿتن تٌْب قبهل اًطغی خٌجكی هطثَط  هتغيط هؼبزلِ اًطغی

 :ظیط اؾت صَضت ثِثِ حطوت زٍضاًی هبَّاضُ 

 

(41) 
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31…زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت –تحليل پسیسُ آقَة زض حطوت اًتمبلی 

 صَضت ثِاؾت وِ  قسُ اًطغی خٌجكی ثسٍى ثؼس T ،وِ
2

22 /IT T H22 /22 /22 /I2 /T H2 /T H2 /22 /2T H22 اًطغی خٌجكی  Tزض آى قَز وِ هی تؼطیف 2/

ای  ول ؾيؿتن اؾت. هؿيطّبی صفحِ فبظی هوٌتَم ظاٍیِ

( وِ ثِ وطُ هوٌتَم هؼطٍف 39-37ؾيؿتن ثط اؾبؼ هؼبزلات )

ًكبى زازُ قسُ اؾت. هساضات ّيتطٍوليٌيه  3اؾت زض قىل 

ؾيؿتن زض اعطاف ًمغِ ظیٌی ّصلَلی زض وطُ هوٌتَم زض 

ت زازُ قسُ اؾت. هساضا ًكبىؾيؿتن غيط اغتكبقی 

ّيتطٍوليٌيه ؾيؿتن اظ تمبعغ وطُ هوٌتَم ثطاؾبؼ هؼبزلِ 

1h( ثب قؼبع 39)  ( ِ41ٍ هؼبزلِ ثيضی اًطغی هغبثك ضاثغ )

,0هوبؼ ثط ًمغِ ظیٌی  صَضت ثِ 1,0 آیس. زض  هی زؾتِ ث

صَضت ؾغح اًطغی ثطای هساضات ّيتطٍوليٌيه ؾيؿتن  ایي

1Tثطاثط   قَز.  هی 

 

هؿيطّبی فبظی وطُ هوٌتَم ؾيؿتن ثِ ّوطاُ  (:3)ضکل 

 .هساضات ّيتطٍوليٌيه ٍ ًمبط ظیٌی

( ثطای 41-37هؼبزلات )ای ثب تَخِ ثِ  ظاٍیِّبی  هوٌتَم   

1همبزیط  2 3 I I I   صَضت ثِزض عَل هساضات ّيتطٍوليٌيه 

 :[4ٍ3] قًَس هی حلظیط 

(42) 1sech( )xh     
(43) tanh( )yh    

(44) 2sech( )zh     
 

،وِ  1 2 1 21 1 /I I I I    ، 2 1 2 11 1 / ( )I I I I    ،

 1 2 2 12 1 ( )/I I I I    ّبی  ٍ ػلاهت  چْبض هساض

زّس. حل  هی ّيتطٍوليٌيه زض اعطاف ًمغِ ظیٌی ضا ًكبى

( ثب اؾتفبزُ اظ 44( تب )42هساضات ّيتطٍوليٌيه زض هؼبزلات )

( ثِ 26( تب )22آًسٍیط ثط هجٌبی هؼبزلات ) -هتغيطّبی ؾطت

قًَس وِ زض  هی ًَقتِزپطیت تجسیل هرتصبت تؼطیف قسُ زض 

  :گطزًس هی ظیط هحبؾجِ صَضت ثِفطم ولی هرتصبت وطٍی 

(45) 1sin sin sech( )xh P       

(46) sin cos tanh( )yh P      

(47) 2cos sech( )zh P P       

 ( زاضین:47-45( ٍ )31ّوچٌيي ثب تَخِ ثِ هؼبزلات )

 

(48) 
2

1

csch( )cos 
 


 

(49) sech( )cos  

1Iهمساضی ثبثت اؾت ٍ ثطای همبزیط  P ،وِ ییاظ آًدب

'ضاثغِ ووه  ثِ  ، پبضاهتط 2Iًعزیه ثِ  /nH P   

Ωg  صَضت ثِ  ُهٌظَض ثِزض ًتيدِ قَز.  هی ترويي ظز

-32ی ضٍـ هلٌيىف، هؼبزلات حطوت عجك ضٍاثظ )وبضگيط ثِ

  :( ثِ صَضت هؼبزلات اغتكبقی ثِ قىل35

(50) 
1 1 2 2, qq F G P F G     

/21 ،قَز وِ هی ًَقتِ O   قبهل  ٍاحسپبضاهتط اغتكبقی

2تطويجی اظ پبضاهتطّبی اغتكبقی  2
1 0 0(1/ )v  ،

2
2 )(1(1 // )s Om   ٍ0

2
0(3 / 2 )(1 / )g    وِ ثبقس  هی

0v  ؾطػت هساضی هبَّاضُ غیطٍؾتبت اؾت. ؾپؽ اًتگطال

  :قَز هی ظیط تؼطیف صَضت ثِهلٌيىف 

 

(51)     0( ( )) ( , )O O OM F q t G q t t t dt




   

اغتكبقبت  تطم Gیه هيساى ثطزاضی ّويلتًَی،  F ،وِ

)وَچه،  )Oq t  حل هساضات ّيتطٍوليٌيه زض ؾيؿتن غيط

ُ اغتكبقی ٍ ػلاهت  صَضت ثِوِ اؾت  1اپطاتَض گَ

1 2 2 1a b ab a b   32[. هؼبزلات )3-6گطزز ] هی تؼطیف )

 زض هؼبزلِ ًَقتِ ٍ (50) اغتكبقی ( زض فطم هؼبزل35ِتب )

ات . ثب تغييط هتغيط زض حل هساضزّين هی لطاض( 51) هلٌيىف

( آٍضزُ قسُ اؾت، تبثغ 49-42ّيتطٍوليٌيه وِ زض ضٍاثظ )

( ثب اؾتفبزُ اظ خساٍل 51حل اًتگطال ) ٍؾيلِ ثِهلٌيىف 

اًتگطال، اًتگطال خعء ثِ خعء، اًتگطال وَقی ٍ تئَضی 

 [.17] گطزز هی هحبؾجِظیط  صَضت ثِّب  ثبليوبًسُ

(52)    20 031 0(2Ω ) sin ΩM sin        

 ،وِ زض آى

  2
1 2 21 1 23 ( ) / 4 (1/ )OI I I        

                                                           
1- Wedge Operator 
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  2 2
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 ٍ2s sm m I 2sm m Ism m Is( ِ52. هغبثك هؼبزل ،) هٌغجك ثب ثبظاء همبزیط

  :قَز هی همساض تبثغ هلٌيىف صفطظیط، قطط 

(53) 12 3| | | |    
تمبعغ زض هساضات ّيتطٍوليٌيه ٍ  (،53) قطط قسى اضضبءثب 

اظاء  ِث. ّوچٌيي قَز هی اثجبتٍلَع آقَة زض ؾيؿتن  احتوبل

 :همبزیط ضاثغِ ظیط

(54) 2 3 1    
ٍ زض ؾيؿتن لغؼبً  ًكسُ( صفط 52هؼبزلِ )ضاثغِ هلٌيىف زض 

 ،ضٍـ هلٌيىف ٍؾيلِ ثِزض ًتيدِ زّس.  ًوی آقَة ضخ

1پبضاهتطّبی ؾيؿتن هبًٌس  2, , ,s oI I m  عَضی تَاى  هی ضا

( ضا اضضب ًوَزُ تب اظ ٍلَع آقَة زض 54وِ قطط ) وطزعطاحی 

(، 54( ٍ )53ثطاؾبؼ هؼبزلات )ضفتبض ؾيؿتن خلَگيطی وٌس. 

ًكبى زازُ  7تب  4 ّبی قىلآقَثٌبن ٍ غيط آقَثی زض  ًَاحی

، لؿوت ثبلایی ؾغح 7تب  4قسُ اؾت. زض ًوبهی ًوَزاضّبی 

ٍ ثبظاء همبزیط  زّس هی ضا ًكبى ًبحيِ آقَثٌبن ،وٌٌسُخسا

 آقَة زض ؾيؿتن ضخ ،هٌغجك ثط لؿوت پبیيٌی ایي ؾغَح

 1I ،2I  ٍsmوبّف همبزیط  4زّس. هغبثك ًوَزاض  ًوی

قَز. ّوچٌيي  هی ثبػث افعایف احتوبل آقَة زض ؾيؿتن

OR  زض پبضاهتط اغتكبقی ؾيؿتن زاضز.  اصلیًيع ًمف

لبثل هكبّسُ اؾت، ثب  7تب  5عَض وِ زض ًوَزاضّبی  ّوبى

آى احتوبل  زًجبل اغتكبقبت ذبضخی ٍ ثِ تأثيط ORافعایف 

 یبثس.  هی آقَة زض ؾيؿتن وبّف

 

ؾغح خساوٌٌسُ ًَاحی آقَثی ٍ غيطآقَثی  (:4)ضکل 

1ؿت پبضاهتطّبی ثطح 2, , sI I m. 

 

آقَثی يطوٌٌسُ ًَاحی آقَثی ٍ غؾغح خسا (:5)ضکل 

1ثطحؿت پبضاهتطّبی  2, , OI I R. 

 

آقَثی آقَثی ٍ غيطؾغح خساوٌٌسُ ًَاحی  (:6)ضکل 

,1ثطحؿت پبضاهتطّبی  ,s OI m R. 
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آقَثی ؾغح خساوٌٌسُ ًَاحی آقَثی ٍ غيط (:7)ضکل 

,2ثطحؿت پبضاهتطّبی  ,s OI m R. 

هَخت پسیس آهسى آقَة  1I  ٍ2I، وبّف 5زض ًوَزاض    

ّبی  دؾ، پبsm، افعایف 6قَز. هغبثك قىل  هی زض ؾيؿتن

، ثطای 7ٍ ًْبیتبً ثب تَخِ ثِ ًوَزاض ًوَزُ تط  ؾيؿتن ضا هٌظن

2smهمبزیط   ،2 1.4I   ّط همساض ٍOR  ًؾيؿتن وبهلا

 ضفتبضی هٌظن ٍ غيطآقَثی ذَاّس زاقت. 

 

 مای لیاپانفن -5

ّبی  ًوبی ليبپبًف اثعاضی ػسزی ثطای تحليل آقَة زض ؾيؿتن

ّن  وٌبضزیٌبهيىی اؾت. زض ضٍـ ًوبی ليبپبًف، فبصلِ زٍ هساض 

حؿبؾيت تَاًس  هی قَز وِ هی گيطی زض یه لحظِ ظهبًی اًساظُ

ًوبیی زض صفحِ  عَض ثِقطایظ اٍليِ  تغييط زض ؾيؿتن ضا ثِ

)فبظی ًكبى زّس. ًوبی ليبپبًف  )  ّبیهتغيطثطای ّط یه اظ 

)حبلت  )iq t ِآیس هی زؾتِ ظیط ث صَضت ث: 
 

(55)   
0

( )1 1lim lim
(0)

t
i

it t
i

q tE q d ln
t t q


  

 
  

وِ،  0iq  قطایظ اٍليِ هتغيط حبلت iq t  ٍ( ( ))iE q t 

همبزیط ٍیػُ حميمی هبتطیؽ غاوَثيي هطثَط ثِ ًطخ ٍاگطایی 

هؿيطّبی ؾيؿتن اؾت. همبزیط ًوبی ليبپبًف ثطای ّط هتغيط 

82 پبضاهتط اغتكبقی حبلت هحبؾجِ قسُ ثبظاء 10 ε  زض

 قَز.  هی هكبّسُ 1خسٍل 

82همبزیط ًوبی ليبپبًف ثبظاء  (:1)جدول  10 ε. 

Or
 

O
 l g h 

41/1- 95+./ 83/2- 46/1+ 0 
 

ػلاهت هثجت ٍ هٌفی ثطای همبزیط ًوبی ليبپبًف، ًكبى    

خبشة قگفت ٍ ایدبز پسیسُ آقَة زض ؾيؿتن  ٍخَز زٌّسُ

اؾت. ّوچٌيي ًوَزاض ثيكتطیي همساض ًوبی ليبپبًف ًؿجت ثِ 

كبى زازُ قسُ اؾت. هثجت ً 8زض قىل  پبضاهتط اغتكبقی 

هتط يبپبًف ثب تَخِ ثِ افعایف پبضابی لثَزى همساض ثيكتطیي ًو

  هجيي ایي هَضَع اؾت وِ فبصلِ ثيي هساضات هدبٍض ّن

وٌس. ثٌبثطایي ضفتبض آقَثٌبن زض  هی ًوبیی افعایف پيسا عَض ثِ

قسُ ٍ زض ٍالغ ًتبیح حبصل اظ تحليل ضیبضی  تبیيسؾيؿتن 

قَز  هی ؾيؿتن تَؾظ ضٍـ اًتگطال هلٌيىف صحِ گصاضی

[8.] 

 

همساض ثيكتطیي ًوبی ليبپبًف ؾيؿتن ًؿجت ثِ  (:8)ضکل 

 .پبضاهتط اغتكبقی 
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ضفتبض آقَثٌبن ؾبظی ؾيؿتن هساض ثبظ،  ثب قجيِزض ایي لؿوت، 

زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت تحت گكتبٍضّبی  -حطوت اًتمبلی

اغتكبقی گطازیبى خبشثِ ظهيي ًكبى زازُ قسُ اؾت. زض ٍالغ 

، هؼبزلات هبَّاضُحطوت هساضی ثط زیٌبهيه زٍضاًی  تأثيطثب 

 (31زٍضاًی هبَّاضُ هغبثك هؼبزلات ) -وَپلِ قسُ اًتمبلی

تحت گكتبٍضّبی گطازیبى خبشثِ ثب  1وَتب -ضٍـ ضاًگتَؾظ 

82همساض پبضاهتط اغتكبقی  10 ε  ثطای ًسقسػسزی حل .

1 صَضت ثِحل ػسزی، همبزیط ثبثت ؾيؿتن  1.2I  ،

2 0.8I  ،3 0.6I  ،4sm   همبزیط اٍليِ ؾيؿتن ّن ٍ

0ثطاثط 0  ،0 0.01  ،0 0.1 ،
0

6675O  ،
0

1O  ،

0
0P  ،

0
1P  ،

0
1P  ،

0
2

O
P   ٍ

0
0 .3

O
P   زض ًظط

 ًس. اُ گطفتِ قس

آقَثٌبن ؾيؿتن هبَّاضُ ّبی  پبؾدضفتبض قجِ پطیَزیه ٍ    

 19تب  9ّبی  قىلزٍضاًی زض  -غیطٍؾتبت زض حطوت اًتمبلی

صفحِ  ، هؿيط11ٍ  9ّبی  ًوبیف زازُ قسُ اؾت. زض قىل

فبظی ٍ پبؾد ظهبًی ؾيؿتن ثب ضفتبض قجِ پطیَزیه ًكبى زازُ 

قبهل هؿيطّبی  19تب  11 ّبی قىلقسُ اؾت. ّوچٌيي 

آقَثٌبن ؾطی ظهبًی ّبی  همبعغ پَاًىبضُ ٍ پبؾد صفحِ فبظی،

                                                           
1- Range-Kutta 
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82 همساض ثبظاء ؾيؿتن 10   ًِكبى زازُ قسُ اؾت و 

 یّوگی هجيي ضفتبض ؾبظی ؾيؿتن ًتبیح حبصل اظ قجيِ

تَاًس هَیس ًتبیح  هی ي هغلتای. ثبقٌس هی زض ؾيؿتن ٌبنآقَث

ضیبضی ٍ ػسزی آقَة زض ایي ؾيؿتن ّبی  اظ تحليل حبصل

 ثبقس. 

xهؿيطّبی قجِ پطیَزیه صفحِ فبظی  (:9)ضکل  y . 

 .xقجِ پطیَزیه پبؾد ؾطی ظهبًی  (:11)ضکل 

 

 

هؿيطّبی آقَثٌبن صفحِ فبظی  (:11)ضکل    . 

هؿيطّبی آقَثٌبن صفحِ فبظی  (:12)ضکل  . 

هؿيطّبی آقَثٌبن صفحِ فبظی  (:13)ضکل  . 

هؿيطّبی آقَثٌبن صفحِ فبظی  (:14)ضکل  . 

همغغ پَاًىبضُ آقَثٌبن ًبقی اظ تمبعغ هؿيطّبی  (:15)ضکل 

فبظی      ِثب صفح/ 2 . 
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همغغ پَاًىبضُ آقَثٌبن ًبقی اظ تمبعغ هؿيطّبی  (:16)ضکل 

فبظی      ِ2.7ثب صفح . 

همغغ پَاًىبضُ آقَثٌبن ًبقی اظ تمبعغ هؿيطّبی  (:17)ضکل 

فبظی      ِ0.8ثب صفح . 

 . آقَثٌبن پبؾد ؾطی ظهبًی (:18ضکل )

 .P آقَثٌبن پبؾد ؾطی ظهبًی (:19)ضکل 

تمبعغ هساضات ّيتطٍوليٌيه زض ًوبیف  هٌظَض ثِّوچٌيي    

Pهلٌيىف، همغغ پَاًىبضُ  یتحليل ضٍـ   وِ حبصل تمبعغ

P ثؼسی هؿيطّبی صفحِ فبظی ؾِ    ِثب صفح  

ًكبى زازُ قسُ  21ٍ  21 ّبی قىلثبقس زض  هی 2زض هس 

اؾت. همبعغ پَاًىبضُ زض ایي ًوَزاضّب حبوی اظ ٍخَز تمبعغ زض 

س ٌثبق هی هٌيفلسّبی پبیساض ٍ ًبپبیساض زض هساضات ّيتطٍوليٌيه

اثجبتوِ زض ًتيدِ ضفتبض آقَثٌبن ضا زض ؾيؿتن ّويلتًَی 

ضفتبض  ٍؾيلِ ثِ. ثب تَخِ ثِ تمبعغ ّيتطٍوليٌيه، سًوبی هی

آقَة زض ؾيؿتن  ،ثطیرَف-جی ٍ لضيِ اؾويلؾًگبقت ًؼل ا

گطزز. ثٌبثطایي هساضات ّيتطٍوليٌيه ؾيؿتن زض ّن  هی تبیيس

پيچيسُ قسُ ٍ هؿيطّبی فبظی ؾيؿتن زض اعطاف ًمغِ ظیٌی 

قًَس. ّوچٌيي اًمجبض، اًجؿبط ٍ  هی اتفبلی هٌحطف عَض ثِ

ثؿتط خبشة  ،چيي ذَضزگی زض هؿيطّبی فبظی ؾيؿتن

، ثبًس 21قىل  زّس. زض هی آقَثٌبن ضا اعطاف ًمغِ ظیٌی ًكبى

 قَز.  هی ح زیسٍَُضِ آقَة ثّبی  پٌدطُ آقَة ٍ

Pهمغغ پَاًىبضُ  (:21)ضکل    ثطای ؾيؿتن آقَثٌبن

 .زٍضاًی -هبَّاضُ غیطٍؾتبت زض حطوت اًتمبلی

Pثعضگٌوبیی همغغ پَاًىبضُ  (:21)ضکل    ثِ ّوطاُ ثبًس

 .آقَة زض اعطاف ًمغِ تؼبزل ظیٌی
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 گیری نتیجه -7

زٍضاًی هبَّاضُ غیطٍؾتبت تحت  -حطوت آقَثٌبن اًتمبلی

 هٌظَض ثِگطازیبى خبشثِ ظهيي هَضز هغبلؼِ لطاض گطفت.  تبٍضگك

حطوت هساضی زض زیٌبهيه زٍضاًی هبَّاضُ  تأثيطثطضؾی 

غیطٍؾتبت، هسل ضیبضی هطثَط ثِ هؼبزلات وَپلِ قسُ حطوت 

. قساًتمبلی ٍ زٍضاًی ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ّويلتَى اؾترطاج 

ّبی  زليل پيچيسگیِ ثهؼبزلِ ّويلتًَيي ؾيؿتن  هطتجِ وبّف

ثطای ایي  .فتاًدبم گط هَخَز زض هؼبزلات وَپلِ قسُ ؾيؿتن

ووه هتغيطّبی  َض، تجسیل وبًًَی تَؾؼِ یبفتِ زپطیت ثِهٌظ

زٍضاًی هَضز  -آًسٍیط ثطای پبضاهتطّبی حطوت اًتمبلی -ؾطت

ضا  ؾيؿتن زض ًْبیت زٍ زضخِ آظازی اظاؾتفبزُ لطاض گطفت وِ 

تمبعغ زض هساضات ّيتطٍوليٌيه،  زاز. پؽ اظ تجسیل وبّف

ًگبقت ًؼل اؾجی ٍ ًْبیتبً ایدبز ضفتبض ٍخَز ضفتبضی قجيِ 

هلٌيىف ثط  اًتگطالزليك ثِ ضٍـ تحليلی آقَة زض ؾيؿتن 

ثب اؾتفبزُ اظ ًتبیح  ثطیرَف اثجبت قس. -اؾبؼ لضيِ اؾويل

اظ ضٍـ هلٌيىف، همبزیط هٌبؾت ثطای عطاحی  حبصل

لطاض تب اظ وطز  عَضی اًتربةتَاى  هی ضاپبضاهتطّبی ؾيؿتن 

. ثِ ایي خلَگيطی وٌسآقَثٌبن ؾيؿتن زض ًبحيِ  گطفتي

، ثبظاء همبزیط ووی 7تب  4ّبی تطتيت وِ هغبثك ًوَزاض قىل

ّبی ایٌطؾی، خطم ٍ هساض حطوتی هبَّاضُ هطثَط ثِ هوبى

غیطٍؾتبت وِ زض ظیط ؾغَح خساوٌٌسُ هٌحٌی لطاض زاضًس ٍ زض 

ّب وِ ظیط ؾغَح ٍالغ همبزیط هطثَط ثِ فصل هكتطن هٌحٌی

ظ ٍلَع آقَة زض ؾيؿتن ٍ ّوچٌيي زاضًس، اخسا وٌٌسُ لطاض 

آیس وِ هٌدط ثِ بقی اظ آى خلَگيطی ثؼول هیتؼبقبت ًاض

ؾيؿتن اؾتفبزُ اظ  ثسٍىگًَِ زض ؾيؿتن حصف ضفتبض آقَة

ػسزی ضٍی ّبی  . ّوچٌيي ثب اػوبل ضٍـقَزهی وٌتطلی

همبعغ  ثطضؾیؾيؿتن وبّف یبفتِ هبًٌس ًوبی ليبپبًف، 

ؾطی ظهبًی، ّبی  پَاًىبضُ، هؿيطّبی صفحِ فبظی ٍ پبؾد

ٍخَز زٍقبذگی ّيتطٍوليٌيه ٍ آقَة زض یس ؤهّوگی 

 . ثبقٌس هی ؾيؿتن
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