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 چکیده
 قبئم ي برشی تغييرشكل ببلاتر مرتبٍ جذیذ تئًری براسبس َذفمىذ مًاد از شذٌسبختٍ مستطيلی ضخيم يرق خمش -کشش تحليل مقبلٍ ایه در

 شًد، می لحبظ ضخبمت راستبی در قبئم ي برشی تغييرشكل اثر دي َر تئًری، ایه در. است گرفتٍ صًرت شذ، ارائٍ يیذيلی ي ببترا تًسط کٍ

 تًاوی تببع از ضخبمت، امتذاد در َذفمىذ مبدٌ مكبويكی خًاص بيبن برای. شًد ومی گرفتٍ دروظر ثببت ضخبمت امتذاد در يرق خيس َمچىيه

 مبدٌ خًاص اثر. اوذ شذٌ بيبن ومًدارَب ي جذايل شكلبٍ قبئم ي برشی تغييرشكل پىجم تب ايلمرتبٍ تئًری براسبس عذدی وتبیج. است شذٌ استفبدٌ

 ایه کٍ شًدمی دادٌ وشبن. است گرفتٍ قرار بررسی مًرد يرق مختلف ابعبد ي ضخبمت در َب تىش ي خيس ريی يرق َىذسی پبرامترَبی ي َذفمىذ

 .کىذ می ارائٍ دقيقی بسيبر وتبیج ويس َذفمىذ ضخيم َبیيرق برای بلكٍ ضخيمويمٍ ي وبزک َبی يرق برای تىُب وٍ تئًری
 

 قبئم ي برشی تغييرشكل ببلاتر مرتبٍ تئًری خمش، کشش، ضخيم، يرق َذفمىذ، يرق هبی کلیدی:واژه
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ABSTRACT 
In this article, bending-stretching analysis of thick rectangular plate made of functionally graded material has been 

investigated based on higher order shear and normal deformable theory which was introduced by Batra and Vilodi. In 

this theory, both shear and normal deformation effects in the thickness direction are considered. Also, the deflection of 

plate is not considered as a constant in the thickness direction. A power law function is used to describe the mechanical 

properties of the functionally graded plate. The numerical results have been presented for first to fifth order shear and 

normal deformable theory in tables and diagrams. The effects of functionally graded material properties on deflection 

and stresses of plate have been studied for various thickness and dimensions of the plate.  It is shown that this theory 

gives accurate results not only for thin and moderately thick plates, but also for functionally graded thick plates.  
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 مقدمه -1

 دٍ تشويت حبكل وِ ّؼتٌذ هشوجی هَاد ّذفوٌذ، هَاد ػوَهبً

 آًْب دس ٍ ثبؿٌذ هی( ػشاهيه هؼوَلاً) ًبفلض یه ٍ فلض یه یب فلض

 لایِ یه اص پيَػتِ عَسِث خْت چٌذ یب یه دس هَاد خلَكيبت

 داسا هَاد، ایي اص اػتفبدُ ػوذُ دليل. وٌذ هی تغييش دیگش لایِ ثِ

 وٌبس دس ثبلا حشاستی همبٍهت لجيل اص تهٌبػ خَاف ثَدى

 تشويجبت اص ّشیه ثِ ًؼجت ثْتش وبسيهبؿيي پزیشي،اًؼغبف

 ایي وبسثشد ثيـتشیي اهشٍصُ. ثبؿذ هی غيشُ ٍ آى دٌّذُتـىيل

 .گيشد هی كَست ثبلا دهبي ثب ّبیی هحيظ دس هَاد

 اسائِ ٍسق، دٍثؼذي تحليل ثشاي هختلفی ّبي تئَسي تبوٌَى   

 هَسد ٍسق عَل ثِ ضخبهت ًؼجت ثشاػبع وِ ،اػت ؿذُ

 تَاىهی ّبتئَسي ایي هْوتشیي خولِ اص. گيشًذ هی لشاس اػتفبدُ

 تئَسي ٍ[ 3] اٍلهشتجِ ثشؿی تئَسي ،[ 2] ولاػيه  تئَسي ثِ

 اثش اص ولاػيه  تئَسي دس. ًوَد اؿبسُ[ 4] ػَمهشتجِ ثشؿی

 ایي ٍ دؿَ هی ًظشكشف ضخبهت ساػتبي دس لبئن ٍ ثشؿی وشًؾ

 سا هٌبػجی ّبي خَاة ًبصن، خيلی ّبي ٍسق ثشاي فمظ تئَسي

 دس ثشؿی وشًؾ اٍل،هشتجِ ثشؿی  تئَسي دس. دّذ هی اسائِ

 لبئن وشًؾ اثش ٍلی ؿَد هی گشفتِ دسًظش ثبثت ضخبهت ساػتبي

 ّبي ٍسق ثشاي تئَسي ایي. ؿَد هی ًظشكشف ضخبهت ساػتبي دس

 اسائِ سا دليك حل ثِ ًضدیه ًؼجتبً ّبیی خَاة ضخينًيوِ ٍ ًبصن

 تلحيح ضشیت اص اػتفبدُ لضٍم تئَسي ایي اؿىبل الجتِ. دّذ هی

 دس ثشؿی وشًؾ ػَم،هشتجِ ثشؿی  تئَسي دس. اػت آى دس ثشؿی

 ایي دس ٍلی ؿَد هی گشفتِ دسًظش غيشثبثت ضخبهت ساػتبي

 ًظشكشف ضخبهت ساػتبي دس لبئن وشًؾ اثش اص ًيض تئَسي

 خغب ثب ضخين خيلی ّبيٍسق ثشاي آى ّبياةخَ لزا. ؿَد هی

 ثبلايهشتجِ تئَسي ضخين، ّبيٍسق حل ثشاي. سٍػتِسٍث

 ػبل دس[ 1] ٍیذٍلی ٍ ثبتشا تَػظ لبئن ٍ ثشؿی تغييشؿىل

 ّبيهَلفِ     وليِ تئَسي، ایي دس. اػت ؿذُ هؼشفی 2002

 اص لزا. ؿًَذ هی دادُ ثؼظ لظاًذس هتؼبهذ تَاثغ ثشحؼت خبییِخبی

 ًظشكشف ٍسق ضخبهت ساػتبي دس لبئن ٍ ثشؿی ّبيوشًؾ اثش

 ثشؿی، ّبي تئَسي ثشخلاف تئَسي ایي دس ّوچٌيي. ؿَد ًوی

 .ًيؼت ثبثت ضخبهت اهتذاد دس ٍسق خيض

 ضخين ّبيٍسق هىبًيىی تحليل صهيٌِ دس ثؼيبسي تحميمبت   

 هذل یه ياسائِ ثِ 2000 ػبل دس 1سدي. اػت گشفتِ كَست

 اص ّبیی ٍسق دیٌبهيىی ٍ اػتبتيىی آًبليض ثشاي دهحذٍ اخضاء

 ػَمهشتجِ ثشؿی تئَسي اص اػتفبدُ ثب ّذفوٌذ هَاد خٌغ

                                                           
1- Reddy 

 اص اػتفبدُ ثب ،2004 ػبل دس 3یبًگ ٍ 2طاًگ[. 5] پشداخت

 ّبيٍسق اػتبتيىی آًبليض ثشسػی ثِ ثؼذيػِ الاػتيؼيتِ تئَسي

 ثشسػی ثِ ،2005 ػبل دس 4صًىَس ٍ افـبس[. 6] پشداختٌذ ّذفوٌذ

 اٍلهشتجِ ثشؿی تئَسي اص اػتفبدُ ثب ّذفوٌذ ّبيٍسق خوؾ

 ٍ آصاد استؼبؿبت ،2005 ػبل دس ایوٌی ٍ ثبتشا. [7] پشداختٌذ

 اػتفبدُ ثب سا ّوؼبًگشد ٍ ّوگي هؼتغيلی ّبي ٍسق تٌؾ تَصیغ

 وشدًذ ثشسػی لبئن ٍ ثشؿی تغييشؿىل ثبلاتش ي هشتجِ تئَسي اص

 تئَسي هدبصي، وبس اكل اص اػتفبدُ ثب ،2007 ػبل دس ثبتشا[. 8]

 الاػتيه ّبي ٍسق ثشاي سا لبئن ٍ ثشؿی تغييشؿىل ثبلاتش ي هشتجِ

 ّوىبساى ٍ ػؼيذي[. 9] وشد اسائِ ّذفوٌذ تشاون غيشلبثل خغی

 اص اػتفبدُ ثب اي چٌذلایِ ٍسق خوؾ تحليل ،2009 ػبل دس

 ٍ صادُخوؼِ  . [10] وشدًذ اسائِ سا ػَمهشتجِ ثشؿی تئَسي

 لغبػی ًبصن ٍسق خيض ثشسػی ثِ ،2009 ػبل دس ّوىبساى

[. 11] پشداختٌذ اٍلهشتجِ ثشؿی تئَسي ثشاػبع ّذفوٌذ

 ٍ وـؾ تحليل ػؼيذي ٍ صادُخوؼِ ػبل ّوبى دس ّوچٌيي

 گبُ تىيِ لجِ دٍ ثب خغی الاػتيه هؼتغيلی ّبي ٍسق خوؾ

 ػبل سد ّوىبساى ٍ ثبفشاًیحؼٌی[. 12] وشدًذ ثشسػی سا ػبدُ

 تئَسي اص اػتفبدُ ثب سا ّذفوٌذ ضخين ٍسق آصاد استؼبؿبت ،2010

 ػبل دس  ّوىبساى ٍ یبًگ[. 13] وشدًذ اسائِ ثبلاهشتجِ ثشؿی

 ثشسػی ثِ ثؼذيػِ الاػتيؼيتِ تئَسي اص اػتفبدُ ثب ،2011

 ثب ػشضی ّوؼبًگشد ٍ ّوؼبًگشد ّذفوٌذ ّبيٍسق خوؾ

 ثب ّوىبساى، ٍ 5ّبساىد[. 14] پشداختٌذ هختلف هشصي ؿشایظ

 ٍ اػتبتيىی آًبليض ثشسػی ثِ ثشؿی ثبلاي هشتجِ تئَسي اص اػتفبدُ

 6ٍٍدٍاسد[. 15] پشداختٌذ ّوؼبًگشد ّذفوٌذ ّبيٍسق دیٌبهيىی

 الاػتيؼيتِ تئَسي اص اػتفبدُ ثب ،2011 ػبل دس 7وبؿتبليبى ٍ

 ػشضی ّوؼبًگشد ّذفوٌذ ّبيٍسق خوؾ ثشسػی ثِ ثؼذيػِ

 لَي حل ،2012 ػبل دس ّوىبساى ٍ ػؼيذي[. 16] پشداختٌذ

 ؿشایظ ثشاي ػَمهشتجِ    ثشؿی تئَسي اص اػتفبدُ ثب ضخين ٍسق

 ٍ الاػلاهیؿيخ[. 17] دادًذ لشاس ثشسػی هَسد سا هتفبٍت هشصي

 ثشؿی ثبلاتش ي هشتجِ تئَسي اص اػتفبدُ ثب ،2013 ػبل دس ػؼيذي

 ثب  ّوؼبًگشد فوٌذّذ ّبي ٍسق آصاد استؼبؿبت ثشسػی ثِ لبئن ٍ

صادُ ٍ ػٌَاًی ًدفی[. 18] پشداختٌذ ػبدُ گبُتىيِ هشصي ؿشط

ّبي پيضٍالىتشیه ثب ل ووبًؾ ٍسق ّذفوٌذ دایشٍي ثبلایِيثِ تحل

صادُ ٍ ًدفی [19] ثبلا پشداختٌذاػتفبدُ اص تئَسي ثشؿی هشتجِ
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ّبي خوؾ ٍسق وبهپَصیت ثب لایِ ّوىبساى ثِ تحليل

 اٍل پشداختٌذثشؿی هشتجِ تئَسيتفبدُ اص پيضٍالىتشیه ثب اػ

[20]. 

 ٍسق خوؾ ٍ وـؾ تحليل ثبس،ًخؼتيي ثشاي همبلِ ایي دس   

 ٍ ثشؿی تغييشؿىل ثبلايهشتجِ تئَسي ثشاػبع ّذفوٌذ، ضخين

 ثبس ٍ اػت ػبدُ گبُتىيِ عشف چْبس ٍسق. اػت ؿذُ اسائِ لبئن

 هيذاى يّب هؤلفِ. ؿَد هی ٍاسد ٍسق ثبلاي ػغح سٍي یىٌَاخت

 تب ضخبهت اهتذاد دس لظاًذس ّبي اي چٌذخولِ ثشاػبع خبییِخبث

 هدبصي وبس اكل اص اػتفبدُ ثب. ؿًَذ هی دادُ ثؼظ تشم پٌح

 ثشاي ػذدي ًتبیح. ؿًَذ هی حبكل ٍسق ثش حبون هؼبدلات

 همبیؼِ هؼتجش همبلات ثب عَل ثِ ضخبهت هتفبٍت ّبي ًؼجت

 ثشاي تئَسي ایي پٌدن ي هشتجِ وِ اػت ؿذُ دادُ ًـبى ٍ ؿذُ

 .وٌذهی اسائِ دليمی ثؼيبس ًتبیح ضخين ّبي ٍسق تحليل

 

 جایی و تنش همیدان جاب -2

وِ    ٍ    ٍ عَل اضلاع   ٍسق ّوؼبًگشد ّذفوٌذ ثب ضخبهت 

اػت سا دسًظش ثگيشیذ   هتغيش ( )خَاف آى دس ساػتبي ضخبهت 

بي ٍسق ٍ هشوض ّ هٌغجك ثش لجِ     ٍ   (. هحَسّبي1)ؿىل 

 اػت. اص  هحَس هختلبت سٍي كفحِ هيبًی ٍسق ٍالغ ؿذُ

آًدبوِ تغييشات ضشیت پَاػَى ٍسق دس اهتذاد ضخبهت ون اػت، 

ؿَد. هذٍل یبًگ ٍسق دس ساػتبي  همذاس آى ثبثت فشم هی

 وٌذ عَس پيَػتِ ثشاػبع تبثغ تَاًی صیش تغييش هیضخبهت ثِ

[18]: 

(1) 
1

( ) ( )( )
2

N

M C M

z
E z E E E

h
    

فلض، ٍ  ٍ ػشاهيه هؼشف تشتيتثِ C ٍMّبيًَیغ صیش ،وِ

 .ثبؿٌذ ّذفوٌذ هی ي هبدُ تَاى ي دٌّذًُـبى Nپبساهتش

 

 .هذل ٌّذػی ٍسق (:1شکل )

 ثِ ییخبِخبث هيذاى ٍسق، لبئن ٍ ثشؿی تغييشؿىل تئَسي دس

 :[9ؿَد ] هی گشفتِ دسًظش صیش كَست

 خؼن ولی خبییِخبث هيذاى ّبي هؤلفِ هؼشف iv ،آى دس وِ

v ثَدُ،  ٍ w ِاي كفحِ دسٍى خبییِخبث ّبي هؤلفِ تشتيتث 

 x ساػتبّبي ي دٌّذُ ًـبى صیشًَیغ. ثبؿٌذ هی كفحِ اص جخبس ٍ

ٍ y ُثَد ٍ  ّبي هؤلفِ. ثبؿذ هی 1وشًٍىش دلتبي تبثغ ثيبًگش 

 ثؼظ لظاًذس اي چٌذخولِ كَستثِ z ساػتبي دس خبییِخبث هيذاى

 ؿًَذ هی تؼشیف صیش كَستثِ ّب اي چٌذخولِ ایي. ؿًَذ هی دادُ

[18:] 

(3) 
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ثبؿذ. ثب اػتفبدُ اص  ي تئَسي هَسد اػتفبدُ هی هشتجِ K ،وِ دس آى

-سا ثِ خبییِخبثّبي هيذاى  تَاى هؤلفِ ّبي فَق هی اي چٌذخولِ

 كَست صیش ثبصًَیؼی وشد:

(4) 
  a

v x,y,z L z v x,yα a α
   
   
   

 

  a
w x,y,z L z w x,ya

   
   
   

 

a,...,0,1,2وِ دس آى، K ّبي  اي تَاى هـتك چٌذخولِ هی

كَست ّب ثِ اي لظاًذس سا دس لبلت تشويت خغی اص خَد چٌذخولِ

 صیش ًَؿت:
(5) ( ) ( )a ab bL z D L z  

ثبؿذ. ثشاي  هبتشیغ ضشائت هـتك هی Dي فَق، وِ دس هؼبدلِ

-ثِ    ّبي ایي هبتشیغ  ي پٌدن، دسایِ ًوًَِ، ثشاي تئَسي هشتجِ

 ثبؿٌذ: كَست صیش هی

(6) 

0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

0 15 0 0 0 02
[ ]

7 0 35 0 0 0
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11 0 55 0 3 11 0

D
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

 

                                                           
1 - Kronecker’s Delta Function 

(2) 
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 ؿَد: كَست صیش تؼشیف هیًْبیت وَچه ثِ تبًؼَسوشًؾ ثی

(7) 
1

( ),
2

ji

ij

j i

vv

x x



 

 
 

-ثِ      وشًؾ ثشاي هبدُ ّذفوٌذ ّوؼبًگشد -ٍ سٍاثظ ثيي تٌؾ

 [:18] ؿًَذ كَست صیش ثيبى هی

(8) 

0 0 011 12 12
0 0 012 11 12
0 0 012 12 11

0 0 0 0 044
0 0 0 0 044
0 0 0 0 0 44

C C Cxx xx

C C Cyy yy

C C Czz zz

Cyz yz

C
xz xz

C
xy xy

 

 

 

 

 

 

    
    
    
    
       

    
    
    
    
    
        

 

ثشحؼت هذٍل      ٍ     ،     ثَاثت الاػتيؼيتِ ،وِ

 ؿًَذ: كَست صیش ثيبى هیالاػتيؼيتِ ٍ ضشیت پَاػَى ثِ

(9) 

 
  

  
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E z 1 υ
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1 υ 1 2υ




 
 

 
 

  
12

υE z
C z

1 υ 1 2υ


 
 

 
 

 
44

E z
C z

2 1 υ
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 معادلات حاکم بر ورق -3

دػت آٍسدى هؼبدلات حبون ثش ٍسق ّذفوٌذ هؼتغيلی اص ِثشاي ث

 ؿَد: ؿىل صیش اػتفبدُ هیهؼبدلات تؼبدل دس دػتگبُ دوبستی ثِ
(10)  

, 0ij j ib  
 

، وِ دس آى
i jِّبي تبًؼَس تٌؾ، هؤلف ٍ چگبلی ٍسق

ib

-هٌظَس دػتثبؿٌذ. ثِ ّبي ثشداس ًيشٍّبي حدوی ٍسق هی هؤلفِ

-ؿَد. ثِ یبثی ثِ هؼبدلات حبووِ، اص اكل وبس هدبصي اػتفبدُ هی

ی هدبصيخبیِووه ضشة داخلی هيذاى خبث
i ِي  دس هؼبدل

 گيشي سٍي حدن ٍسق، خَاّين داؿت: ( ٍ اًتگشال10)

(11) 
2 2

dA dA 0, 1, 2, 3
,

2 2

h h

dz b dz ii ij j i i
h h
    

 
∬ ∬ 

خبیی ِثبؿذ. هيذاى خبث ي هيبًی ٍسق هی هؼبحت كفحAِوِ،

هدبصي 
i  لظاًذس اص  ّبي اي لِخو كَست ثؼظ چٌذثِساz    ِث-

 ًَیؼين:ؿىل صیش هی

(12)      , , ,a

i a ix y z L z x y  
( ٍ ّوچٌيي اػتفبدُ اص سٍاثظ 11( دس )12ي ) ثب لشاسدادى هؼبدلِ

 ( داسین:5( ٍ )2)

(13) 
,,

, 1, 2

3

0,

a a a a
M dA T dA

A A

a a a bb B D T dAi i i ab i
A

    

  
 
 
 

  

  

 

 ؿًَذ: كَست صیش ثيبى هیوِ پبساهتشّبي آى ثِ

(14) 

 

2 2, ,
3

2 2

h h
a aT L dz ba a i

L b dz
i i ih h

   
 

 

( ) ( , y, )
2 2

( ) ( , y, .

3

3 )
2 2

h
a i

a i

ha
B L xi

h h
L x





 

 

 

 

,ّبي دس ایي سٍاثظ، صیشًَیغ  ي ساػتبّبي  دٌّذُ ًـبى   ٍ

 ثبؿٌذ. هی  

(، ٍ اصآًدبوِ ایي هؼبدلِ ثشاي توبهی 13ي ) ثب ثؼظ هؼبدلِ   

 ش ثشلشاس ثبؿٌذ:ثشلشاس اػت، لاصم اػت سٍاثظ صی aهمبدیش

(15) 
0

,
a a b

M B D T
ab      

0 ,  , 1, 2, 3 3
a a b

T B D T
ab

         

(، 14دس هؼبدلات )
0

M
اي، ٍ كفحًِيشٍّبي دسٍى

a
M

 

ّويي تشتيت،اػت. ثِ aي  اي اص هشتجِ كفحِّبي ثشٍى هوبى
0

iT ،ثشایٌذ ًيشٍّبي خبًجی a

iT هوبى ًيشٍّبي خبًجی اص  

0ثبؿذ. افضٍى ثشایي، هی aي  هشتجِ

ib  ثيبًگش ًيشٍّبي حدوی ثش

aٍاحذ ػغح، ٍ 

ib ِي هوبى هشتجa ثبؿذ.  ثش ٍاحذ ػغح هی

aدسًْبیت

iB ِي هوبى هشتجa ّبي تٌؾ ػغحی ٍاسدُ ثش  ثشداس

هٌظَس حل ایي هؼبدلات، ثبؿذ. ثِ ػغَح ثبلا ٍ پبیيي ٍسق هی

وشًؾ سا -لاصم اػت ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات هتـىلِ، سٍاثظ تٌؾ

ي ّذفوٌذ ًَؿتِ ٍ ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات ػيٌوبتيىی،  شاي هبدُث

خبیی ثيبى ِخبث  ّبي هيذاى  توبم هدَْلات سا ثشحؼت هؤلفِ

وشد. ثب دسًظشگشفتي ثبس ثش ٍاحذ ػغح ,P x y  سٍي ػغح

ّبي ثشؿی ػشضی سٍي هشصّبي  ثبلاي ٍسق ٍ كفش ثَدى تٌؾ

ثشٍى كفحِ سٍي ػغح پبیيي ٍسق،  ٍسق ٍ كفش ثَدى تٌؾ لبئن

ًظشوشدى اص ًيشٍي حدوی دس همبثل ًيشٍي ٍ ّوچٌيي ثب كشف

-اػتبتيىی اػوبل ؿذُ ثش ٍسق، ًْبیتب هؼبدلات حبون ثش ٍسق ثِ

 ؿًَذ: كَست صیش حبكل هی

 
  الف(-16)

2

2

,a

h

a

hM L dz 


 
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 ة(-16)
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2 1 1
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2

2 1 1
( )12 2,21 1,22 2,21 ,12 2

2

2
( ) 01

2

4 14 ,

1

h

d d d
c L L dz v v va d

h

h

d d d cc L L dz v v v D wa d cd
h

h

c d
c L L dzD D v wb d ab cd

h

Eq



  


  


  

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2 1 1
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2
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h
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c d
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h

Eq   


  


  




 

 ج(-16)

 

2

12 1,1 2,2

2

2
( ( ))1,1 ,11 2,2 ,22

2

2

2

,   0 , , , 0,1, 2, 3, ,
2

44
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3 :

h

d dc L L dzD v vb d ab
h

h

c d c dc L L dz D v w D v wa d cd cd
h

h

cc L L dzD D wb d cd ab
h

h
P x y L a b c d ka

Eq
 
 
 

 
 
 

  


  


 



 





 

  
 حل ناویر -4

گبُ ػبدُ ؿَد ٍسق هؼتغيلی اص چْبسعشف سٍي تىيِ فشم هی

-ثِ ؿَد.  اػوبل هی   ثَدُ ٍ سٍي ػغح ثبلاي آى ثبس یىٌَاخت 

لجِ  ٍسق ؿشایظ هشصي سٍي چْبسهٌظَس حل هؼبدلات حبون ثش 

 ؿًَذ: كَست صیش ًَؿتِ هیٍِسق ث

(17) 
0, 0, 0    0,11 12 1

0, 0, 0    0,22 12 2

a a a
W M M on x l

a a a
W M M on y l

   
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خبیی خذیذ ٍ ثبس ِثٌبثشایي، ثب تَخِ ثِ ؿشط هشصي ثبلا هيذاى خبث

 تَاى ثؼظ داد: صیش هی كَستِسا ث   یىٌَاخت 

(18) 

cos sin1 1
1,3,5 1,3,5 1 2

sin cos2 1
1,3,5 1,3,5 1 2
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   
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   
   
   

   
   
   
   

 
 
 

 
  

 

 
  

 

 
 
 

16 0
sin sin2

1 2

P n ym x

l lmn





   
   
      
   

 

ٍ ثبصوشدى  (16( دس هؼبدلات )9( ٍ )18ثب لشاسدادى سٍاثظ )

ؿًَذ  هؼبدلات ٍ هشتت ػبصي، هؼبدلات حبون ثش ٍسق حبكل هی

ؿَد وِ دیذُ هیاًذ(،  اسائِ ؿذُ پيَػتهؼبدلات دس م ًْبیی )فش

 .ثبؿذ هی (   ) هؼبدلات تؼذاد   ثشاي ّش تئَسي اص هشتجِ 

 
 بحث و نتایج عددی -5

هيٌيَم )فلض( ٍ ًَتبیح ػذدي ثشاي ٍسق ّذفوٌذ هتـىل اص آل

وِ هذٍل الاػتيؼيتِ  ،اػتوشثيذ )ػشاهيه( اسائِ ؿذُ يليىَىػ

 [:12] صیش اػتكَست آًْب ثِ
(19) 

70   ,  420  , υ 0.3m cE Gp E Gp   
اي ثب دٍ هشخغ  اهب پيؾ اص آى خْت ثشسػی كحت ًتبیح همبیؼِ

-ػِ  ثب تئَسي الاػتيؼيتِ   همبیؼِ 1ذٍل كَست گشفتِ اػت. خ

ّبي هختلف  ، ثشاي ٍسق هشثؼی ّذفوٌذ ثب تَاى[14]هشخغ  ثؼذي

ثشاي ٍسق  دّذ، دس ایي خذٍل ًتبیح هبدُ ّذفوٌذ ًـبى هی

تَاى هبدُ   اًذ، وِ ّذفوٌذ ثب پشٍفيل ًوبیی صیش اسائِ ؿذُ

ّذفوٌذ ٍ 
0E ثبؿٌذ: هذٍل یبًگ لایِ صیشیي ٍسق هی 

(20) 
0 0

1 1

( ) , 100
2

z h
E z E exp E Gp

l l
  

  
  
  

 

)ًتبیح ثشاي ٍسق ّوگي  2دس خذٍل  200 )E Gpaثب ، 

تشتيت ثب سٍؽ گبلشويي ٍ الوبى ِوِ ث [20]ٍ  [19]هشاخغ 

ّبي هتفبٍت عَل  اًذ، ثشاي ًؼجت هحذٍد ایي هؼئلِ سا حل وشدُ

دس ایي  .ثِ ضخبهت همبیؼِ ؿذُ ٍ ًـبى اص كحت ًتبیح داسد

كَست ًوَداسّب ٍ خذاٍل لؼوت ًتبیح ثشاي ٍسق ّذفوٌذ، ثِ

ثؼذ  ثی كَست صیشِّب ث تٌؾّب ٍ خبییِخبثاسائِ ؿذُ اػت. 

 :[15] اًذ ؿذُ
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ًمغِ  خذاٍل دس ثؼذ دس ّبي ثی روش اػت وِ تٌؾلاصم ثِ

 1 24, 4, 4l l hُ3-4 خذاٍلاًذ. دس  ، هحبػجِ ؿذ 

ّبي هختلف دس  ذ ثب تَاىًتبیح ثشاي ٍسق هشثؼی ّذفوٌ

1,2,3,4,5kّبي ضخبهت ثِ عَل هتفبٍت ثشاي ًؼجت   ِاسائ

ّبي ضخبهت  ؿَد دس ًؼجت عَسوِ هـبّذُ هیاػت. ّوبى ؿذُ

ثِ عَل خيلی ون )ٍسق ًبصن ٍ خيلی ًبصن( ًتبیح اص تئَسي 

ؿَد ٍ  ؿًَذ ٍ خَاة دليك حبكل هی ػَم ثِ ثؼذ ثبثت هیهشتجِ

ّبي ضخين ّشچِ  ّبي ثبلاتش ًيؼت. دس ٍسق ثِ ًَؿتي هشتجًِيبص 

ؿَد.  تش هی هشتجِ تئَسي ثبلاتش ثشٍد حبكل ثِ خَاة دليك ًضدیه

ؿَد  ؿَد ّشچِ دسكذ فلض ثيـتش هی عَسوِ هـبّذُ هیّوبى

یبثٌذ. خبلت  وبّؾ هی   افضایؾ ٍ    ؿَد(  صیبدتش هی  )

سق ّوگي )ػشاهيه ّب ثشاي یه ٍ تَخِ ایي اػت وِ تٌؾ

ّب دس یه ٍسق ّوگي  اًذ. پغ تٌؾ خبلق ٍ فلض خبلق( یىؼبى

گبُ ػبدُ، ثِ هذٍل الاػتيؼيتِ ٍ خٌغ ٍسق ثؼتگی سٍي تىيِ

   ًذاسًذ. ّوچٌيي ثب افضایؾ ًؼجت ضخبهت ثِ عَل ٍسق ، 

 یبثٌذ. وبّؾ هی    ٍ   افضایؾ ٍ 
تشتيت ثب ِض ٍسق سا ثثؼذ هشو تغييشات خيض ثی 2-3 ّبي ؿىل   

⁄    )ًؼجت اثؼبد  ⁄   )ٍ ًؼجت عَل ثِ ضخبهت  ( ًـبى  (

خيض ثشاي ٍسق  ثيـتشیيؿَد  وِ هـبّذُ هیعَسدّذ. ّوبى هی

خيض ثشاي ٍسق ػشاهيه  ووتشیيٍ  (   )فلض خبلق 

افتذ ٍ ثشاي ٍسق ّذفوٌذ ثيي ایي دٍ  اتفبق هی (   )خبلق 

ٍ ایي تفبٍت ثيي ًوَداسّب ثب صیبدؿذى ًؼجت اثؼبد گيشًذ  لشاس هی

وِ ثب صیبدؿذى ًؼجت عَل ثِ ضخبهت یبثذ دسحبلی وبّؾ هی

 ثؼذ ّبي ثی تَصیغ تٌؾ 4-11ّبي  ؿىلهبًذ.  تمشیجبً ثبثت ثبلی هی

لبئن ٍ ثشؿی دس ساػتبي ضخبهت ٍسق سا ثشاي ٍسق ّذفوٌذ 

 ؿَد عَسوِ هـبّذُ هیدٌّذ. ّوبى ًـبى هی (   )

اًذ ٍ  ّبي ثبلایی ٍسق فـبسي دس لؼوت   ٍ    ّبي لبئن  تٌؾ

همذاس  ثيـتشیياًذ. ٍ  ّبي پبیيٌی ٍسق وــی دس لؼوت

دس پبیيي ٍ ثبلاي     ٍ تٌؾ ثشؿی    ٍ    ّبي لبئن  تٌؾ

ثؼذ دسٍى  تغييشات خبثدبیی ثی 12 ؿىلافتذ.  ٍسق اتفبق هی

دس ساػتبي ضخبهت ٍسق سا ثشاي ٍسق    اي ٍسق هشثؼی  كفحِ

ّبي  ؿىلثِ دّذ. ثب تَخِ  ّبي هختلف ًـبى هی ّذفوٌذ ثب تَاى

   اي  ّبي لبئن دسٍى كفحِ تٌؾ ؿَد، همذاس هـبّذُ هی 11-5

دس ایي ٍسق     اي  ٍ ّوچٌيي تٌؾ ثشؿی دسٍى كفحِ   ٍ 

ّذفوٌذ ثب ّش ًؼجت اثؼبدي ٍ ًؼجت ضخبهت ثِ عَل ٍ ثب تَاى 

ًضدیه  (        )  دس كفحِ (   )هبدُ ّذفوٌذ 

ّبي ثشؿی ٍ  كفش ّؼتٌذ، ٍ ّوچٌيي دس حبلت ولی همذاس تٌؾ

دیگش   دس همبثل ػِ هؤلفِ   ٍ     ،     اي  لبئن ثشٍى كفحِ

 (        )ي  تَاى كفحِ هی تٌؾ وَچه ّؼتٌذ، پغ

      ، تغييشات 12 ؿىلخٌثی ٍسق داًؼت.   ػٌَاى سٍیِسا ثِ

ثؼذ ٍسق هشثؼی دس اهتذاد ضخبهت  اي  ثی خبیی دسٍى كفحِِخبث

، 13 ؿىل. دّذ ّبي هتفبٍت هبدُ ّذفوٌذ ًـبى هی ثشاي تَاى

ٍسق هشثؼی دس  ثؼذ هشوض اي ثی شٍى كفحِخبیی ثِتغييشات خبث

ّبي هتفبٍت عَل ثِ ضخبهت  د ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجتاهتذا

ؿَد، خيض ٍسق ًبصن دس  عَسوِ هـبّذُ هیدّذ، ّوبى ًـبى هی

 وٌذ. اهتذاد ضخبهت ثبثت اػت ٍلی ثشاي ٍسق ضخين تغييش هی

 

 
ثؼذ هشوض ٍسق ثشحؼت ًؼجت عَل  تغييشات خيض ثی (:2شکل )

 .ّذفوٌذ  ّبي هتفبٍت هبدُ ثِ ضخبهت ثشاي تَاى
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  هشتجِ لبئن ٍ ثشؿی تئَسي اص اػتفبدُ ثب ّذفوٌذ هشثؼی ٍسق ثشاي ّب تٌؾ ٍ خيض ثؼذ ثی پبساهتشّبي  همبیؼِ (:1) جدول

 .(ثؼذيػِ الاػتيؼيتِ تئَسي ثشاػبع[ )14] هشخغ ثب پٌدن

  
1 2, ,0
2 2

l l
w
 
 
 

 1 2, ,
2 2 2

x

l l h


 
 
 

 1 2, ,0
4 4

xz

l l


 
 
 

 1 2, ,0
4 4

xy

l l


 
 
 

 

5- Present 

3d Exact 
1790/21 

1604/21 

071/10 

1353/10 

95183/0 

0124/1 

3985/0 

4004/0 

0 Present 

3d Exact 

4504/13 

445/13 

9871/12 

0437/13 

9578/0 

0196/1 

04378/0- 

0420/0- 

5 Present 

3d Exact 

9071/9 

8985/9 

7172/16 

7086/16 

9514/0 

0124/1 

4879/0- 

4863/0- 
 

 

 

  هشتجِ لبئن ٍ ثشؿی تئَسي اص اػتفبدُ ثب ّذفوٌذ هشثؼی ٍسق ثشاي لبئن  تٌؾ ٍ خيض ثؼذ ثی پبساهتشّبي  همبیؼِ(: 2) جدول

 .[20] ٍ[ 19] هشاخغ ثب پٌدن

     1 2, ,0
2 2

l l
w

 
 
 
 

 1 2, ,
2 2 2

hl l

x
 
 
  
 


 

1/0 

 

present 4249/0 present 2905/0 

[19] 4220/0 [19] 2887/0 

[20] 4249/0 [20] 2900/0 

2/0 

 

present 4804/0 present 2998/0 

[19] 4798/0 [19] 2984/0 

[20] 4803/0 [20] 2976/0 

3/0 

 

present 5713/0 present 3145/0 

[19] 5717/0 [19] 3129/0 

[20] 5710/0 [20] 3099/0 

4/0 

 

present 6953/0 present 3350/0 

[19] 6967/0 [19] 3333/0 

[20] 6952/0 [20] 3283/0 

5/0 

present 8493/0 present 3658/0 

[19] 8511/0 [19] 3640/0 

[20] 8487/0 [20] 3568/0 

 
ثؼذ هشوض ٍسق ثشحؼت  ًؼجت  تغييشات خيض ثی(: 3) شکل

⁄   )  ٌذّذفو  ّبي هتفبٍت هبدُ اثؼبد ثشاي تَاى     ). 

 
ثؼذ دس اهتذاد  اي ثی تغييشات تٌؾ لبئن دسٍى كفحِ(: 4شکل )

ٍ  (   )ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت اثؼبدي هتفبٍت 

1( / 0.1)h l . 
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 لفهخت ّبي تَاى ٍ عَل ثِ ضخبهت هختلف ّبي ًؼجت ثب هشثؼی ّذفوٌذ ٍسق ثشاي ثؼذثی لبئن ثضسگی تٌؾ ٍ خيض (:3) جدول

 .لبئن ٍ ثشؿی پٌدن تب اٍلهشتجِ ّبي تئَسي ثشاػبع

 x 

h/l1 N K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 

10/1 

 

 8313/8 8313/8 8313/8 833/8 7058/9 4438/0 4438/0 4438/0 4438/0 3623/0 ػشاهيه

0 7484/0 9166/0 9167/0 9167/0 9167/0 3139/8 565/7 564/7 5648/7 5641/7 

2 9797/0 200/1 200/1 200/1 200/1 2546/6 6905/5 6898/5 6914/5 6898/5 

3 0869/1 3314/1 332/1 3315/1 3315/1 0303/5 5763/4 5761/4 5778/4 575/4 

 8313/8 8313/8 8313/8 833/8 7058/9 6629/2 6629/2 6629/2 6627/2 1739/2 فلض

0/1 

 

 8900/0 8900/0 8860/0 8946/0 9785/0 4640/0 4640/0 4438/0 4438/0 3814/0 هػشاهي

0 7826/0 9166/0 9167/0 9537/0 9537/0 8417/0 7661/0 7554/0 7651/0 7589/0 

2 025/1 200/1 200/1 2544/1 2544/1 6351/0 5670/0 5642/0 5812/0 5657/0 

3 1405/1 3314/1 332/1 4018/1 4018/1 5118/0 4528/0 4506/0 4729/0 4491/0 

 8900/0 8900/0 8860/0 8946/0 9785/0 7838/2 7838/2 7838/2 7672/2 2884/2 فلض

2/1 

 

 4557/0 4559/0 4472/0 4644/0 5021/0 5245/0 5245/0 5246/0 5136/0 4397/0 ػشاهيه

0 8861/0 052/1 0647/1 0646/1 0647/1 4372/0 3864/0 3763/0 3954/0 3831/0 

2 1618/1 3961/1 4158/1 4167/1 4172/1 3327/0 2803/0 2750/0 3085/0 2778/0 

3 3023/1 5746/1 6089/1 6117/1 1.6124 2697/0 2188/0 2150/0 2592/0 2117/0 

 4557/0 4559/0 4472/0 4644/0 5021/0 1472/3 1472/3 1477/3 0813/3 6383/2 فلز

5/1 

 2011/0 1998/0 1776/0 2233/0 2414/0 9274/0 9276/0 9306/0 8615/0 8550/0 ػشاهيه

0 5845/1 7192/1 7966/1 7928/1 7943/1 2253/0 1585/0 1279/0 1561/0 1544/0 

2 0758/2 3554/2 4743/2 4627/2 4755/2 1787/0 0913/0 0683/0 1259/0 0899/0 

3 3800/2 7664/2 9688/2 9523/2 9760/2 1487/0 0534/0 0309/0 1123/0 0442/0 

 2011/0 1998/0 1776/0 2233/0 2414/0 5644/5 5653/5 5834/5 1689/5 1300/5 فلض

 

 
ثؼذ دس  اي ثی كفحِتغييشات تٌؾ لبئن دسٍى (:5شکل )

ّذفوٌذ  ّبي هتفبٍت هبدُ اهتذاد ضخبهت ٍسق ثشاي تَاى

1( / 0.2)h l . 

ثؼذ دس  ثی اي كفحِبئن دسٍىتغييشات تٌؾ ل (:6شکل )

اهتذاد ضخبهت ٍسق هشثؼی ثشاي ًؼجت عَل ثِ ضخبهت 

 .(   )هتفبٍت 

w
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 ثِ ضخبهت هختلف ّبيًؼجت ثشحؼت هشثؼی ّذفوٌذ ٍسق ثشاي ثؼذ ثی اي كفحِدسٍى ثشؿی : تٌؾ(4جدول)

 .لبئن ٍ ثشؿی پٌدن تب اٍلهشتجِ ّبي تئَسي ثشاػبع هختلف ّبي تَاى ٍ عَل

h/l1 N K=1 K=2 K=3 K=4 K=5 

10/1 

 

 004/4 0039/4 004/4 004/4 269/3 ػشاهيه

0 799/2 4296/3 429/3 429/3 4294/3 

2 1062/2 5798/2 5796/2 5795/2 5795/2 

3 6939/1 074/2 074/2 0743/2 0743/2 

 004/4 0039/4 004/4 004/4 269/3 فلض

0/1 

 

 3916/0 3916/0 3916/0 3941/0 3228/0 ػشاهيه

0 2762/0 3358/0 3337/0 3337/0 3338/0 

2 2070/0 2498/0 2477/0 2474/0 2476/0 

3 1659/0 1991/0 1967/0 1961/0 1960/0 

 3916/0 3916/0 3916/0 3941/0 3228/0 فلض

2/1 

 

 1826/0 1826/0 1826/0 1875/0 1554/0 ػشاهيه

0 01325/0 1570/0 1529/0 1529/0 1530/0 

2 0981/0 1126/0 1084/0 1078/0 1081/0 

3 0778/0 0869/0 0820/0 0809/0 0818/0 

 1826/0 1826/0 1826/0 1875/0 1554/0 فلض

5/1 

 03424/0 0343/0 0334/0 04603/0 0470/0 ػشاهيه

0 0384/0 03037/0 0197/0 0200/0 02102/0 

2 0250/0 0086/0 0029/0- 0038/0- 00198/0- 

3 0176/0 0028/0- 0167/0 0189/0- 0176/0- 

 03424/0 0343/0 0334/0 04603/0 0470/0 فلض

  

  

  
ثؼذ دس  اي ثی كفحِتغييشات تٌؾ ثشؿی دسٍى (:7شکل )

ٍ(   )اهتذاد ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت اثؼبدي هتفبٍت 

1( / 0.1)h l . 

  
ثؼذ دس اهتذاد  اي ثی كفحِتغييشات تٌؾ ثشؿی دسٍى (:8شکل )

 .(   )ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت عَل ثِ ضخبهت هتفبٍت 

 

 

xy
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ثؼذ دس اهتذاد  اي ثی كفحِ تغييشات تٌؾ ثشؿی ثشٍى (:9شکل )

ٍ  (   )ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت اثؼبدي هتفبٍت 

1( / 0.1)h l 
. 

 

 

̅̅  ثؼذ  اي ثی كفحِتغييشات تٌؾ لبئن دسٍى (:11شکل ) دس  ̅

 ٍ (   )اهتذاد ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت اثؼبدي هتفبٍت 

(
1/ 0.1h l ). 

  

̅̅   ثؼذ  اي ثی كفحِتغييشات تٌؾ ثشؿی ثشٍى (:11شکل ) دس اهتذاد  ̅̅

ٍ (   )ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت اثؼبدي هتفبٍت 

1( / 0.1)h l 
. 

 

 
̅̅  ثؼذ ٍسق هشثؼی  اي  ثی حِكفخبیی دسٍىتغييشات خبثِ (:12شکل ) ̅ 

         ّبي هتفبٍت هبدُ ّذفوٌذ، دس اهتذاد ضخبهت ٍسق ثشاي تَاى

(
1/ 0.1h l ). 

 

 
 ثؼذ ٍسق هشثؼی  اي ثی كفحِخبیی ثشٍىتغييشات خبثِ (:13شکل )

 .ّبي هتفبٍت عَل ثِ ضخبهت دس اهتذاد ضخبهت ٍسق ثشاي ًؼجت
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 گیری نتیجه -6

) ثب اػتفبدُ اص  تئَسي هشتجِ ثبلاتش ثشؿی ٍ لبئن ،دس ایي همبلِ

آٍسدى دػتخبیی( ثشاي ثِّبي خبثِثؼظ تَاثغ لظاًذس هؤلفِ

گبُ ػبدُ، وِ ثبس  عشف تىيِ ّبي ٍسق ّذفوٌذ چْبس خيض ٍ تٌؾ

ؿَد، اػتفبدُ  ػشضی یىٌَاخت سٍي ػغح ثبلاي آى ٍاسد هی

ليك ثب حل ًبٍیش اسضب ؿذًذ. عَس دؿذ. ؿشایظ هشصي ٍسق ثِ

ّبي ًبصن ٍ  ؿذ وِ ایي تئَسي ًِ تٌْب ثشاي ٍسق ًـبى دادُ

ّبي ضخين ًيض ًتبیح ثؼيبس ًضدیه ضخين ثلىِ ثشاي ٍسقًيوِ

ثؼذي اسائِ ّبي حبكل اص حل تئَسي الاػتيؼيتِ ػِثِ خَاة

ّبي وٌذ. هضیت ایي تئَسي ایي اػت وِ ثشخلاف تئَسي هی

ًظش ًـذُ اي كشفكفحِى اص وشًؾ لبئن ثشٍىثشؿی ٍسق، دس آ

ؿَد.  ٍ ّوچٌيي خيض ٍسق دس اهتذاد ضخبهت ثبثت فشم ًوی

یبثی ٍ حل هؼبدلات حبون ثش ٍسق ثب اػتفبدُ اص  ّوچٌيي دػت

 ثؼذي اػت.تش اص تئَسي الاػتيؼيتِ ػِ ایي تئَسي ثؼيبس آػبى
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