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  چكیده

پایستار بال هواپيما و روتور متصل به آن و با استفاده از ناکرنشی و کار نيروهای با استفاده از روابط انرژی جنبشی، در این پژوهش 

برآ و نيروی و برنولی  -رسرگيردار اویلصورت یك تير یكسازی، بال بهدر مدل معادله لاگرانژ، معادلات حرکت استخراج شده است.

تاثير پارامترهایی همچون موقعيت  تئودرسون درنظر گرفته شده است. هایی از توابعصورت ترمممان در آیرودیناميك ناپایا نيز به

سی شده برر سامانهبر دامنه نوسانات و پایداری  سرعت جریان هواو تور وهای ر، سرعت دورانی پرهقرارگيری روتور، نيروی تراست روتور

 چشمگيربا افزایش فاصله روتور از ابتدای بال دامنه نوسانات افزایش و با کاهش  ،دهد کهنشان می عددی سازینتایج شبيه است.

و  نيز موجب افزایش دامنه ارتعاشات بال و افزایش سرعت فلاتر افزایش نيروی تراست گردد.می سامانهسرعت فلاتر باعث ناپایداری در 

سرعت فلاتر نيز ناپایداری در سيتم دیده بالاتر از  برای سرعت جریان هوا براین،علاوه گردد.می توروو ر بال سامانه ایداریناپ در نهایت

   شود.می
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ABSTRACT  
In this study, using kinetic energy, strain energy and non-conservative forces work of the wing and flutter the governing 

equations of motion were derived through Lagrange’s method. The wing preforms as a Cantilever Euler-Bernoulli beam 

and unsteady aerodynamic lift and moment are considered in terms of Theodorsen’s function. The effects of rotor and 

its location, thrust force, blades angular velocity and air stream velocity on the wing flutter and dynamic stability of 

wing have been investigated. Numerical simulations are indicated that increasing the distance of the rotor location from 

tip of the wing, the amplitude of oscillations is increased and with dramatic reduction of flutter speed the instability can 

be observed in the system. The increasing of thrust force also results the increase of flutter speed and instability of the 

system. Furthermore, where the speed of air stream reaches higher than the flutter speed, instability occurs in the 

system. 
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 مقدمه -1

امروزه با پيشرفت فناوری، اهميت بررسی ارتعاشات دیناميك 

بال هواپيما باتوجه به اثر تداخلی نيروهای الاستيك و  سازه

های آیروالاستيكی که در سامانهاینرسی و همچنين پایداری 

ای طور قابل ملاحظهمعرض نيروهای ناپایستار هستند به

و کنترل شرایطی که این افزایش یافته است. محاسبه محدوده 

پيوندند، ماموریتی مهم است که ها در آن به وقوع میپدیده

باعث افزایش امنيت پرواز، هدایت بهتر هواپيما و همچنين 

 شود.افزایش عمر هواپيما می

است  [6] 6یكی از اولين آثار در این زمينه پژوهشی از گلند    

باشد. ردار میسرگيکه مبتنی بر تعيين سرعت فلاتر بال یك

سرعت واگرایی یك بال کامپوزیتی را در شرایط  [2] 2لوتاتی

پروازی آزاد مورد بررسی قرار داد و نشان داد ناپایداری فلاتر در 

باشد. تر از ناپایداری واگرایی میتيرهای بدون قيد خيلی بحرانی

سرگيردار که یك پيچشی تير -پایداری خمش [1] 1کومو

وی متمرکز جانبی قرار دارد را بررسی کرد. انتهای آن تحت نير

های مساله ناپایداری و مدل آیروالاستيكی بال [4] 4یانگ هویی

های صورت پارامتری بررسی کرد. ارتباط بين محدودهتاشو را به

های ویسكوالاستيك سامانهپایداری الاستيكی پایداری و نيمه

مورد  [5] 1و زینژر 5تحت نيروهای ناپایستار توسط بولتين

     معادلات تير [1] و همكارانش 7بررسی قرار گرفت. کامبك

سرگيردار نازک تحت نيروهای ناپایستار متمرکز را با روش یك

کنترل پسخورد بررسی کردند. ناپایداری استاتيكی و دیناميكی 

سرگيردار و صفحه پينی تحت نيروهای ناپایستار توسط یك تير

 66و هرمان 60لعه قرار گرفت. فلتمورد مطا [7] 3و شریر 8ژائو

روی ناپایداری بال که به نوک آن جرم متصل شده و تحت  [8]

و  62اثر نيروی عرضی قرار داشت، مطالعاتی انجام دادند. هاجز

تاثيرات نيروی جانبی را برروی مرز ناپایداری  [3] همكارانش

          ناپایداری  [60]مزیدی زاده و فاضلنشان دادند. 

                                                 
1- Goland 

2- Lottati 

3- Como 

4- Younhui 

5- Bolotin 

6- Zhinzher 

7- Kalmbach 

8- Zuo 

9- Schreyer 

10- Feldt 

11- Herrmann 

12- Hodges 

پيچشی بال هواپيما را با جرم متمرکز تحت تاثير  -خمشی

 آبادی و عسگریاننيروی تراست موتور بررسی کردند. فيروز

      تحت جریان  کامپوزیتی پایداری مرزی یك بال [66]

صورت صوت تحت اثر نيروی تراست موتور را بهمادون

 دی و همكارانشورآیروالاستيكی مورد بررسی قرار دادند. شاه

شده فاز کوپلپس -تحليل پایداری آیروالاستيكی پيچشی [62]

 اند.در شرایط پرواز ثابت از سطح زمين را ارائه کرده

های گذشته تاثير موقعيت روتور، سرعت دورانی در پژوهش    

های روتور و نيروی تراست بر پایداری و دامنه ارتعاشات پره

ليل بررسی نشده است که در این پژوهش سعی شده با تح

پایداری آیرولاستيكی اثرات پارامترهای فوق و تاثير هرکدام 

 .مورد مطالعه قرار گيرد

 

 حاکم معادلات -2

           سرگيردارمورد بررسی در این مقاله، تير یك سامانه

باشد که یك روتور )بال( می برنولی با مقطع ایرفویل -اویلر

ت الاستيك عرضی بر روی آن قرار گرفته است. تير دارای خاصي

و تغييرشكل  zدر راستای wبوده و دارای تغييرشكل عرضی

صورت صلب به تير باشد. روتور بهمی iحول محور پيچشی

باشد که تنها تحت اثر ای الاستيك میپرهمتصل شده و دارای 

بودن گيرد. باتوجه به پيچيدهقرار می hتغييرشكل عرضی

دست آوردن معادلات منظور بههای روتور بهدیناميك بال و پره

)حرکت تير، از دستگاه مختصات , , )x y z با بردارهای 
)یكه , , )i j k  مربوط به حالت قبل از تغييرشكل تير و دستگاه

)مختصات , , )x y z   با بردارهای یكه( , , )i j k    مربوط به

شود. برای پره متصل به حالت بعد از تغييرشكل تير استفاده می

1صاتاز دستگاه مخت روتور نيز 1 1( , , )x y z  با بردارهای

1یكه 1 1( , , )i j k 2بعد از تغييرشكل عرضی پره و 2 2( , , )x y z  با

2بردارهای یكه 2 2( , , )i j k شود که طبق رابطه زیر استفاده می

 :شوندبه هم مرتبط می

 

 

 

 

 

(6) 
 

 
 

1

1

2 1 1 2 1 1

1 2 1

,

sin cos sin ,

cos sin cos ,

cos( ) sin( ) ,

sin( ) cos( ) ,

, ,

, .

i i w k

j w i j k

k w i j k

i t i t k

k t i t k

i i h k k h i k

j j j j
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 باشد.سرعت دورانی پره روتور می،که در آن 
 

 معادلات حرکت-3

دست آوردن انرژی جنبشی و کرنشی هدر این بخش ابتدا با ب

های روتور عرضی متصل به آن و همچنين کار مجازی بال و پره

نيروهای ناپایستار روابط  انرژی را استخراج و سپس با استفاده 

 گردد.حرکت حاصل میاز معادلات لاگرانژ معادلات 
 

 انرژی جنبشی و کرنشی بال-3-1

دست آوردن انرژی جنبشی بال، موقعيت یك نقطه برای به

 شودصورت زیر بيان میواه روی تير بعد از تغييرشكل بهدلخ

[61]: 

(2) .w w w wR x i y j z k   

) ،که , , )w w wx y z باشند بابرابر می: 

 

 
(1) 

 sin cos ,

cos sin ,

sin cos .

w

w

w

x x w

y

z w

   

   

   

  

 

  

 

w,که در آن، w  ای دلخواه روی سطح مقطع مختصات نقطه

باشد. سرعت این نقطه روی بال نسبت به دستگاه بال می

 :شودصورت زیر نوشته میاینرسی به

(4) .w w w wV x i y j z k   

ل را با باتوان انرژی جنبشی ( می1-4) با استفاده از روابط

 :دست آوردگيری روی حجم بهانتگرال

(5) 
0

1
. .

2
w

L

w w w w w w

A

T V V d d dx     

های باشد. درنهایت با حذف ترمچگالی بال می w، که در آن

فرم زیر حاصل ه نهایی برای انرژی جنبشی بال بهغيرخطی رابط

 :گرددمی

 

 
 

(1) 

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 20

2 2 2 2

( 0.5 )1
.

2 ( 0.5 )

( )

w

L y

w w

z

w

w e w

I w w w w
T m dx

I w w w w

k



   

   

  

 
 

      
  

      
   

 

فاصله مرکز جرم تا مرکز weجرم بال، wm در آن، که

ممان اینرسی y،zIمان اینرسی حول محورم yIآیرودیناميك،

ژیراسيون بال  شعاع wkزاویه پيچش بال و z ،حول محور

های کرنش رابطه کلی انرژی کرنشی تير باتوجه به ترم باشد.می

 :های مهندسی برابر است باو تنش

(7)  
0

1
.

2

L

xx xx x x x x

A

U d d dx             
 

 :که مطابق قوانين هوک داریم

(8) , , .xx xx x x x xE G G           

 :و همچنين

(3) 
2 2 2 21 1

( ) ,
2 2

, .

xx w w w w

x w x w

w w w

 

      

     

       

   

 

گيری روی سطح بال و جایگذاری و با فرض کوچك رالبا انتگ

صورت زیر حاصل هدرنهایت انرژی کرنشی بال ب بودن

 :گرددمی
 

 

(60) 

2 2

0

1
( ) .

2
( )

w w w yw
L

w r r

r r

G J E I w

U fz Heaviside x x dx

fx Heaviside x x w







  
 

   
  
 

 

, , ,w w yw wJ G I E ترتيب مدول یانگ، ممان اینرسی سطح به

، مدول برشی و ثابت صلبيت yمقطع بال نسبت به محور

 باشد.پيچشی می

تئوری تئودرسن به تحليل آیرودیناميك ناپایا برای یك     

ایرفویل نازک که درحال نوسانات کوچك در سيال تراکم ناپذیر 

های در این تئوری نيروی برآ شامل جمله پردازد.است می

يچشی که گشتاور پباشد، درحالیچرخشی و غيرچرخشی می

چرخشی است. براساس این حول مربع عرض بال کاملاً غير

 شوندصورت زیر مدل میر پيچشی بهتئوری، نيروی برآ و گشتاو

[64]: 
 

 

 

 

(66) 

 2

3

1

22 ( ) ,

1 1
.

2 8 2

w U b a
L UbC k

b w U ba

a
M b w U b

 


  

 







  
    

   
   
 

  
      

  

 

فاصله مرکز  aعرض بال و bسرعت سيال، U در معادلات بالا

)،باشد، همچنينجرم تا مرکز آیرودیناميكی بال می )C k  تابع

 باشد.مختلط تئودرسن می
 

 کار مجازی نیروهای ناپایستار -3-2

فرم کلی زیر تعریف هيروهای ناپایستار روی بال بکار مجازی ن

 :شودمی
(62) .w A Tw w w    
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Aw کار مجازی نيروهای آیرودیناميكی و 
Tw  مجازی کار

صورت زیر نوشته هب ،ترتيبباشد که بهنيروی تراست می

 :شودمی

(61)  
0

.
L

Aw L w M dx    

(64) 
0

. .
L

T rw f R dx   

وjنيروی تراست روتور در راستایf،که
rR  بردار موقعيت

 :شودصورت زیر بيان میهباشد که بمرکز روتور می

(65) .r r r rR x i y j z k wk     

با گرفتن وریشن از بردار
rR ایستار درنهایت کار نيروهای ناپ 

 :گرددصورت زیر حاصل میبه

 

(61)  0

( ) ( )
.

L w w r

w

f x x w x x x
w dx

L w M

  


 


      

  
   

 

 :که در آن

 

 

 

 

(67) 

2

3

4

1
1 sin ,

2

1
sin ( sin cos ),

2

1
sin ( cos sin ) .

4

w

w r r

r r r

x w

x w y z

x w y z z



  

  



 
  

 

 

  

 

 

 تورور هایانرژی جنبشی و کرنشی پره-3-3

موقعيت یك نقطه دلخواه روی پره روتور تا مرکز بعد از 

        های غيرخطی و همچنين و با حذف ترم تغييرشكل

 :شودمطابق رابطه زیر بيان می های مانورگرفتن سرعتنادیده

(68) 

 

 

 

1

2

1

sin cos

cos sin

sin cos .

b b b

b b

b b

r x h i

j

h k

   

   

   

     

 

  

 

 

 :شودصورت زیر نوشته میاین نقطه نسبت به ابتدای تير به

(36) .b b r r rR r x i y j z k wk     
 

 :که سرعت این نقطه نيز برابر است با

(20) 
1 .b

b b

R
V j r

t



  


 

دست را بهانرژی جنبشی پره  bT،توان طبق رابطه زیرنهایتاً می

 :آورد

(26) 
0

1
. .

2
b

L

b b b b b b b

A

T V V d d dx  


   

باشد با انرژی کرنشی بال می ها همانندروابط انرژی کرنشی پره

شود و همچنين نظر میها صرفاز پيچش پره ،این تفاوت که

های شود که با حذف ترمها وارد نمینيروی تراست به پره

 :شودصورت زیر نوشته میغيرخطی به

(22)  2

0

1
.

2

L

b b ybU E I h dx


  

bE و مدول یانگ پرهybI گشتاور اینرسی سطح مقطع پره

 نسبت به محور
2y باشد.می 

کارگيری هببا و ز تمعادلات حرکت را با استفاده از روش ری    

شده در گيری از روابط انرژی حاصلموردهای فرضی و انتگرال

افت که توان به روابط صرفاً تابعی از زمان دست یطول بال می

کارگيری روش لاگرانژ این معادلات حرکت حاصل هبا ب

فرم زیر درنظر توان بهمودهای فرض شده را می گردد.می

 :گرفت

(21) 

1

1

1

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ).

n

i i

i

n

i i

i

n

i i

i

w x t W x R t

x t x S t

h x t H x T t

 



















 

متصل به  های روتورههای انرژی بال و پردست آوردن ترمبا به

های گيری روی طول و همچنين با استفاده از مدآن و انتگرال

فرضی روش ریتز روابطی صرفاً تابع زمان حاصل شد که 

توان با جایگذاری در رابطه لاگرانژ زیر معادلات حرکت را می

 :[65] دست آوردبه

(24) .q

d T T U
x

dt q q q

   
   

   
 

مختصه  qxانرژی پتانسيل و  Uانرژی جنبشی، T،که در آن

 شود.یافته معرفی میتعميم

 
 و بحث نتایج -4

بررا  [6] سررازی و بررسرری نتررای ، مرردل بررال گلنرردبرررای شرربيه

 درنظر گرفته شده است. 1 مشخصات زیر در جدول

در ابتدا تاثير موقعيت روتور در طول بال بررسی شده و نتای     

شود. بردین  مشاهده می 1-3ی هاها در شكلنوسانات بال و پره

0.75bLمنظررررور طررررول پررررره  m   و سرررررعت سرررريال

100نيز /U m s .درنظر گرفته شده است 
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 .شدهمشخصات فيزیكی وهندسی بال مدل (:1) جدول

 مقدار پارامتر

 3715(2KN.m) سختی خمشی بال

  383(2KN.m) سختی پيچشی بال

 3715(2KN.m) پره سختی خمشی

 6/1(m) طول بال

 6(m) طول پره

 135/15(Kg/m) جرم بر واحد طول بال

 65(Kg/m) جرم بر واحد طول هر پره
 

    
 

 
 .نوسانات عرضی بال نسبت به موقعيت روتور(: 1) شكل

 

، با افزایش فاصله روتور از ابتردای  طورکه مشخص استهمان   

یابد ها افزایش میيچشی بال و پرهدامنه نوسانات عرضی و پ بال

صورت یك پراکننرده  هوان مشاهده نمود که وجود سيال بتو می

 شود.عمل کرده و باعث کاهش نوسانات با گذشت زمان می

 

 
 .نوسانات پيچشی بال نسبت به موقعيت روتور(: 2) شكل

 

 
 .ها نسبت به موقعيت روتورنوسانات عرضی پره(: 3) شكل

 

ها بر نوسانات بال و روترور،  منظور بررسی تاثير سرعت پرههب     

 نمایش داده شده است. 4-6هایدر شكل سامانهپاسخ 

 
 .هانسبت به سرعت پره بالنوسانات عرضی (: 4) شكل

 

ها، موجب افزایش دامنه شود که افزایش سرعت پرهدیده می    

افرزایش   گردد که ایننوسانات عرضی و پيچشی بال و روتور می

 تری دارد.سرعت روی دامنه نوسانات عرضی پره تاثير بيش

 
 .هانوسانات پيچشی بال نسبت به سرعت پره(: 5) شكل
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 .هاها نسبت به سرعت پرهنوسانات عرضی پره(: 6) شكل

 

بررر نوسررانات بررال و پررره را در  ترراثير نيررروی تراسررت روتررور   

ه مشاهده شده اسرت،  توان ملاحظه نمود. کمی 7-9 هایشكل

افزایش نيروی تراسرت موجرب افرزایش دامنره ارتعاشرات برال       

صرورت نمرایی،   هبا افزایش سررعت فلاترر بر    روندشود و این می

 گردد.های پایين میدر سرعت سامانهموجب ناپایداری 
 

 
 .روتور نوسانات عرضی بال نسبت به نيروی تراست(: 7) شكل

 

 

 
 .روتور بال نسبت به نيروی تراستنوسانات پيچشی (: 8) شكل

 

 
 .روتور ها نسبت به نيروی تراستنوسانات عرضی پره(: 9) شكل

 

بال و روتور عرضی متصل به  سامانهمنظور تحليل پایداری هب    

آن، تاثير پارامترهای موقعيت طولی روتور، نيروی تراست روترور  

 د.ها بر روی سرعت فلاتر بررسی شو سرعت دورانی پره

تروان مشراهده کررد، افرزایش     مری  11 طورکه در شكلهمان    

دهرد کره   سرعت فلاتر را کاهش مری  فاصله روتور از ابتدای بال،

ترر سررعت فلاترر    افزایش نيروی تراست موجرب کراهش بريش   

 تر است.شود که این نتيجه در نيمه دوم بال بسيار بيشمی

 
سرعت فلاتر تاثير موقعيت طولی روتور بر روی (: 11) شكل

 .ت به نيروهای تراست مختلفبنس
 

 
ها بر روی سرعت فلاتر تاثير سرعت دورانی پره(: 11) شكل

 .های مختلف پرهت به طولبنس
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تاثير نيروی تراست روتور بر روی سرعت فلاتر (: 12) شكل

 .های دورانی مختلف پرهنسبت به سرعت
 

هرا  سرعت دورانی پرره  که تاثير 11 باتوجه به شكل ،همچنين    

بر روی سرعت فلاتر را برای یرك نيرروی تراسرت و نسربت بره      

های مختلف پره بررسی شرده اسرت، مشرخص اسرت کره      طول

هرا، موجرب کراهش سررعت     افزایش طول و سرعت دورانی پرره 

تر با شريب  های طویلشود و این کاهش سرعت در پرهفلاتر می

 دهد.تری رخ میبيش

های مختلف پره اثر نيروی تراست در سرعت منظور بررسیهب    

بر روی سرعت فلاتر مجموعه بال و روتور عرضی متصل بره آن،  

 ،شرود طورکره مشراهده مری   همران  ترسيم شده است. 12 شكل

    افزایش طرول پرره و سررعت دورانری، کراهش سررعت فلاترر را        

 همراه دارد.به

هرای  ی سرعتنهایت امر نيز، با تغيير مقدار سرعت سيال برا    

، مررز سررعت فلاترر و برالاتر از آن، پاسرخ      کمتر از سرعت فلاتر

 سرامانه بال و روتور ترسيم شده است که پایرداری   سامانهزمانی 

 گردد.ها بررسی مینسبت به این سرعت
 

 
نوسانات عرضی بال نسبت به سرعت  (:13) شكل

100سيال /U m s. 
 

 
عرضی بال نسبت به سرعت  نوسانات (:14) شكل

120سيال /U m s. 
 

ترر از سررعت فلاترر،    های پایيندر سرعت 13 باتوجه به شكل   

شرود. برا درنظرگررفتن سررعت     پایدار و نوسانات ميرا می سامانه

120سيال /U m s   تقریبراً  سرامانه برابر سرعت فلاتر، پاسرخ 

نمرایش داده شرده    14 کره در شركل   نوسانی محض شده اسرت 

برررا افرررزایش سررررعت سررريال نسررربت بررره سررررعت   اسرررت.

140فلاتر /U m s   ناپایردار   سرامانه نوسانات افزایش یافتره و

 این موضوع را مشاهده نمود. 15 توان در شكلگردد که میمی

 
نوسانات عرضی بال نسبت به سرعت  (:15) شكل

120سيال /U m s. 
 

 گیرینتیجه -4

در این پژوهش بحث و تحليل آیروالاستيكی و پایداری بال 

هواپيما و روتور عرضی متصل به آن در معرض سيال ناپایا انجام 

شد. تاثير پارامترهایی چون موقعيت قرارگيری روتور، نيروی 

ها و سرعت سيال بر نوسانات و تراست، سرعت دورانی پره

دهد که افزایش بررسی گردید. نتای  نشان می سامانهپایداری 
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فاصله روتور نسبت به ابتدای بال موجب افزایش دامنه نوسانات 

افزایش طول  ،همچنين گردد.می سامانهشده و باعث ناپایداری 

ها نيز باعث افزایش دامنه ارتعاشات و و سرعت دورانی پره

ه در ک گرددمی سامانهو ناپایداری در  کاهش سرعت فلاتر

که  یسيال .شودتر دیده میتر این ناپایداری بيشهای کمسرعت

از مقدار سرعت بالاتری برخوردار بوده  به نسبت سرعت فلاتر

 سامانهت و موجب ناپایداری در نيز باعث افزایش نوسانااست 

 شده است.
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