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با  شده تیتقوای مدرج تابعی استوانه ی پوستهرخطیغتحلیل دینامیکی 
 بستر الاستیک و فشار خارجی
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مكانيك مهندسی دانشكده  

 شاهرود صنعتی  دانشگاه

 (30/12/1031؛ تاریخ پذیرش: 30/30/1031)تاریخ دریافت: 

  چکیده
باشند. در این مقاله یك روش نيمه تحليلی برای تحليل        ها در صنایع هوافضا میترین سازه، یكی از مهمشدهای تقویتهای استوانهپوسته

است. محيط الاستيك  شده  و تحت فشار خارجی قرار دارد، ارائه شدهشده که توسط محيط الاستيك احاطهتقویت مدرج تابعیای های استوانهپوسته

باشد. روابط می مدرج تابعیها نيز کنندهاست. جنس تقویت پاسترناک فرض شده -الاستيك مدل پيشنهادی وینكلربر حسب دو پارامتر بستر 

 روشدست آمده است. برای حل دیناميكی غيرخطی مسأله از ها بهکارمن و تئوری کلاسيك پوستهجایی با توجه به روابط غيرخطی فنبهجا-کرنش

دامنه -ای برای شكل خيز، رابطه       فرکانسدر نظر گرفتن یك عبارت سه جمله  ش گالرکين استفاده شده است. باای و روهای تكهکنندهتقویت

آید. رفتار کمانش دیناميكی شود. پاسخ دیناميكی غيرخطی با روش رانگ کوتا مرتبه چهارم به دست میای تبدیل میارتعاش غيرخطی به فرم ساده

ها، بستر کنندههایی از جمله    تقویتشود. اثر پارامترراث بررسی می -شده نيز بر اساس معيار بدیانسكیتقویت بعیمدرج تاهای غيرخطی پوسته

-های دیناميكی غير خطی پوستهدامنه و تأثير ميرایی و سرعت بارگذاری بر پاسخ -الاستيك و نيروی محرکه بر منحنی ارتعاش غير خطی فرکانس

های کمانش استاتيكی و دیناميكی غيرخطی نيز محاسبه شده های طبيعی، بارچنين فرکانساست. هم ، بررسی شدهابعیمدرج تای های استوانه

 .است

  شده، کمانش، بستر الاستيك، مواد تابعیای تقویتآناليز دیناميكی غيرخطی، پوسته استوانه های کلیدی:واژه
 

Nonlinear Dynamic Analysis of Eccentrically Stiffened FGM Cylindrical Shells 
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Abstract 
The eccentrically stiffened cylindrical shells are one of the most important structures in aerospace industries. In this 

paper, semi-analytical method for eccentrically stiffened functionally graded (FG) cylindrical shells under external 

pressure and surrounded by an elastic medium is presented. The proposed model is based on Winkler and Pasternak 

elastic foundation parameters.  According to the Von Karman nonlinear equations and the classical plate theory (CPT) 

of shells, strain displacement relations are obtained. The smeared stiffeners technique and Galerkin method, used for 

solving nonlinear dynamic problem. With considering three terms approximation for the deflection shape, the 

frequency-amplitude relation for non-linear vibrations obtained. The nonlinear dynamic response is obtained from 

fourth order Runge-Kutta method. The nonlinear dynamic buckling behavior of stiffened FGM shells is investigated 

based on the Budiansky-Roth criterion. The effect of parameters such as eccentrically stiffened, elastic foundation and 

excitation force on the frequency-amplitude curve of the nonlinear vibrations and parameters such as damping and 

loading speed on the nonlinear dynamic response of the FGM cylindrical shells have been investigated. The natural 

frequency, static and dynamic buckling load are analyzed, too.  

Keywords: Nonlinear dynamic analysis, Stiffened cylindrical shell, Buckling, Elastic foundation, FGM. 

 

 a_shaterzadeh@shahroodut.ac.ir(: پاسخگو نویسنده) استادیار  -4

   Kamran.foroutan@gmail.com: ارشد شناسیکار دانشجوی -  -6

 

www.SID.ir

www.sid.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 7431 بهار، 4، شماره 41پژوهشی مكانيك هوافضا، جلد  -فصلنامه علمی                                                                                     46

 

 قدمهم -1
ای، مورد های استوانهتحليل استاتيكی و دیناميكی پوسته

باشد. در ی بسياری از محققان در سراسر جهان میعلاقه

کمانش ليل استاتيكی، بسياری از مطالعات بر کمانش و پستح

های حرارتی و مكانيكی متمرکز است. در عمل به ناشی از بار

       منظور تقویت سازه جهت تحمل بارهای اعمالی از 

شود. مطالعه بر روی  با وزن کم استفاده می 4هاییکنندهتقویت

ها از منظر سازهاستاتيكی غيرخطی این قبيل  -رفتار دیناميكی

های با این حال با بررسی .ای استعملی دارای اهميت ویژه

های شده بر تحليل توان گفت مطالعات انجامصورت گرفته می

های تحليلی بسيار غيرخطی استاتيكی و دیناميكی با روش

های فراوان مواد های اخير به دليل قابليتمحدود است. در سال

این مواد در صنایع پيشرفته بسيار  ، استفاده از6مدرج تابعی

گسترش یافته است. مزایای استفاده از این مواد این است که 

به علت تغييرات تدریجی در ساختار و خصوصيات ماده، 

مشكلات موجود در فصل مشترک دو ماده متفاوت حذف شده 

های پسماند و عامل تمرکز تنش، های حرارتی، تنشو تنش

های مرسوم برای ای و یا روشیهلا 3نسبت به مواد مرکب

 مدرج تابعیهای از ورق یابد.سازی ماده بسيار کاهش میمقاوم

هایی با دمای بسيار بالا به عنوان سدهای حرارتی در محيط

های توربين، ای، پرههای فضایی، راکتور هستهمانند سازه

توربين گازی پيشرفته و سيستم احتراقی استفاده شده است. 

ین مواد از ترکيب سراميك مهندسی و فلز یا ترکيبی از اغلب ا

 شوند.فلزات ساخته می

    مدرج  یا نازک استوانه هایکمانش پوسته[ 4] 1نش   

   حرارتی تحت فشار جانبی های يطکامل و ناقص در مح تابعی

 ی تئوریاز هندسه استفاده باو و با استفاده از تئوری کلاسيك 

لدا -کارمنغيرخطی فن          همچنين. را ارائه داده است 5ن

   به  ؛بالاتر مراتب با استفاده از تئوری تغيير شكل برشی

مدرج تابعی در  7ای مختلطپوسته استوانه 2کمانشپسبررسی 

 

1 - Stiffeners 

2 - Functionally graded material 

3 - Composite material 

4 - Shen 

5 - von Karman-Donnell 

6 - Postbuckling 

7 - Hybrid 

. هوانگ و استمحوری پرداختههای حرارتی تحت بار محيط

 ایاستوانه هایپوسته کمانشپس و کمانش مطالعه به [6] 8هان

1کننده یتتقوبدون درج تابعی م
 فشار، یتحت بار پيچش 

شعاعی بر اساس  محوری و فشار ترکيبمحوری، فشار شعاعی، 

جایی برای جابه -تئوری پوسته دانل و روابط غيرخطی کرنش

 کمانش پيچشی و [3اند. شن ]ی بزرگ پرداختهها شكل ييرتغ

ای همدرج تابعی در محيط ایاستوانه هایپوسته کمانشپس

 پوسته آزاد ارتعاشات تحليل است. نموده بررسی را حرارتی

توسط  داخلی فشار تحت ای مدرج تابعی جدارنازکاستوانه

 ه است.مورد مطالعه قرار گرفت [1و همكاران ]40 عظيمی

متقارن مدرج  ایاستوانه هایرفتار پوسته [5] 44و ژانگ يازوزول

 .نداهداد العه قرارمورد مطرا بالا  مرتبهبر اساس تئوری  تابعی

شامل بستر مدرج تابعی  ایاستوانه هایپوستهکمانش پس

و همكاران  توسط شن محوری داخلیفشار تحت بار  الاستيك

[ 7] و همكاران 46زادهی. باقره استمورد مطالعه قرار گرفت [2]

مدرج تابعی  ایاستوانه هایبررسی کمانش مكانيكی پوسته به

 [8] 41صوفيه. اندپرداخته 43ترناکالاستيك پاس بستر شامل

تحت بارگذاری مدرج تابعی  مدور هایتحليل کمانش پوسته

. استرا ارائه داده  نوع پاسترناک از الاستيكبستر  ترکيبی با

ه، نجفیاخيراً      استاتيكی کمانش [ 1] و همكاران  45زاد

 تحت بار محوری بامدرج تابعی  ایخطی پوسته استوانه

  اند.را مطالعه کرده ویحلق های طولی وکنندهتقویت

 استاتيكی و دیناميكی تحليل[ 40] و همكاران 42بيچ

    ای و های استوانهصفحات مدرج تابعی، پنل يرخطیغ

بررسی را کننده همگن تقویت با سيستمکوتاه  هایپوسته

تحليلی کمانش  [ به مطالعه44] 47و هوادانگ اند. کرده

 ایاستوانه هایکمانش پوستهيل پستحل و يرخطیغ استاتيكی

 هایکنندهتقویتتحت بار پيچشی با  48شدهتقویت مدرج تابعی

 

8 - Huang and Han 
9 - Unstiffened 

10 - Azimi 

11 - Zozulya and Zhang 

12 - Bagherizadeh  

13 - Pasternak 

14 - Sofiyev 

15 - Najafizadeh 

16 - Bich 

17 - Dung and Hoa 

18 - Eccentrically stiffened Functionally graded material 
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[ به 46و همكاران ] 4زاده فردملك اند.پرداختهمدرج تابعی 

بررسی پاسخ دیناميكی استوانه ضخيم، تحت بارگذاری فشار 

ی اند. عيسوندمكانيكی گذرای متحرک پرداخته و  6زیبائ

 ایاستوانه پوسته یك آزاد ارتعاشات بررسی [ به43همكاران ]

 هوشمندکه مواد از شده ساخته شده تقویت رینگ با نازک

 اند.باشد، پرداختهمی نيكل و فولاد ضدزنگ از ترکيبی

های [ حل تحليلی دیناميكی پوسته41] 3دانگ و نام

تحت فشار خارجی احاطه شده توسط  مدرج تابعیای استوانه

و  1دارابیاند. کننده فلز را انجام دادهك با تقویت بستر الاستي

 يرخطیخطی و غ یرزونانس پارامتر به تحليل [45] همكاران

  کننده  یتتقوبدون  مدرج تابعی ایاستوانههای پوسته

زاندپرداخته  ناپایداریو  [ ارتعاشات42صوفيه ]و  5. دني

ی مورد بررسرا مخروطی مدرج تابعی  هایپوسته دیناميكی

 يرخطیکمانش دیناميكی غ [47]ند. هوانگ و هان اهداد قرار

در کننده  یتتقوبدون مدرج تابعی  ایاستوانه هایپوسته

بر اساس معيار کمانش محوری وابسته به زمان بار معرض 

 اثرها اند. آن[ را ارائه داده48] 2راث -دیناميكی بدیانسكی

سرعت  ،یناهمگن های مختلفی از جمله شاخصپارامتر

و نقص  طمحي دمایافزایش  ی،دابعابارگذاری، پارامترهای 

 قرار  بررسیدر کمانش دیناميكی غيرخطی مورد را اوليه 

 هایپوسته اند. بررسی ارتعاشات پيچشی و پایداریداده

با بستر الاستيك توسط  7يكمدرج تابعی ارتوتروپ ایاستوانه

[ با 60] 1تانگ [ انجام شده است. داک و41و همكاران ] 8نجفو

مرتبه اول و تابع تنش به  تئوری تغيير شكل برشیاستفاده از 

 دیناميكیهمراه معادلات کامل حرکت به بررسی پاسخ 

شده یتتقو مدرج تابعی ایاستوانه هایپوسته يرخطیغ

[ پاسخ دیناميكی غيرخطی 64اند. بيچ و همكاران ]پرداخته

شده تحت بارگذاری ای مدرج تابعی تقویتهای استوانهپنل

ها برای بيان خيز از عبارت یك اند. آنمحوری را بررسی نموده

 

1 - MalekzadehFard   

2 - Isvandzibaei   
3 - Dung and Nam 

4 - Darabi 

5 - Deniz 

6 - Budiansky-Roth 

7 - Orthotropic 

8 - Najafov 

9 - Duc and Thang 

که در اند، در حالیاستفاده کرده شكل کمانش خطیای جمله

کمانش، پيششكل  ای شاملکار حاضر از یك عبارت سه جمله

غيرخطی برای بيان خيز  کمانششكل شكل کمانش خطی و 

ها مدرج کننده س تقویتچنين جناستفاده شده است و هم

تابعی، نوع بارگذاری فشار عرضی و از بستر الاستيك استفاده 

چنين به تحليل [ هم63و  66شده است. بيچ و همكاران ]

شده های  نازک مدرج تابعی تقویتخطی پوستهدیناميكی غير

ای ها دوباره برای بيان خيز از عبارت یك جملهاند. آنپرداخته

گذاری را نيز  اند، نوع باراستفاده کرده شكل کمانش خطی

 اند.ها را نيز فلز در نظر گرفتهکنندهمحوری و جنس تقویت

کده مطالعدات    دهدد شده نشان میمطالعات انجاممروری بر 

هددای     پوسددته يرخطددیتحليددل دیندداميكی غ بددربسدديار کمددی 

الاسدتيك  بستر شده توسط یك  احاطه مدرج تابعیشده تقویت

ده از روش تحليلدی وجدود دارد. در ایدن مقالده، رفتدار      با استفا

   ای مدددور  مدددرج تددابعی بددا  اسددتوانه هددایدیندداميكی پوسددته

 پوستهکننده حلقوی و طولی در کننده با سيستم تقویتتقویت

خدارجی انجدام شدده اسدت. معدادلات دینداميكی        تحت فشدار 

 لحدا  کدردن  و غيرخطی با استفاده از تئوری کلاسيك پوسته 

های بدزرگ و بده   يرخطی تغيير شكلغیی جا جابهوابط کرنش ر

بده  روش گدالرکين   بدا  40ایهای تكده کنندهتقویت روش کمك

از یدك عبدارت   این است کده  در  نوآوری کار آمده است.دست 

کمانش، شكل کمدانش خطدی و   پيششكل  ای شاملسه جمله

يرخطی برای تقریدب خيدز پوسدته بدا تقویدت      کمانش غشكل 

فرکدانس   -دامنه و رابطه استفاده شده است رج تابعیمدکننده 

آمدده   دسدت صورت صدری  و روشدن بده   به يرخطیارتعاش غ از

بدا اسدتفاده از    يرخطدی است. علاوه بر این، پاسخ دینداميكی غ 

44رانگ کوتا روش
 دینداميكی  کمدانش  بارهدای  و چهدارم  مرتبده  

   بددر اسدداس معيددار   شدددهتقویددتمدددرج تددابعی  هددایپوسددته

ها نيدز  کنندهو جنس تقویت شده استبررسی  اثر -بدیانسكی

دهد کده  . نتایج نشان میدر نظر گرفته شده است  مدرج تابعی

هندسدی  هدای  پارامترو  46کسر حجمی ، شاخصهاکنندهتقویت

 گذار است.ثيرتأ هارفتار دیناميكی پوسته ربه شدت ب

 

10 - Smeared stiffeners technique 

11 - Runge-Kutta 
12 - Volume-fractions index 

www.SID.ir

www.sid.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 7431 بهار، 4، شماره 41پژوهشی مكانيك هوافضا، جلد  -فصلنامه علمی                                                                                     41

 

 مسأله بندیفرمول -2
 ائه شده است.های مورد نياز به ترتيب ارروابط و فرمول

 

 مواد مدرج تابعی 4مشخصات قانون توانی -2-1

با  .باشدشامل فلز و سراميك می مدرج تابعیدر این مقاله مواد 

 باشد:( می4صورت رابطه )اعمال قانون توانی، کسر حجمی به

(4  )                                    

   

2

2

1

k

c c

m m c

z h
V V z

h

V V z V z

 
   

 

  

                                  

0kضخامت پوسته؛  h در آن، که  شاخص کسر حجمی؛ z  

/مختصات ضخامت که بين  2h  و/ 2h باشد؛ زیرنویس می

c  وm دهد.به ترتيب سراميك و فلز را نشان می 

Preffمشخصه مؤثر )   
براساس قانون مدرج تابعی پوسته ( 

 شود:( تعيين می6صورت رابطه )ترکيب خطی به

(6)                        Pr Pr Preff m m c cz V z z V z                   

برای  3و دانسيته جرمی 6شده، مدول یانگبر طبق قانون ذکر   

 شود:( بيان می3ها به فرم رابطه )کنندهپوسته و تقویت

(3) 
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1 - Power law 

2 - Young’s modulus 

3 - Mass density 

mEکه  ،m ،cE ،c       بده ترتيدب مددول یاندگ و دانسديته

جرمی فلز و سراميك، 
2 0k   و

3 0k      بده ترتيدب شداخص

 .باشدکننده طولی و حلقوی میسر حجمی تقویتک

 روابط بنیادی و معادلات حاکم -2 -2

 R، شعاع Lبه طول  مدرج تابعیای یك پوسته نازک استوانه

 .گيدریم شدده را در نظدر مدی    که توسط بستر الاسدتيك احاطده  

  باشدند  مدی  مددرج تدابعی  لی هدای حلقدوی و طدو   کنندهتقویت

راسدتای  در به ترتيدب   zو  x ،y(. مختصات اصلی1 )شكل

  باشد.میشعاعی  و در جهتمحوری، محيطی 

 

 شده در محيط الاستيك. ای تقویتپوسته استوانه(: 1شکل )
 

از سط  z اسر ضخامت پوسته در فاصلهها در سرکرنش

 باشند:( می1صورت رابطه )ميانی به

(1    )0 0 0, ,x x x y y y xy xy xyz z z                       

[، 61کارمن ]جایی فنبهجا -بر طبق روابط غيرخطی کرنش   

ای هدای اسدتوانه  های کرنش بر روی سط  ميانی پوسدته مؤلفه

 باشد:( می5طه )کامل به فرم راب

(5            ) 

 

 

20

, ,

2
0

, ,

0

, , , ,

, , ,

1

2

1

2

, ,

x x x

y y y

xy y x x y

x xx y yy xy xy

u w

w
w

R

u w w

w w w



 

 

  

 

  

  

    

                              

( 2صدورت رابطده )  (، معادله سازگاری به5با توجه به رابطه )   

 شود:نتيجه می

(2)  
2

0 0 0

. , , , , , ,

1
x yy y xx xy xy xx xy xx yyw w w w

R
             

ای اسدتوانه  مدرج تدابعی های کرنش برای پوسته-روابط تنش   

 ( قابل بيان است:7رت رابطه )صوبه
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(7 )                                     

 

 

2

2

( )

1

( )

1

( )

2(1 )

sh

x x y

sh

y y x

sh

xy xy

E z

E z

E z

  


  


 


 


 





                                                                             

shشود، ( ثابت فرض می)4که ضریب پواسون

x ،
sh

y   تدنش
کنندده و  روی پوسته بددون تقویدت   x ،yنرمال در مختصات

sh

xy باشد.کننده میتنش برشی بر روی پوسته بدون تقویت 

مددرج   یهدا کنندهکرنش برای تقویت-چنين روابط تنشهم   

 [:60( نوشت ]8صورت رابطه )توان بهرا می تابعی

(8    )                                                 
st

s s x

st

r r y

E

E

 

 




                                                          

stکه

r،
st

s وrE،sE      به ترتيب تدنش نرمدال و مددول یاندگ

باشد. در ایدن مقالده   های حلقوی و طولی میکنندهبرای تقویت

در نظدر گرفتده    مدرج تدابعی های حلقوی و طولی کنندهتقویت

هدا بدر پوسدته از    کنندهبرای لحا  کردن اثر تقویت. شده است

کنديم. از اثدرات   ای اسدتفاده مدی  هدای تكده  ندهکنتقویت وشر

شود. بدا  نظر میها به دليل کوچكی صرفکنندهپيچشی تقویت

هدا و   کدرنش و محاسدبه نيدرو    -سازی معدادلات تدنش  یكپارچه

ای مددرج تدابعی بدا    های اسدتوانه های منتجه برای پوستهممان

 ( را خواهيم داشت:40( و )1کننده روابط )تقویت

(1)              

0 0

11 12 14 15

0 0

12 22 15 25

0

33 362

x x y x y

y x y x y

xy xy xy

N A A A A

N A A A A

N A A

   

   

 

   

   

 

                        

 (40)            

0 0

14 15 44 45

0 0

15 25 45 55

0

36 662

x x y x y

y x y x y

xy xy xy

M A A A A

M A A A A

M A A

   

   

 

   

   

 

                     

   ijA پوسدته   شدده های سفتی کششی، خمشی و کوپلمؤلفه

هدا  باشد که مقدار آنکننده میبا تقویت مدرج تابعیای استوانه

( آورده شده است.44رابطه ) در
xN ،yN  وxyN   بده ترتيدب

باشدند.   های برشی در صدفحه مدی  های نرمال و نيرونيرو
xM ،

yM  وxyM ه ترتيب گشتاور خمشی و گشتاور پيچشی نيز ب

 باشند. ای میصفحه
 

1 - Poisson’s ratio 

   

 

1 21 1 2

11 12 142 2 2

2 1 1 2 2

15 22 252 2 2

3 31 2

33 36 44 2

3 3 3 3

45 55 662 2

, ,
1 1 1

, ,
1 1 1

, ,
2 1 2 1 1

, ,
2 11 1

s s s s

s s

r r r r

r r

s s

s

r r

r

E d E dE E E
A A

S S

E E E d E E d
A A A

S S

E E dE E
A A A

S

E E E d E
A A A

S



  



  

  



 

      
  

      
  

     
  

     
 

 (44)  

 های یانگ محاسبه شده است: ( مدول41-46در روابط )   

(46)    
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(43) 
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1
/2

2

/2

2
/2

2 2

2
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2 3

3 2/2

3

2 2 2
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1
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1 1

2 2 2

3 3
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1 1 1

3 2 4 1
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h h
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h

h h
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(41 )   
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3 3

2
/2

2 3

3 2/2
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2 2 2
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3 2 4 1
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h h
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r r r
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h h
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E E
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2

2

rh

 
  
 

           

sS ،sd ،sh و
rS ،rd ،rh  بددده ترتيدددب فاصدددله، عدددرض و

 باشد. کننده طولی و حلقوی میضخامت تقویت

( 45هدا رابطده )  ( بدر حسدب کدرنش   1سازی رابطه )با مرتب   

 شود:حاصل می
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(45)         

0 * * * *

22 12 14 15

0 * * * *

11 12 24 25

0 * *

33 362

x x y x y

y y x x y

xy xy

A N A N A A

A N A N A A

A A

  

  

 

   

   

 

                      

*مقدار ضرایب   

ijA( آورده 42( در رابطه )45مربوط به رابطه )

 شده است:

* *

11 11 22 22

1 1
,A A A A  

 
 

* *12

12 33

33

1
,

A
A A

A
  


 

(42)                              

2

11 22 12

* * *

14 22 14 12 15

* * *

25 11 25 12 15

* * *

15 22 15 12 25

* * *

24 11 15 12 14

* 36

36

33

A A A

A A A A A

A A A A A

A A A A A

A A A A A

A
A

A

  

 

 

 

 



                                            

( 47(، رابطده ) 40( در معدادلات ) 45با جایگزینی معادلات )   

 شود:به صورت زیر حاصل می

(47)       

* * * *

14 24 44 45

* * * *

15 25 54 55

* *

36 662

x x y x y

y x y x y

xy xy xy

M A N A N A A

M A N A N A A

M A N A

 

 



   

   

 

                    

*که مقدار ضرایب   

ijA  ( 48( در رابطده ) 47مربوط بده رابطده )

 آورده شده است:

(48  )                      

* * *

44 44 14 14 15 24

* * *

55 55 25 25 15 15

* * *

45 45 14 15 15 25

* * *

54 45 25 24 15 14

* *

66 66 36 36

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A

  

  

  

  

 

                                   

ای مددور ندازک بدر    معادلات غيرخطی حرکت پوسته استوانه   

uاساس تئوری کلاسيك پوسته و با فدرض   w وv w 

2 و 2

1 / 0u t    2 و  2

1 / 0v t   ( آورده 41در رابطه )

 [:62و  65، 45شده است ]

(41)     

 

, ,

, ,

, , , ,

, , 0

, , 1 , 1 ,

0

0

2

1
2

2

X X xy y

xy x y y

x xx xy xy y yy x xx

xy xy y yy y

w s xx yy tt t

N N

N N

M M M N w

N w N w N q
R

k w k w w w w  

 

 

  

   

    

               

(41در رابطه )   
wk و 4رمدول بسترالاستيك وینكل

sk  سفتی

 tفشدار خدارجی،    0qلایه برشی بر اسداس مددل پاسدترناک،    

 باشد.ضریب ميرایی می زمان و

 دهد:را نشان می 1( مقدار 60رابطه )   

(60) 

     
/ 2 /2/2

1

/2 /2 /2

2

3

1 1

1

s rh h h hh

s r

s rh h h

c m c m s

m c

s

c m r

c

r

d d
Z dZ z z

S S

A
h

k k S

A

k S

   

   
 

 


 

  

   

   
    

    

 
  

 

  

      

صورت به ( تابع تنش 41با توجه به دو رابطه اول معادلات )

 شود:( تعریف می64رابطه )

(64     )               , , ,, ,x yy y xx xy xyN N N        

( 47( و معدادلات ) 2( در رابطده ) 45با جایگزینی معدادلات )    

(، 64( و )1بدا توجده بده معدادلات )     ( و41) ادلهدر سومين مع

 ( را داریم:63( و )66روابط )

(66)   

 

 

 

* * * * *

11 , 33 12 , 22 , 24 ,

* * * *

14 25 36 , 15 , ,

2

, , ,

2

1
2

0

xxxx xxyy yyyy xxxx

xxyy yyyy xx

xy xx yy

A A A A A w

A A A w A w w
R

w w w

     

    

   
  

     

(63)    

 

 

 

*

1 , 1 , 44 ,

* * * *

45 54 66 , 55 ,

* * * *

24 , 14 25 36 ,

*

15 , , , , , ,

, , 0 , ,

2

4

2

1
2

0

tt t xxxx

xxyy yyyy

xxxx xxyy

yyyy xx yy xx xy xy

xx yy w s xx yy

w w A w

A A A w A w

A A A A

A w w
R

w q k w k w w

  

 

   



 

   

   

   

      

           

( سيستم معادلات غيرخطی بر حسب دو 63( و )66معادلات )

ها به منظور بررسی آن. باشدمی و w پارامتر مجهول

 

1 - Winkler 
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مدرج تابعی  ای مدورهای استوانههای دیناميكی پوستهویژگی

 گيرند.مورد استفاده قرار می کنندهبا تقویت

 نیروش گالرک یکینامید افتیره -0

       ای مدددرج تددابعی بددا  گدداهی پوسددته اسددتوانه شددرایط تكيدده 

اشد و پوسدته در معدرض توزیدع فشدار     بکننده، ساده میتقویت

 بر روی یك بستر الاستيك قراردارد.0q یكنواخت

صدورت یدك عبدارت سده     ای را بده های استوانهخيز پوسته

 گيریم:( در نظر می61ای مشابه رابطه )جمله

(61    ) 
2

0 1 2sin sin sin
m x ny m x

w f f f
L R L

 
   

 که    0 0f f t   دامنه مجهول کمانش یكنواخت وابسدته بده

زمان،  1 1f f t       دامنه مجهدول کمدانش خطدی وابسدته بده

زمان، 2 2f f t    دامنه مجهول کمانش غيرخطی وابسدته بده

sin باشد.زمان، می sin
m x ny

L R

 ،2sin
m x

L

 ،m  وn   بده

ترتيب بيانگر شكل کمانش خطدی، شدكل کمدانش غيرخطدی،      

مددوج و تعددداد مددوج کامددل در راسددتای محددوری و  تعدداد ندديم 

 باشد. محيطی می

( و حددل آن، 66( در معادلدده )61بددا جددایگزینی معادلدده ) 

صدورت  آید که بده ه دست میب ای برای تابع مجهول معادله

 باشد:( می65رابطه )

(65)   
1 2 3

2

4 0

2 2
cos cos sin sin

3
sin sin

2
y

m x ny m x ny

L R L R

m x ny x
h

L R

   

 

 
  


 

    

0،که در آن    yو ضرایب  باشدتنش محيطی متوسط میi 

 باشد:( می62به صورت روابط )

(62)     

 * 2 22 2
242

1 1 2* 2 2 * 2 2

11 11

2 2
2

2 1* 2 2

22

2 2 2 2

3 1 1 2

2 2 2 2

4 1 2

4 16

32 32

32

L A mn
f f

A m A m

m
f

A n

B m n
f f f

A A

m n
f f

G













 
 

 





 




             

 ( آورده شده است:67ضرایب در رابطه ) که مقدار

(67)       

 
 

 

 

 















     

     

 

     



    





* 4 4 * * 2 2 2 2 * 4 4

11 33 12 22

* 4 4 * * * 2 2 2 2

24 14 25 36

2
* 4 4 2 2

15

* 4 4 * * * 2 2 2 2

44 45 54 66

* 4 4

55

* 4 4 * * 2 2 2 2

11 33 12

* 4 4

22

2

2

4

81 9 2

A A m A A m n A n

B A m A A A m n

L
A n m n

R
D A m A A A m n

A n

G A m A A m n

A n

L

R

               

( و بددا 63( در معادلدده )65( و )61بددا جددایگزینی معددادلات )   

0اعمددال روش گددالرکين در بددازه  x L   0و 2y R   

 ( را داریم :30-68روابط )

(68)               
 

2

0

0 0 2 0 1 2

2

01 2 2

1 12

1
2

2

2
2

y w

d f
Rq Rk f f R

dt

dfd f df
R R R

dt dtdt

 


   

   

  

                

(61)     

   

2 2
4 41 1

1 1 12

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 * 2 2 4 4 4 4
24 3

1 2 1* 2 2 * *

11 22 11

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 2 0 1

2 24 2

1 1

2

4

4 16 16

0

y

w s

d f df B
L L D f

dt Adt

m n B
m n

A A

n L A m m n
f f f

A m A A

m n m n
f f hn L f

A G

L k f L k f n m

  




  

 
 



 
   

 

 
  


   
   

   

  
   
 

     
 

  

(30)     

2 2

0 02 2

1 1 1 12 2

4 2 2 2
*

24 * 2 2

11

2 2

02

1 0

2 2

2 2 2 2 2

1 2

*

24

3 3
2

4 2

1
4

32

1

2

1 1 1

2

4

y

f ff f

t tt t

m m n
A

L R L A m

hB m n
f q

A L R R

m n
m n f f

L R A G

m
A

L

     







  
  

  

      
      

     

    
     

    

     
       

     

 
  

 

 * 2 24 2
24

* 2 2

11

4 2

*

44 2 2 0 2

41

4

3
4 0

4
w s

L A mm

R L A m

m m
A f k f f k f

L L

     
    

    

      
        

     

          

ای باید شرایط بسته محيطدی را  علاوه بر این، پوسته استوانه   

صددورت ( را بدده34[ بنددابراین رابطدده ) 65و  47ارضددا کنددد ] 

 زیرخواهيم داشت:

(34) 
22 2

0

0 0 0 0

1
0

2

R L R L

y

w w
dxdy dxdy

y R y
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(، رابطدده 65و )( 61(، )64(، )45بددا اسددتفاده از معددادلات )    

 صورت زیر نوشت:توان به( را می36)

(36)           
2

* 2

11 0 2 0 1

1 1
2 2 0

4
y

n
A h f f f

R R


 
     

 
               

0بددا حددذف     y ( و اسددتفاده از رابطدده 30-68از معددادلات )

 (  داریم:35-33ط )(، رواب36)

(33) 

   

2 2

0 0 2 2

2 2

2

11 2 0 12 1 13 0 14 2 0

1
2 2

2

2 2 0w

d f df d f df

dt dtdt dt

a f f a f a q a k f f

 
   

     
  

      

    

 

(31)   

2 2

0 0 1 1

21 1 2 2

2

321 2 2

1 22 1 23 1 2 24 12

2

25 1 2 26 0 1 27 1 28 1

2 2

2
2

0w s

d f df d f df
a f

dt dtdt dt

a d f df
f a f a f f a f

dtdt

a f f a q f a k f a k f

 



   
     

  

 
     

 

    

        

 

(35)          

2

2 22 2

31 1 32 1 2 33 22

34 2 0 35 2

2

3
0

4
w s

d f df
a f a f f a f

dtdt

a k f f a k f


 

    
 

 
    

 

                 

 ( آورده شده است:38-32در روابط ) ijaکه مقدار ضرایب 

(32)                           

2

11 12* 2 * 3

11 1 11 1

13 14

1 1

1
,

2 8

1 1
,

2

n
a a

A R A R

a a

 

 

  

  

                           

(37 )                   

 

2 2 2

21 222 4

1

2 2 2 2
2 2 2 2

23 4

1

2 2 * 2 2

24

* 2 2

11

4 4 4 4

24 4 * *

1 22 11

2 2 2 2 2 2 2 2

25 4

1

2 2

26 272

11

28 2

1
,

1

4

4

1

16 16

1

1
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1
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a a D
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A AL

n L A m
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L A A
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2 2

1
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(38)    

 

4 2 2 2
*

31 24 * 2 2

1 11

2 2
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33 24
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* 2 22
24
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4

*

442 2

2

34 35

1 1

16

4 4
,

m
A

L

m
a a

L 

  
  

   

 
    

 

            

( را 14-31(، معددادلات )35-33سددازی معددادلات )بددا سدداده   

 داریم:

(31)  

2

2 20 0

11 0 12 1 13 1 2 14 22

13 0 15 0 16 2 17 2

2

0w w s

d f df
b f b f b f f b f

dtdt

a q b k f b k f b k f


 

     
 

    

        

 

(10)    

2

1 1

22 1 21 1 0 22 1 22

2 3

25 1 2 23 1 24 1 0 25 1 2

26 1 2 27 1 28 1

2

0

w w

s w s

d f df
a f b f f b f f

dtdt

a f f b f b k f f b k f f

b k f f a k f a k f


 

    
 

   

   

                  

 

(14)       

2

2 22 2

31 1 32 1 2 33 22

34 2 0 35 2

2

3
0

4
w s

d f df
a f a f f a f

dtdt

a k f f a k f


 

    
 

 
    

 

                 

( آورده شدده  13( و )16در روابدط )  ijbکه مقدار ضدرایب  

 است:

(16)         

11 11 12 31 12 13 32

14 11 33 15 14 34

16 14 34 17 35

1 1
2 , ,

2 2

1 1
, 2

2 2

3 1
,

8 2

b a b a a b a

b a a b a a

b a a b a
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 (13)        

21

21 11 21 22 14 21 33 23

21

23 12 21 31 24

21

24 21 15 34 25 21 16 21 34

21

26 21 17 35

,
2

2

3
,

2 8

2

a
b b a b b a a a

a
b b a a a

a
b a b a b a b a a

a
b a b a

      

   

   
      

  

 
  
 

 

maxfاگر     w       ( بدا  61باشدد، پدس بدا توجده بده معادلده ،)

/مقدددداردهی  2x iL m  و/ 2y j n  مددداکزیمم خيدددز

 ( خواهد شد:11صورت رابطه )پوسته به

(11)                                         0 1 2f f f f                                                      

i که   باشند. عدد صحي  فرد می jو  

هدای  ( برای بررسدی تدأثير پدارامتر   11( و )14-31معادلات )   

هدای مددرج   تهماکزیمم بدار پوسد  -ورودی بر رفتار منحنی خيز

 شود.کننده استفاده میتابعی با تقویت

 آنالیز ارتعاش غیرخطی -0-1

 برای بررسدی ارتعاشدات غيدر خطدی پوسدته مددرج تدابعی بدا         

کندديم فشددار خددارجی بددا شدددت  کننددده فددرض مددی تقویددت

0 sinq Q t  ( 14-31اعمددال گددردد. بنددابراین معددادلات )   

 خواهد شد:( 17-15صورت معادلات )به

(15)  

 

2

2 20 0

11 0 12 1 13 1 2 14 22

13 15 0 16 2 17 2

2

sin 0w w s

d f df
b f b f b f f b f

dtdt

a Q t b k f b k f b k f


 

     
 

     

        

 

(12)       

2

1 1

22 1 21 1 0 22 1 22

2 3

25 1 2 23 1 24 1 0 25 1 2

26 1 2 27 1 28 1

2

0

w w

s w s

d f df
a f b f f b f f

dtdt

a f f b f b k f f b k f f

b k f f a k f a k f


 

    
 

   

   

                 

 

(17)       

2

2 22 2

31 1 32 1 2 33 22

34 2 0 35 2

2

3
0

4
w s

d f df
a f a f f a f

dtdt

a k f f a k f


 

    
 

 
    

 

                   

 شد.بافرکانس تحریك می دامنه نيروی تحریك و Qکه 

هدای  تدوان فرکدانس  (، مدی 17-15با اسدتفاده از معدادلات )     

طبيعی ارتعاش آزاد و پاسخ غيرخطی پوسته مددرج تدابعی بدا    

کدرد. بدرای یدافتن پاسدخ دینداميكی       کننده را محاسدبه تقویت

 غيرخطی از روش رانگ کوتا مرتبه چهار استفاده شده است.

واخدت و  با نادیده گدرفتن جمدلات مربدوط بده کمدانش یكن        

( کداهش  18صدورت رابطده )  ( به31کمانش غيرخطی، معادله )

 یابد:می

(18) 
 

 

2

31 1

22 27 28 1 24 12

26 1

2

sin 0

w s

d f df
a a k a k f a f

dtdt

a f Q t


 

     
 

  

       

نظدر از  با فرض ارتعداش آزاد بددون ميرایدی خطدی و صدرف        

 آید:( درمی11صورت رابطه )( به18جملات مرتبه بالا، معادله )

(11)                     
2

1

22 27 28 12
0w s

d f
a a k a k f

dt
                              

مدرج تدابعی   ایهای استوانهبنابراین فرکانس طبيعی پوسته   

 گردد:می ( محاسبه50صورت رابطه )کننده بهبا تقویت

(50)                           22 27 28mn w sa k a k a                                       

 که
mn کننده مدرج تابعی با تقویت فرکانس طبيعی پوسته-

 باشد.می

 بددا در نظددر گددرفتن   1 sinf t t  و اعمددال روش

دامندده ارتعدداش -( رابطدده فرکددانس18گددالرکين، بددر معادلدده )

 ( را داریم:54صورت رابطه )غيرخطی به

(54  ) 
 2

22 27 28

2

24 26

4

3 8

4 3

w sa k a k a

a a Q





     


 


 

 دامنه ارتعاش غيرخطی که 1f t.است 

/ صدورت بعد فرکانس بده  با معرفی پارامتر بی mn 

 آید:( درمی56صورت رابطه )( به54معادله )

(56)        
2 2 2624

2 2

84 3
1

4 3mn mn mn

aa
Q


  

  
   
 

                     

0Qاگددر   فرکددانس ارتعدداش آزاد  -باشددد، رابطدده دامندده

 آید:دست می( به53صورت رابطه )غيرخطی به

(53)                         
2 224

2

4 3
1

4mn mn

a
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n 

 آنالیز کمانش -0-2

 ایهای استوانهآنالیز کمانش استاتیکی خطی پوسته -0-2-1

 کنندهی با تقویتمدرج تابع

 با حذف شكل کمانش یكنواخدت و کمدانش غيرخطدی و قدرار    

دادن
.

1 0f ، 
..

1 0f کهو این 
1 0f  ( بده 31معادلده )  صدورت

 آید:( درمی51رابطه )

(51)            
2

22 27 28 24 1 26 0 0w sa k a k a a f a q                          

 گرفتن جمله مرتبده دو  با نادیده   
1f ( رابطده  51در معادلده ،)

 ( را داریم:  55)

(55)                             
22 27 28

0

26

sbu w sa k a k a
q

a

 
                                      

0 که

sbuq   ای ی اسدتوانه هدا بار کمانش اسدتاتيكی خطدی پوسدته

 باشد.کننده میمدرج تابعی با تقویت

ای هدای اسدتوانه  بار بحرانی کمانش استاتيكی خطی پوسته

 باشد:( می52صورت رابطه )کننده بهمدرج تابعی با تقویت

(52 )                                           0min( )sbu

scrq q 
 

غیرخطی استتوانه متدرج    تحلیل کمانش دینامیکی -0-2-2

 کنندهتابعی با تقویت

، تحليل کمانش بحرانی دیناميكی (10 -16)بر اساس معادلات 
     ای مدددور مدددرج تددابعی بددا  هددای اسددتوانهغيرخطددی پوسددته

کننده تحت فشار جانبی مختلف وابسته به زمان خطدی  تقویت
0qمشابه  ct شود که نظر گرفته می درc  سرعت بارگدذاری 

(2N / m sباشد.( می  

( یك دستگاه سده معادلده دیفرانسديلی    10 -16معادلات )
هدا بده   حل تحليلدی آن  ،مرتبه دوم غير خطی هستند. بنابراین

راحتی مقدور نيست. در این مقاله، ایدن دسدتگاه معدادلات بده     
راندی  اسدت. زمدان بح   روش رانگ کوتا مرتبه چهارم حل شدده 

راث -تدوان بدر اسداس معيدار بدیانسدكی     ( را میcrtدیناميكی )
[ به دست آورد. بر اساس این معيار، بدرای مقدادیر بدزرگ    48]

هدا سدریعاً   جدایی بهزمان جا-سرعت بارگذاری، در منحنی دامنه
یابندد و منحندی بدا عبدور از ناحيده      برحسب زمان افزایش مدی 

crtبا  شيبدار متناظر t     دهدد، بده   کده افدت پایدداری ری مدی
رسد. بار متناظر با زمدان بحراندی دینداميكی،    ماکزیمم خود می

 شود.بار کمانش بحرانی دیناميكی ناميده می

 نتایج عددی -1

هدای  بنددی حاضدر، فرکدانس   به منظور راستی آزمدایی فرمدول  
شدده کامدل   يدك تقویدت  ای ایزوتروپهای استوانهطبيعی پوسته

که با تحليدل   شده استآورده  2بدون بستر الاستيك در شكل 
چندين کمدانش   [ مقایسده شدده اسدت. هم   67و نومن ] سيوال

شدده بددون   ای ایزوتروپيك تقویتهای استوانهاستاتيكی پوسته

 آورده شدده  1بستر الاستيك تحت فشار خارجی که در جدول 
[ 65[، ردی و اسدتارنس ] 68است با مطالعات باروچ و سينگر ]

های طبيعدی پوسدته   و فرکانس شده است[ مقایسه 61و شن ]
کننده با بستر الاسدتيك در  ای ایزوتروپيك بدون تقویتاستوانه

[ 30که با نتایج صوفيه و همكداران ]  آورده شده است 2جدول 
از بررسدی نتدایج    .شده است[ مقایسه 34و همكاران ] و پاليوال
خدوانی  توان دریافت که نتایج حاصل با سایر مراجع همفوق می

 مناسبی دارد.
 

 
ای های استوانهمقایسه فرکانس طبيعی پوسته(: 2شکل )

 کنندهایزوتروپيك بدون تقویت
 

ای های استوانهمقایسه بار کمانش استاتيكی پوسته (:1جدول )

 (m=1خلی تحت فشار خارجی )کننده داایزوتروپيك با تقویت
 نوع

 کنندهتقویت
 مطالعه حاضر

باروچ و 

 سينگر

ردی و 

 استارنس
 شن

 بدون

 کنندهتقویت
*(1 )367/403 406 5/13 7/400 

کننده تقویت

 طولی
(1 )111/401 403 7/11 6/406 

کننده تقویت

 حلقوی
(3 )211/371 370 5/357 3/328 

 هر دو

 کنندهتقویت
(3 )416/387 377 325 4/371 

  باشد.می (n) کمانش مد پرانتز شماره داخل عدد *

4 6 8 10 12 14
100

200

300

400

500

600

n






 

 

مطالعه 

 حاضر

سیوال و 
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ای مدرج تابعی با پاسخ دینامیکی پوسته استوانه -1-1

 کنندهتقویت
     ی بددا مدددرج تددابعای هددای اسددتوانهدر ایددن قسددمت، پوسددته 

    کننده بدا بسدتر الاسدتيك و شدعاع     کننده و بدون تقویتتقویت

(R )5/0 ( متددر، طددولL) 75/0 .متددر بررسددی شددده اسددت 

با مدول یاندگ )  4مواد شامل آلومينيوم بيترک
mE) 40407 

کيلدوگرم بدر    6706( mنيوتن بر متر مربع، دانسيته جرمی )

نيدوتن   404038 (cEبا مدول یانگ ) 6عب و آلومينا متر مك

بر متر مربع، دانسديته جرمدی )  
c )3800     کيلدوگرم بدر متدر

فدرض   3/0( برای سدادگی   باشد. نسبت پواسون )مكعب می
هدا  متدر، پهندای آن  04/0 ها معادلکنندهشود. ارتفاع تقویتمی

کنندده  شدود. سيسدتم تقویدت   مدی  متر در نظر گرفته 0065/0
   کنندده طدولی   تقویدت  23کنندده حلقدوی و   تقویدت  45شامل 
 باشد.می

مددرج  ای هدای اسدتوانه  فرکانس طبيعدی پوسدته   0جدول 

هدای بسدتر   دارای ارتعاش آزاد با پدارامتر  هکنندتیبا تقو یتابع

نيددوتن بددر متددر مكعددب و     4055( skو wkالاسددتيك )

4015/6   هدا کنندده باشدد. ارتفداع تقویدت   نيوتن بر متدر مدی         
(s rh h هدا ) کنندده متر، عرض تقویت 04/0( برابرs rd d )

ندين شداخص کسدر حجمدی     چباشد. هممتر می 0065/0برابر 

با هم برابدر اسدت. بده    ( k ،2k ،3kها )کنندهپوسته و تقویت

    هددای وضددوم مشددخص اسددت کدده فرکددانس طبيعددی پوسددته  
باشدد.  کنندده مدی  های بدون تقویدت شده بالاتر از پوستهتقویت

یابد، فرکدانس طبيعدی کداهش    سبت لز افزایش میزمانی که ن

دهدد کده بدا کداهش نسدبت      نشان مدی  0کند. جدول پيدا می

/R hیابد.، فرکانس طبيعی پوسته افزایش می 

ی رخطيغبر روی منحنی ارتعاش  0qاثر نيروی محرکه 
کننده با تقویتتابعی  مدرجای دامنه پوسته استوانه-فرکانس

. دو ضریب بستر شده است دادهنشان  0داخلی در شكل 

نيوتن بر متر مكعب و  4055( به ترتيب skوwkالاستيك )

4015/6  نيوتن بر متر و دو مقدارQ  401و  405برابر6 
 مشاهده کردتوان شود. میمی متر مربع در نظرگرفتهنيوتن بر 

که با کاهش نيروی محرکه منحنی ارتعاش اجباری به منحنی 
 شود.تر میارتعاشات آزاد نزدیك

 

1 - Aluminum 

2 - Alumina 

   ای بدون مقایسه فرکانس پوسته استوانه (:2جدول )

 کننده با بستر الاستيكتقویت

n صوفيه و  مطالعه حاضر

 مكارانه

پاليوال و 

 همكاران

4 27180/3 27164/0 27886/0 

6 32123/0 32123/0 32311/0 

3 60270/0 60801/0 60562/0 

1 43861/0 60801/0 46715/0 
 

R/تأثير  (:0جدول ) h  و ضریب کسر حجمیk  بر

با بستر  رج تابعیمدای فرکانس طبيعی پوسته استوانه

 الاستيك

/R h k 
      بدون 

 کنندهتقویت
 کنندهبا تقویت

400 6/0 *(2)2/6487 (5)5/3571 

400 4 (2)2/6250 (5)8/3050 

400 5 (2)7/3063 (5)1/6235 

400 40 (2)1/3436 (1)1/6563 

450 6/0 (7)0/4888 (2)0/3412 

450 4 (7)8/6620 (5)3/6818 

450 5 (7)3/6656 (5)5/6587 

450 40 (7)4/6213 (1)7/6171 

600 6/0 (7)3/4714 (2)3/3017 

600 4 (7)8/6062 (5)8/6815 

600 5 (7)2/6620 (5)0/6512 

600 40 (7)2/6367 (1)6/6156 

650 6/0 (7)5/4282 (2)7/6182 

650 4 (7)1/4133 (5)8/6841 

650 5 (7)3/6436 (1)8/6203 

650 40 (7)2/6485 (1)8/6131 

 باشد.می (n) کمانش مد پرانتز شماره داخل *عدد  
 

کننددده بددر روی تددأثير بسددتر الاسددتيك و تقویددت 1جدددول    

دهدد کده   ای را نشدان مدی  های اسدتوانه فرکانس طبيعی پوسته

( k، 2k ،3kهدا ) نندهکشاخص کسر حجمی پوسته و تقویت

R/، نسدبت  4برابر با  h   هدا کنندده ، ارتفداع تقویدت  650برابدر       

(s rh h هدا ) کنندده متر، عرض تقویت 04/0( برابرs rd d )

   تدوان دیدد   کده مدی   طدور همدان باشدد.  متدر مدی   0065/0برابر 

بده شددت بدر روی     ( skو wkهدای بسدتر الاسدتيك )   پارامتر
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چندين در صدورت   گذارد. همها تأثير میيعی پوستهفرکانس طب

  تدر  بدزرگ طبيعی وجود هر دو پارامتر بستر الاستيك، فرکانس 

 شود.می

 
دامنه ارتعاش غيرخطی پوسته  -منحنی فرکانس (:0شکل )

 شدهتقویت  مدرج تابعی ایاستوانه
 

های بستر الاستيك بر فرکانس تأثير پارامتر (:1جدول )

  مدرج تابعیای های استوانهطبيعی پوسته

wk sk 
 دونب

 کنندهتقویت

 با

 کنندهتقویت

0 0 *(8)4/4251 (5)2/6752 

0 401 (8)7/4772 (5)1/6778 

0 4015/6 (7)0/4141 (5)7/6840 

0 4015 (7)2/6447 (5)8/6823 

405 0 (8)7/4258 (5)5/6758 

405 401 (8)0/4784 (5)6/6780 

405 4015/6 (7)0/4148 (5)5/6846 

405 4015 (7)6/6464 (5)2/6825 

4055 0 (8)4/4277 (5)1/6725 

4055 401 (8)6/4718 (5)2/6787 

4055 4015/6 (7)1/4133 (5)8/6841 

4055 4015 (7)7/6435 (5)7/6876 

402 0 (8)1/4211 (5)4/6775 

402 401 (8)5/4841 (5)8/6712 

402 4015/6 (7)7/4153 (5)1/6868 

402 4015 (7)2/6453 (5)2/6884 

 باشد.می (n) کمانش مد پرانتز شماره داخل عدد*
 

کننده و بستر الاستيك را بر روی تأثير هر دو تقویت 1شكل    

های ی برای پارامترخطيرغدامنه ارتعاش آزاد  -منحنی فرکانس

بستر الاستيك )
wk و

sk)  405به ترتيب5     نيدوتن بدر متدر

R/نسدبت   نيوتن بر متر و 4015/6مكعب و  h   650برابدر ، 

(k، 2k ،3k  ) و مد 4برابر ( هدایmوn)     بده ترتيدب برابدر  

دهدد کده منحندی    دهدد. نتدایج نشدان مدی    ( نشان مدی 8و  4)

شدده  کننده از پوسته تقویتدامنه پوسته بدون تقویت-فرکانس

 تر است.و بدون بستر الاستيك پایين

کنندده و  بدا تقویدت   مدرج تابعی ی پوسته رخطيغهای پاسخ   

. کده  تشدده اسد   دادهنشدان   5کنندده در شدكل   بدون تقویدت 

 4055( بده ترتيدب   skو wkهدای بسدتر الاسدتيك )   پارامتر

R/نسبت  نيوتن بر متر و 4015/6نيوتن بر متر مكعب و  h 

بدده  (nوmهددای )و مددد 4برابددر ( k، 2k ،3k، )650برابددر 

 های تحریك مربوط بهفرکانس .باشد( می 5و  4ترتيب برابر )
6

0 10 sin(300 )q t تر اسدت.  از فرکانس طبيعی بسيار کوچك

شددت دامنده   هدا، بده   کنندهدهد که تقویتاین نتایج نشان می

   هددای تحریددك از  ارتعاشددی پوسددته را زمددانی کدده فرکددانس   

 دهد.های طبيعی دورتر است، کاهش میفرکانس

 

 
دامنه ارتعاش غيرخطی پوسته -منحنی فرکانس(: 1شکل )

 کنندهکننده و بدون تقویتبا تقویت  مدرج تابعیای استوانه
 

هدای  ارامترکننده با پای با تقویتپوسته استوانه 6در شكل 

نيدوتن بدر متدر     4055( به ترتيب skو wkبستر الاستيك )

R/نسدبت   نيوتن بر متر و 4015/6مكعب و  h   650برابدر،   

(k، 2k ،3k ) و مد 4برابر( هایmوn) ( و  4به ترتيب برابر

 در نظررادیان بر ثانيه  300( برابر با ( و فرکانس تحریك )5

شدود زمدانی کده    که مشداهده مدی   طورهمان. شده است گرفته

صورت یدك  سرعت به -ت، رابطه خيزنيروی محرکه کوچك اس

 افدزایش   (Qمنحنی بسته است. زمدانی کده نيدروی محرکده )    

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2
0

1
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0

1

2

3

4

5


 

 

____ 

_ _ _  

ارتعاش آزاد    

=1  10
5

(N/m
2
) 

بسترنشده بدون ـــــ پوسته تقویت  

بسترشده بدون ـ ـ ـ پوسته تقویت  

بسترشده با ــ ــ پوسته تقویت  
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t(s) 

t(s) 

t(s) 

f/h 

f/h 

نيوتن بر متدر مربدع، منحندی     4025/4یابد یعنی برابر با می

 شود.مشاهده می 0شود که در شكل تر مینظمسرعت بی-خيز
 

 

  با  بعیمدرج تای پوسته رخطيغهای پاسخ(: 5شکل )

 کنندهکننده و بدون تقویتتقویت
 

 

شده ای تقویتسرعت پوسته استوانه -رابطه خيز(: 6شکل )

 نيوتن بر متر مربع 402( برابر با Qتحت نيروی محرکه )
 

 

شده ای تقویتسرعت پوسته استوانه -رابطه خيز(: 0شکل )

نيوتن بر متر  4025/4( برابر با Qتحت نيروی محرکه )

 مربع

 به تحریك هایفرکانس که زمانی شودمی مشاهده 8 شكل در

 مشدابه  جالدب  ایپدیدده  هسدتند،  نزدیك طبيعی هایفرکانس

. شدود مدی  مشداهده  خطدی  ارتعداش   ضدربان  هارمونيك پدیده

 کده  اسدت  ثانيه بر رادیان 6800 با برابر () تحریك فرکانس

 بدرای  ثانيده  بدر  رادیدان  8/6841( mn) طبيعدی  فرکدانس  به

. باشدد مدی  نزدیدك  داخلدی،  کنندده تقویدت  با ایاستوانه پوسته

 فرکانس که زمانی ضربه، دامنه شود،می مشاهده که طورهمان

 یشافدزا  حدال  در شدود، می نزدیك طبيعی فرکانس به تحریك

 .است
 

 

 شدهای تقویتخطی پوسته استوانهپاسخ غير(: 8شکل )
 

ی مشداهده  رخطد يغهای تأثير ميرایی بر پاسخ 13و  3در شكل 

شدده   گرفته در نظر 3/0شود، که ضریب ميرایی خطی برابرمی

های اول ارتعداش  ی در دورهرخطيغميرایی بر پاسخ  رياست. تأث

هدای بعددی   در دورهکده  ( درحالی3خيلی کوچك است )شكل 

 (.13دهد )شكل دامنه  را به شدت کاهش می
 

 
 

ای خطی پوسته استوانهتأثير ميرایی بر پاسخ غير(: 3شکل )

 های اوليهشده در دورهتقویت
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نشده با بستر پوسته تقویت  

شده با بسترپوسته تقویت  

 بدون ميرایی

 با ميرایی
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t(s) 

q0 

q0 

 

ای خطی پوسته استوانهتأثير ميرایی بر پاسخ غير(: 13شکل )

 های ثانویهشده در دورهتقویت
 

با  یمدرج تابعی پوسته رخطیغکمانش دینامیکی  -1-2

 کنندهتیتقو

هدای  ی پوسدته رخطد يغبه منظور تحليدل کمدانش دینداميكی    

ای هدای اسدتوانه  ، پوستهکنندهتیبا تقو یمدرج تابعای استوانه

کنندده بدا بسدتر    کنندده و بددون تقویدت   با تقویت مدرج تابعی 

متر، طدول   5/0 (Rالاستيك و بدون بستر الاستيك با شعاع )

(L) 75/0  شدود. ترکيدب مدواد مانندد     متر در نظر گرفته مدی

متدر و عدرض   005/0کنندده  باشد. ارتفاع تقویتبخش قبلی می

 45کننددده شددامل باشددد. سيسددتم تقویددتمتددر مددی006/0آن 

 باشد.کننده طولی میتقویت 23کننده حلقوی و تقویت

شده با های تقویتهای دیناميكی پوستهسخپا 11-12 شكل

بستر الاستيك و بدون بستر الاسدتيك تحدت بدار مكدانيكی را     

دهد که نقطده مشخصدی   ها نشان میدهد. این نمودارنشان می

، ناحيه ناپایدداری   در عوضمانند تحليل استاتيكی وجود ندارد. 

بده شددت افدزایش     tنسبت بده   fجایی است که منحنی شيب 

[، زمان بحراندی 8راث ] -کند. بر طبق معيار بدیانسكییپيدا م

crt گرفدت. بندابراین،     در نظدر توان در ميانه ایدن ناحيده   را می

توان نقطه عطف منحندی یعندی   می
2

2
0

crt t

d f

dt


    را انتخدا

هدای دینداميكی   [. تدأثير سدرعت بارگدذاری بدر پاسدخ     7کرد ]

. شده اسدت   دادهنشان  12و  11ای در شكل استوانههای پوسته

و  4026، 402( برابددر بددا cسدده مقدددار سددرعت بارگددذاری )

4025 شدود. بده وضدوم    نيوتن بر متر مربع ثانيه، انتخا  می

مشخص است که بارهای کمدانش دینداميكی بحراندی و پاسدخ     

 یابد.فزایش میماکزیمم دامنه با افزایش سرعت بار ا

 
تأثير سرعت بارگذاری بر پاسخ دیناميكی پوسته (: 11شکل )

  هایشده تحت فشار خارجی بدون بستر الاستيك و مدتقویت

(mوn به ترتيب برابر )8و  4 
 

 

پوسته تأثير سرعت بارگذاری بر پاسخ دیناميكی (: 12شکل )

( به skو wkشده تحت فشار خارجی با بستر الاستيك )تقویت

نيوتن بر متر  4015/6نيوتن بر متر مكعب و  4055ترتيب 

 8و  4به ترتيب برابر  (nوm)های و مد
 

هدای کمدانش   کنندده بدر بدار   بستر الاسدتيك و تقویدت  تأثير    

. در محاسدبات  آورده شده اسدت  5ی در جدول رخطيغبحرانی 

 4055( بده ترتيدب   skو wkهدای بسدتر الاسدتيك )   پارامتر

R/نسبت  نيوتن بر متر و 4015/6نيوتن بر متر مكعب و  h 

    و مقددار سدرعت بارگدذاری    4برابر ( k، 2k ،3k، )650برابر 

(c برابر با )نيوتن بر متر مربع ثانيه، فرض شده است. بده   402

افدزایش قابدل    بستر الاسدتيك باعد    کهوضوم مشخص است 

رسددد         شددود. بدده نظددر مددی انددی کمددانش مددی توجدده بددار بحر

های حلقوی به شدت بر کنندههای طولی و تقویتکنندهتقویت

        5گددذارد. جدددول هددا تددأثير مددیبددار بحرانددی کمددانش پوسددته

های بحراندی کمدانش دینداميكی از    دهد بارچنين نشان میهم

 تر است.كی بيشهای بحرانی کمانش استاتيبار

3.15 3.2 3.25 3.3 3.35 3.4 3.45 3.5 3.55
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بدون ميرایی  ددددد  با ميرایی تتتت  

 

ــــــــ   c=  1  10
6

 N/(m2s) 

=c  ـــ ــــ  2  10
6

 N/(m2s) 

------   c=  5  10
6

 N/(m2s) 

ــــــــ   c=  1  10
6

 N/(m2s) 

=c  ـــ ــــ  2  10
6

 N/(m2s) 

------   c=  5  10
6

 N/(m2s) 
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کننده بر بار بحرانی تأثير بستر الاستيك و تقویت(: 5جدول )

 (405) مدرج تابعی ایکمانش پوسته استوانه
 نوع 
 کنندهتقویت

بدون بستر 
 الاستيك
 )استاتيكی(

بدون بستر 
 الاستيك
 )دیناميكی(

با بستر 
 الاستيك
 )استاتيكی(

با بستر 
 الاستيك
 )دیناميكی(

 بدون
 460/6(1) 850/4(1) 521/4(1) 616/4(1)* ندهکنتقویت
کننده تقویت

 301/1(8) 066/1(8) 736/3(8) 315/3(8) طولی
کننده تقویت

 301/6(1) 858/4(1) 281/4(1) 300/4(1) حلقوی
 هر دو
 674/1(8) 038/1(8) 3711(/8) 125/3(8) کنندهتقویت

 باشد.می (n) کمانش مد پرانتز شماره داخل عدد*

 

 گیرینتیجه -5

هدای  در این مقاله، یك روش نيمه تحليلی برای تحليل پوسدته 

در معدرض   کنندده تید با تقو یمدرج تابعای مدور نازک استوانه

فشار خدارجی وابسدته بده زمدان کده توسدط بسدتر الاسدتيك         

. بدر اسداس تئدوری کلاسديك     شده اسدت ، پيشنهاد شده احاطه

ی رخطد يغهای ای با جملههای تكهکنندهقویتت روشپوسته و 

 . یدك عبدارت   اسدت  کارمن، معادلات حاکم به دسدت آمدده  فن

کمانش، شكل کمدانش خطدی و   پيششكل  ای شاملجملهسه

يرخطی برای تقریدب خيدز پوسدته بدا تقویدت      کمانش غشكل 

اسدتفاده شدده اسدت. بدا اسدتفاده از روش      مدرج تابعی کننده 

ای هدای اسدتوانه  ی پوستهرخطيغناميكی گالرکين، معادلات دی

و  آورده شدده اسدت  به دست  کنندهتیبا تقو یمدرج تابع مدور

 ی به فدرم سداده نوشدته   رخطيغدامنه ارتعاش  -رابطه فرکانس

ی و بار کمدانش دینداميكی   رخطيغ. پاسخ دیناميكی شده است

راث  -بحرانی با استفاده از روش رانگ کوتا و معيدار بدیانسدكی  

 .ده استشتحليل 

 بعضی از نتایج به دست آمده از این مطالعه عبارت است:

بدر  هدا و بسدتر الاسدتيك تدأثير زیدادی      کنندهالف( تقویت

 ها دارد.فرکانس طبيعی پوسته شیافزا

هدای طبيعدی   های تحریك به فرکانس ( زمانی که فرکانس   

ای جالب مثل پدیده هارمونيدك ضدربان   نزدیك هستند، پدیده

 شود.طی مشاهده میارتعاش خ

ی در اولدين دوره ارتعداش   رخطد يغج( تأثير ميرایی بر پاسخ    

های بعد به شددت کداهش   را در دوره دامنهناچيز است، اگرچه 

 دهد.می

ها و بسدتر الاسدتيك، پایدداری دینداميكی و     کنندهد( تقویت   

 برند. را بالا می مدرج تابعی های ظرفيت تحمل بار پوسته

ترین فرکانس طبيعی ارتعاشات آزاد مربوط به پوسته ه( بيش   

شامل بسدتر الاسدتيك بدا حضدور هدر دو پدارامتر )      
wk و

sk )  

 باشد.می

و( نسددبت شددعاع بدده ضددخامت، بسددتر الاسددتيك و موقعيددت    

ته ها تأثير قابل توجهی بدر رفتدار دینداميكی پوسد    کنندهتقویت

 ای دارد.استوانه

هدای  کنندده های طولی تأثير ناچيز و تقویدت کنندهز( تقویت   

هدای  حلقوی تأثير قابل توجهی بر بار بحراندی کمدانش پوسدته   

 دارند. مدرج تابعیای استوانه
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