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���� �� ������  ��������� ���� ��� �� ! "#�� ��$          % ����&�� '(���) *�#��! +��� ,��� -��� ��� "��!��#.� ���$ ...  *����� ����0 . �#�     ��.� ����1� "�#�� ,��2 �.����

������  "��! ���� $� 34���5 ����% 6������7 ,$��� % "8��� �5� 9�����5 ���� (��:��;! ����<#! (��� ���$*��=�� . ,���� -���� ����� ����� >����2 �7�#��= �� "���. '+���� ����$

������ "��5��? �� "������ ����$����1 "��! @�����! �$����� % �7���� A��.�B� ,$��� % C1����! ����$����= . (�� "!���D#$�������� ����� ����������0 "��!���#.� ��  

"!       "8�� E� ,��� -��� (�� (�����% FG ����1� '���� ����.  '�.�����#�      "�! "H���#! I*�! (�� �����       *�.� � J��K�� "����*� ����G 6���K�L7 ��� *�=��.    ��.� �� M*�$

           A���� �� ���&���� ��� FG A�.�B� % ���� "��!��#.� ��!%�;! "�#�� ,��2 ����� N%� O. (4��� '(8�;! I*�!   (�������P2���.% %  Q���R�  "�! A�.�B� *�=�� .  I*�!

 '���S#����2 ������1� 6����K (��� O��.(��!�����.� ������2 T�����G ��3��1� U���� ��(�H��= ������ % �*��= ������ F����#��2�$ (��:�! ,.���!�G �� "��#�� (���� � �����1� ������

  ���� (��1�� ���0 ���&��� ���! .       ,��� -��� ���� ����0 F���#��2�$ (�:�! ��D����      ��� (��� � O�. ��� �� "�&:�B! ���$(����     ��� �� ,#�� ����� � % (�7��� ���% ��

*.� � V���� WB�! ,�� -�� O. A�5 .��� �*= �*$��! "��7 "���B $ % �*= (�.�;! "���� X.��� �� ��*E Y5 X.��� '�.�S� ��.  

  

���	 
�� ����: �������
� ��� ��������������	 ������ � !�" #�! �$�%.  
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 ���� �� ������$�������� ��Z�� ��� ��� �� ! "#�� �� "��S��� ��$

(����2 �� "=�� 6���) *#��![�! 'F������ ��$ % ���&�� �Z� �� "�#� ��$

*���� ���0 +�� ,�� -�� �� �������� \��#! �.�� . �� ��� "��!�#.� ���1�

(H= % "������� ���1����� 6%�&� FG "������� . �!%�;! (�#.� Y�8*�

�#.� '���� "D��� �������� -�� (� ��� (� (�H= ���! �.�� % ��� "��!

 I%*! '".�S� �!%�;! *#��! ���! �.� 6��K�L7 �� ,�� -�� �Z� "D��D]

 % (������+� ... % ���� ��� ���1� �7�#= % "���� �� VS! ��$��!���2 ��

I*! �� "��.�� ��$���! ����7�� (�H= �� ���&�������!�#.� ��$ "��

� ���0 �<�*!��� .Y�= ��$)_ ( %)	( ,�� -�� 6��Z� �� J:�B! ��$

"! F��� �� ��� "�� % ����1 �!%�;!*$�]_[.

Y�= ��$)_(  %)	( "! F��� -�� ,.�31� �� "�� % ����1 �!%�;! *#$�

"! ,.�31� ',��*#��..  
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�  
� �� ��	!"��� 
#� $��  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+,  --

  
 )�*& '  ,.�31�,#� ab�  ,�� -�� ,.�31� T��� �� ����1]_[.  

  

  
 )�*+'  "������� "�� �!%�;! (� "��!�#.� "�� �!%�;! �H�� ,.�31�

 ,�� -�� ,.�31� T�����]_[  

  

 ��� ���1� J�K�� ���� ".�S#� (� �� (������P2 ���R� ��;;�! �� ������

���� ����*��]c �	[ ."���� �.� X.���"! F��� �$ (������P2 ���R� ( *$�

 ���� ���0 ".�S#� (�"�*�=�2 V$ ��_ d�� �Z� �� ���! �� 3.� ����� ��$

*.� � J�K�� . ( ��� *#��! ����! >��2 "���� ���� ���R� �.� ��#e $

" � A��#! '���� ,�� -�� (� "D��� F�=���1�*=�� .  

�*E Y!�= "b7��f ���1� "���� ���� �� A.�B� ���R� '��;;�! �� �D.� ��

d��,�2 3.� ����� ��$ *�%��	 U�� �*.*2 %"�*��=
 ���� ����*��]_g�h[ .

 �� ��� "b7��f ���1� *#���� ���0 ".�S#� (� ���R� %� �.� �� O�e�$ (�

��? ,�2 Y!�*#.� � "#�� .  

                                                
1- Degradation 
2- Progressive micro- cracking 
3- Softening 

��� A��� V$ �� �� A.�B� % (������P2 ���R� ��;;�! �� "ij�     

]_c �__[ ,�2 ���� %���� ���� ��� ���1� "#��*�� .�%�!I*! �.� �� � ��$

 \k��! �� ����7��]	
�_h[ ��� �*= ���%G .I*! ��� �l (� U�+ ��$

,�� -�� ���� �*= (4���2 ��$,�� -�� ���� % ���� A��#! ��.� +�� ��$

� ("! F��� ��7 �� 6%�&�! ����1� ��" � ���&��� Y��0 '*$�*#=�� .  

"! "8*! (� ���� '�.����#��%PE ( *=�� ,�2 ��"D�B��� a��K "#��m  ���!

 "b7��f ���1� *=�� ���0 ',�� -�� (� T��5� % *=� �Z� �� ��� ( V$

d�� �����2% �$ FG A.�B� (���� �� � �� (,�2 "����*.� � "#�� .  

I*! �� (������P2���.% I*!���� A��#! ��$  -�� (� T��5 ���! "����

"! ,��*=�� .�&��� �� ���R� �.� -�� 6��Z� '(�.����.% ��!���2 �� ��

�� �������� "! n��8 V�5 6+��j! ��*# . ���R� '(8�;! �.� ��

� �� (������P2���.%,�2 ���� % �*= A��� A.�B� ���R ��� ���1� "#��

,�� -�� ������ (�1�� ���0 ���&��� ���! +�� ��$.  

  

+' �,
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� .��   

+ '&' /���������	 ,
�0,  

��2 I� E� ���V�5 6+��j! �� (�.����.% ��!��  O���P2���.% I*! ��

�#.��2o ��� �*= ���&���]	m[ . Y�=)
(  F��� �� I*! �.� ")�.� ���7��

"!*$� .  

  
 )�*1' ")�.� ���7��  O���P2���.% ���! O.]	o[.  

  

 ���! O. ")�.� I*!O���P2���.% O���+� ���Z �� �#1 O. Y!�=E '

".���! ���Z �� �����! O.η  ���Z �� "��bK� �iE O. %Yσ "!*=��.  

(�#.� p�1 ��σ% "8� E� ,#�ε Y,�� "! �� ,�� Y -�� '*=�� F���

� ( -�� q3k %� (� �.� 6��K O���P2���.% ,�� -�� % O���+� ,��

�� � V��;�:  

)_(                       vpeε ε ε= +& & &   

                                                
4- Failure 
5- Perzyna 
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���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+, -.

(eε&% �#1 �� O���+� ,��vpε& -��"! O���P2���.% ,��*=�� .

�#.��2 I*! T�����]st[ �.� (b��� �� O���P2 ,�� -�� '"! ��*�*.G:

  

)	(                          
gvp vpε λ
σ

∂
=

∂
&&

%
   

'+�� (b��� ��g  Y�����2O���P2 'vpλ& % O���P2���.% A.�)σ%  ,#�

"! �Z�!*=�� . (������P2 ��(����%_ 'g  %f "! F���.*#=�� )f  \���

��� V�:�� .( ���#j! �.� (� V�:�� \��� % O���P2 Y�����2 F��� F���.

"! �� E V�:�� ab� �� O���P2 ,�� q3k ������ (*=�� . �� ���8%

��� ���! (� U���! ( ��� *#��! ����!":7�� d��bK� ��	  '*#��$g % 

f  (������P2 �8�5 �.� (� % ���H� F���.(����%��f
 "! uP?����� 

]sv[ .�Z�! ,#�σ% ��!���2 �� ���&��� �� % ���� %���! T��;! �� ,#� '

A.�B�D%��! T��;! �� ,#� (�( )1 Dσ σ= − % "! w���!��= .  

vpλ&  6��K (�"! J.�j� �.���=]sx[:

  

)
(              
fvpλ
η

=&  

'+�� (b��� ��f  \���V�:�� "!*=�� .����  j! �.� (�( ���# f 

"! ��*;! ����� "��!� �S#�( *=�� 0f > . (����!�0f <'f  �&K �����

 y�$ % ���� V�:�� ab� Y7�� �������� (b;� ( ��� �.� �D���� % ����

���*� ��k% "����P2���.% ,�� ..�)(�.����.% A η  6��K (� �.�

"! J.�j���=]sx[:

  

)t(                        
1
2

l Eη ρ=  

'+�� (b��� ��l '���! (LB�! I�?E% (������+� I%*!ρ ���! (������ 

"!*=�� . ��� �� (LB�! I�? 6��K (��.����3� ���*�� ����� (� Y0�*5  

(���"! @�B��� �*#�����]z[.  

 \��� '�.� (b���V�:�� ����� ����2m "! F��� �� "H��#! V�:�� \��� ( *$�

"! ��� *#��! ����! ����*=��:  

                                                
1- Associative
2- Internal friction 
3- Non-associative
4- Drucker- Prager 

)o(                            
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

f c I J YH

g c I J

σ σ σφ

σ σ σψ

= + −

= +

% % %

% % %
  

'+�� (b��� ��1I ��{�!�� ',#� ������ I%�2J ,#� ������ U%� ��{�!��

'"1����� HY "D����2o '���!Cφ% d��bK� A.�)Cψ|���� A.�)c      

"!*=�� .  

� �<��� ��<#! (�U�� �*.*2 ��1� "D����2 ��1� ��� �� �Z� �� ( "�*��=

"! -� ���! ( ��� �*= p�1 '*$����! "D����2 ��? (�  ,�� �� "b7

 (�=�H�� O���P2 6��K (�! ���{� �.� (b���"*#]sx[:

  

)x(                 0Y Y pH β= −  

0Y  (�8%� "D����2) "D����2��� �*�� A.�B� ��]� ( "�8�5 �� ���!( '

β  '���Z A.�)p (�=�H�� O���P2 ,��h  % ���� 6��K (� J.�j� �.�

"!��=:

  

)z(                    
2
3

p p
ij ijp ε ε=  

0Y pβ−  �H}! �.��;! �S#� ( ���#j! �.� (�0Y pβ−  '��� I�H0 Y��0

 ,$� '���! "D����2 ,$� �� V�:�� �!%�;! ( ��= YK�5 F�#� ?� ��

"!*��. .���� V�:�� \��� *.*k Y�= �.����#�� �� ��� 6��HE ����2:  

  

)~(             

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2 0 3

p pf c I J Y c I J YH ij ijσ σ σ σ β ε εφ φ= + − = + − −% % % %

  

+ '+' ����� .��]23[        

A.�B� ��!���2 -��DA.�B� Y�����2 \��� ���� ���! �� 'DF  6��K (�

"! ��*� �.�*.G:  

)�(               
FDD
Y

λ
∂

=
∂

&&�.
FDDij Yij

λ
∂

=
∂

&&  

                                                
5- Cohesion 
6- Dilatation coefficient 
7- Accumulated plastic strain 
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 � ��� ��� �	
� ���
� ������� ��� �� ��	�	 � ���� ���
������ ��
�  
� �� ��	!"��� 
#� $��  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+,  -/

Y  -��,$� �����_ (����% ��$��{�! �� ( ����	 A.�B� ��{�! (�      

"!*=��.Y ,�2 �%��� "D��D] �D���� 'FG 6����{� % ���� A.�B� �*���

A.�B� ��!���2 ���{�D "!*=�� .  

@�B������� "������� ��$DF  M*$ % "���� X.��� (� "D��� ( ���� ��k%

 @�B��� \��� �.� �� ���&���"!*���� . "���� X.���]�v[ "! F��� ( *#$�

'O�2%��%3.� A.�B� �8�5 ��DF �� "b7��f "j���Y "!*=��:  

  

)��(               ( )( )

1

1 1

s
S Y

FD Ss D

+
 

=  
+ −  

  

  

s  %S �$��!���2." #��$( *  ��*� X.��� �� A.�B� \��� N���� ���� 

"! ��*� ,.�!�G*#.G]sz[.   

\k�! �� �*= (4��� I%�*k T�����]sz[ �!%�;! �� ��� ���� '

����150cf MPa='2 82 10 4s . e= × −  %4 35 10 3S . e= × + *=�� "!. 

 (b��� "#.3D.�k ��_g  (b��� ��� ' A.�B� ��!���2 -�� 6��K (�� �.� ( ���

"!*.G:  

  

)__(  ( )( ) ( )

1

1 1 1

s s
DF S Y Y

D
Y Y S Ss D D

λ
λ λ

+ ∂ ∂     = = =    ∂ ∂ + − −    

&
& &&  

  

+ '1'  4	,�5
���6
� �,
�-
� 7%�	,  

"!�D#$ % ���� "b7��f �*.*2 O. A.�B� *#.G�1 �P2���.% �� ( (�����

��� "b7��f �*.*2 O. ��7 ("! A��� ' "b7��f (:R�! O. ����

"! Y���� �� �*�e�2*#$� (��� Y5 O. ( ����
 ���*� . Y�=)t ( N%�

"H��� �P!� Y5m "! F��� ��*$�.  

 '�������� ��� ���� �� ���� Y�:�� �. �*��� '"H�����f Y�:�� �8�5 ��

U�� ���� % (�1�� 6��K �%*�! F� 8� ��$��31� ',#� F�*�! (H���! �� �2

":7�� ��$��{�! % ,���B� *#.G�1 F�3�! % "D��D] ' ��#e $ % A.

,�2 ���! "D�B��� "#�� 6��K (��2*#.G�1 �o "! ���0 "���� ���!���� .

��%�% '":7�� ��$��{�! % ,�� ',#� F�*�! ��D.� 6��Hj� ,B� ��$

"! "H�����f Y�:�� �� A.�B� *#.G�1 "����*=�� .� P!� Y�:�� �

                                                
1- Energy release rate 
2- Associated variable 
3- Simple closed- form 

4- Fully coupled 
5- Post Processing

��f N%� ��E�� '"H���V�5 6+��j! '"H��� ��! ���1� �� I*! �� �

"! ���0 ���&��� ���! ���� Y�:�� �� �D.*�. ��� S� % �*= A��� A.�B�-

*���� .*� ":7�� ��$��{�! �.�� % ,�� ',#� F�*�! ��� % �*!G ��

"! "���� ���! "D�B�������) Y�=)t.((  

  

  

 )�*8 ' "H��� �P!� Y5 N%�.  

  

�8�5 ���� �S#� "H�����f Y�:������ �������� ��$  Y��0 '�%*�! ����� %

"! ���&���*=�� . I*! '"H�����f Y�:�� �� (�#.� Y�8*� '�.� �� �%PE

2 �� % (�1�� ���� ���� Y�:�� �� ��� $ A.�B� ���0 ���&��� ���! Y�:�� F�.�

"!� A.�B� "D��D] % F�3�! '���� ( % �*�� (H���! "���� �� B���.�2 

"! ��*� FG ���� "���*.G ..� �:E *#.G�1 �Z� �� ( ��� �.� '�!� �

 @��= ������ �� ������Z�� ":!�E % ��� ���{� ,#� \.��� F�*�! 'A.�B�

"! ���! "D�B��� *#.G�1 ����*=�� . '�.����#� ( "!�D#$ *#.G�1 ��Z��

 �1���2 % A.�B�" � (�1�� �<��� ,#� \.��� �� FG ��=) ��f Y�:��

"H���(" � '���� 6%�i0 F���� ���� "D�B��� ���� % F�!� ���! �� " (

��%G ��� .  

U�� Q� #$�� �� �*= (4��� 6���)�� T����� ��31�ABAQUS����2 �Sk '-

U�� (�*� �� (� Q���! Q���1� 6+��j! % ���%� Q���� �*�� ���=� �S�G (� ��31

�! '��� ��=�� �� F���(!�����.�����2 Q���1� I*! �� 'A��#! Q�$ Q���

=Y�:�� �� ���&��� Q��� �*�1�� ��S� �%*�! F� 8� Q�$ .  

I*! J:�B! ���! A.�B� Q�$ ( �+� j! 6��K (�,�2U�� �� p�1 Q�$��31�

��k% �%*�! F� 8�  "��.�� '*���*�U�� �� A��#! �=%� l�B�� �� Q�$��31�

����2 (?���!*��= I� E� % Q��� .U�� ��#.� �� (� Q�%*�! F� 8� ��31� ���!

 ���0 ���&������ (�1��U�� ' ��31�ABAQUS �!*=�� .  
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 �� %�&�' ����()�*�
+ ��,+ � ��-.	 �/��-  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+, -0

+�� ,��� -�� ��� W7+�� '��� *#��! Q���! �b7��f ���1� �j�H? '

Y�:�� (� ���� % (�7�� [��7 ������� % �b7 �8�5 �� �� Y�:�� Q�$

�! �b7��f ���!�#.�*=�� . ��31� U�� @�B��� �:EABAQUS �� FG 6�*0 '
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�! (�=�� F���1 ��.�� (!���� F��� '�%*�! F� 8� Y�:�� �? �� % ��=

����7��1 ���! ���1� �� V��5 I*! F��#j� �! ���0 ���&��� ���! %���� .

����2 �� ,B� �.�� S! Q���(!�����.� UMAT ������� F��%G ��*� '

��� ���! ���1� �� V��5 6+��j! (E� �! .(!�����.� UMAT  �.���! ��
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*� "b7��f ���%� �� ��� U�+ '������*��= ���� "b7 �*!G ��.  
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2 ':'; ' <=-��> 5	�?� �
@A� B
CD��  

YK� T����� "! �� I��j� 6+��j! '����! �� F��� 6��K (� �.� "�.���!

�=��:  

)�s(                          { } { } { } 0
e

T
GE

V
all elements

R B dV Fσ≡ − =  ∑ ∫  

{ }F�*= I� E� �%��� �����'{ }GER ": �*�� �0��  %B    Y.*H� �.���!
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"!*=��.cL 
  

 ���"! ���&��� "�� ! �.���! ��7�� �����.  (:R�! �$

"! Y���� ":�! (8��j! %� % ���� Y ���� ": (8��j! O. �� O����!��=:  

� ": I��j� :{ } 0GER =�  

� ,�� (b���� F��! ���{� :{ } { }eB Uε =   �

� ! "��� w�;� �� ����7�� 6+��j)���� I��D��� w�;�(.

(� (�H8� $ I� E� 3�� �� (:R�! ���! % (�8%� �.��= "��.�� u�1 ���%� ��� 

�� �. � ( F��� "b7��f �:E���1� "�� ! �����2� "D����% % ���  (�

� ( ��� Y��! ����� '��������V�5 6+��j! % ": I��j� ����0�  ":�!

 ���? (�� �� �� i� F�!3 $ .���#�"! ������ *#.G�1 O. (� ���� �.� % *=��

": I��j� '����� �$ ��	 I��D��� %����":�! ��$
  % �.� Y5��! �H?

 Y�= �� �*= ���� F��� V�.��D8� T�����)v ("! "����*����:  

� (�8%� ��*;!       �Z�! (������+� I%*! �.���! '        "!*=�� .(�  "B��2

 ("! ��*� (�8%� ��*;! �.� ���� (�'*.G ,�2"#��O���+� �*##m  uP?�

"!(�8%� �� B� O. ( ��=           ".����k ����� ���� ���� (� �� ��� ��$

 ,��{ }1
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� I��D���+��j! ":�! ���� FG (� ( '"b7��f ����1� 6 �*## a��L�

O���P2o )�� 'FG ,;� % �*= uP?��8�5 % ���{� �����0 F�� � q�      

"!*=�� .��� "��� w�;� �� O. �$ '":�! �� ��<#! . �� ���D8��D��� �.�

 O. �� ���&����.�(!���� �"! U�������:

�  �.� ��%�%(!�����.� ,�� (�8%� �� B� '         ":7�� ��$��{�! �.��;! %

 F�!� �� �8�5 %nt "!*=��.

                                                
1- Consistent Tangent Operator 
2- Global equilibrium 
3- Local integration 
4- Elastic predictor
5- Plastic corrector

�  �.� "k%�7�� B� '(!�����.� % ":7�� ��$��{�! �*= "�����%�� ��$

 F�!� �� �8�51nt +*= "�����%�� ��*;! ' % ��*.�2 "�� ! �����2� � ...    

"!*=��.
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q
nU +  ����

� '�8�5 % ":7�� ��$��{�! ( F�!� �� >��2 F��#E1nt + "! (�1�� �<� �� -

��= . '���D� ���0�� ".��D $ w�= ���U�� "��!�h  *#.G�1 Y % (�1�. ,$�

 O. ���� (�1nt + "! ����� �*��� �� '���]� ".��D $ w�= (����!� �� ����

���� ���0�� . F�!� ���� *#.G�1 �� $ ���2nt + *= *$��7 �����.  

 F�!� �� ": I��j� 6+��j!1nt + �� �����HE:  

  

)�t(         { }( )1 0Global equlibrium nR U + =  
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 Y�=)x(F��� �� "b7��f �%*�! F� 8� Y5 �� ����� *#.G�1 U�S&! '     

"!*$�:  

  

                                                
6- Global convergence criterion 
7- Time Step (T.S.) 
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1

q
nU +

+ % '{ }1nε + 

��{ }1
1

q
nε +

+��= "! �.3D.�k ':  

  

)�~(                  

{ } { } { } { } { } { }1 1
1 1

q qq q
n nn nand B U Uε ε ε ε+ +

+ +
 = + ∆ ∆ = −    

  

  

,#� ��*;! '": I��j� "���� ��� �$ �� �2{ }1nσ + ":7�� ��$��{�! '
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I��D��� �� ���&��� �� "�����%�� �� ���! ���1� ����7�� 6+��j! ":�! ����
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1- Kuhn- Tucker 
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1- Consistent tangent operator 
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������ �.���! J.�j�:  

  

)�z(                       { }iR Jac Wδ δ= ∆    

�=�� V�$��7:  
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 �Z�! ,#� J.�j� T������ (6��K
1 D

σ
σ =

−
%:  

)
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1
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= − → ∆ = − ∆ + ∆ −

∂ −
→ ∆ = − ∆ + ∆

∂
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 (b��� % �Z�! ,#� (b��� T����� ��#e $
� V.���:  

)mg(                         
1
,: : : :e e

e eE E E Jac
ε ε

σ ε δ σ δ ε δ ε−
= → ∆ = ∆ = ∆  
% % %% %  

)m_(               
1
, :eD

D Jac
ε

δ δ ε−
∆ = ∆    

)m	(           ( ) ( )1 1
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1
1 : : : :e e e

c
D

D
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− −∂ −  = − +         ∂
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+ '8' �������
� ���  �
�6U �6
� ��L*  

��D��� �� "�. �� ���! "��!�#.� ���1� "���� ���� ( ��*j�! ��$

���"! ���&��� J:�B! -�� �� �����F��#��2�$ (:�! ��D��� ��=]�� �s~[ 

*=�� "! . Y�=)z( � O��� ="! F��� �� F��#��2�$ (:�! ��D��*$�.  

  

  
 )�*V' F��#��2�$ (:�! ��D��� O��� =  
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 � ��� ��� �	
� ���
� ������� ��� �� ��	�	 � ���� ���
������ ��
�  
� �� ��	!"��� 
#� $��  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+,  .!

 ,.�!�G ��� (�� � �%� �� ���! �.��=)(�H= (�� ��*= ���� ( 6��K (�

 Y�=)~( "!*=��:  

  

  
 )�*W' ,.�!�G ��� (�� � ���! �.��=.  

  

 ( "!�D#$"! ���7�� ��%�% (:�! (� �*##���7�� (:�! [�! O. '*#

 ����� �� % �*= *�8�� FG �� ����1 "�#�"! ,B2 (:�! �� ���� "!�D#$

 ("! ,.�!�G ��� (�� � % ��%�% (:�! ��! (�*�� . "�#� [�! �� "�B�

 % ��� ��HE ,.�!�G ��� (�� � % ��%�% (:�! d���! ��! �� �*= ���.�

"! (�� � ���% �D.� "�B� % ��= 6��K (� @����� ��%�% (:�! (� "��  

"!*# .�� (�� � �� ���HE ,B� ���"! "k%�7 (:�! ���% % (�=���� .

,�� ���� "�#� ��$ [�!X#� (:�! % ��%�% (:�! �%� �� ( ".�$

�*= AL� "k%�7 ���%� �� ���&��� �� �E�� % %��� ��� % �*= �HZ '*��

� �.� (��� "!*#.G]��[:  

  

)t�(                         

( )
( )

( )
( )

input i r

output t

input i r

output t

F AE

F AE

V C

V C

ε ε

ε

ε ε

ε

= +

=

= −

=

  

  

'+�� (b��� ��A(:�! \b;! ab�'"k%�7 % ��%�% ��$E (������+� I%*!

(:�!'"k%�7 % ��%�% ��$C E ρ= '[�! �E��ρ'(������iε [�!

'��%�% (:�! (� �*��=���% ,��rε@����� ,�� [�! ��%�% (:�! (� �*##

%tε"! "k%�7 (:�! (� �*��=���% "��� [�!*=�� .  

��#��2�$ (:�! ,.�!�G"! N%� %� (� �� F(�H= F����� � ����:  

� (�H=Y!� ���� :(:�! 'N%� �.� �� (�� � ��� S� "k%�7 % ��%�% ��$

�(��) (:�! % ,.�!�G ��U�� ���! �� �*#��(�H= ��31� X.��� % �*= ����

"! [��B��� ���� ���!*����.  

� (�H=,.�!�G ��� (�� � ���� : (� ,.�!�G ��� (�� � 'N%� �.� ��

U�� ���! �� ".�S#�(�H= ��31� �.��= �� ( ���! �.��= % �*= ����

 "j0�%)": E ��� (� ("! ����� '*.G"! (�1�� �<��� (�� � ����= .

"! �� (�� � ���! �.��= F��� 6��K (��E�� �. % �$%��� ��%�% ��k% �� �$

�1�� �<��� "k%�7 % . �� (�� � "k%�7 % ��%�% ��k% �� �E�� 6����{�

 ���&���(�H= ���� % �*= �HZ ": E ��� ��U�� ���! �� (�� � ���� ��31�

"! ���0 ���&��� ���!����.

N%� �� O.�$*#��$ ���� �� ��7 ��.�3! 'u�1 ��$ .(�H= �� �Y!� ����

(:�! ��j�� ���{� F��!�*#��! �$��!���2 �.�� ��#e $ % "k%�7 % ��%�% ��$ 

(:�! �#k(��) (:�! �E�� '"k%�7 % ��%�% ��$��j�� '�*#��  % (�� � ...

���� ��k% .(�H= �� Y�8*� �,.�!�G ��� (�� � ����� "�B� (�#.� Y �

(�H= F��#��2�$ (:�! ��D���"! ����H���! V�5 '��= % ���� ��.�2 6�

"! ,$� Y5 F�!�*��..  

N%� �� "�. �� �*!G ��*� X.��� (�.�;! �*= (4��� I*! ��K "���� ��$

2 I*!"! ��k�! "���� X.��� �� ���S#��*=�� . \k�! T����� '�.����#�

]sx[� 6����{� Y�1%�2 '%�7 % ��%�% ��k% �� �E� �.��= F��#j� "k

(�H= (�� � ���!U�� ���! �� �*= ���� �<��� �� % �*= (�1�� �<��� ��31�

! ����1� I*! F��#j� ���S#��2 O���P2���.% I*! ��1�� ��:��0 '���

,�2 �� ���S#��2 I*!-�� ��� ��� ���1� "#��,�� ��$ ���H�� ���! '+��

1�� ���0 "������� (� . Y�=)�( (k% �� �E�� 6����{� % ��%�% ��$

(������ (�� � "k%�7 I�? �� "#�� ��s�  �b0 % �� �:�!�v  �� �� '�� �:�!

 ,�� -�� �Z�sv�  (���Z ��]sx[ "! F���*$� . �.��= �.� I� E� �� �2

,#� ���� � '���!�  I*! ".����� F�3�! "���� �Sk % �*= [��B��� ,��

��S#��2��k�! "���� X.��� �� '�]sx[ ��� �*= (�.�;!.  

  

  
 )�*X' "k%�7 % ��%�% (k% �� �E�� 6����{�]	c[  -�� �Z� �� "#�� (�� �

 ,��	og (���Z ��.  
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 �� %�&�' ����()�*�
+ ��,+ � ��-.	 �/��-  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+, .1

 I%*k)� ("! F��� �� ��� 6�LB�!*$�.  

  

 .	�R& ' ��� 6�LB�!.  

  
  

:' Y�
�!  

: ';'  !�" #�! �Z�  

Y�= ��$��  ����' ������� -�� �Z�,#� ���� � �� �� ��  F��� ,��   

"!*$� . �J:�B! ,�� -�� (�sv� '�v�  %tv� (�H= (�� � �� '(���Z �� -

,#� ���� � % �*= I� E� �*= ���� �  ,�� '(�� � ���! ��*�!� �� A�5��

,�� -�� �� O. �$��� �*= V���� "8� E� ��$ .� $ ��*� X.��� ( ��b�

"! F��� �*!G ,.�31� '*$�"�&� ,.�31� �E�� �������� -��_  % ,.�31�

����1 ,#� ab� ���� "! ���! .  

  

  
)�* &[' ,#� ���� ��  ,�� -�� ���� �� ,��	og (���Z ��.  

  

  

   

                                                
1- Stiffness 

  

  

 )�*&+' ,#� ���� ��  ,�� -�� ���� �� ,��mog (���Z ��.  

  

  

 )�*&1 ' ,#� ���� � (�.�;!� J:�B! ��$ ,�� -�� ���� �� ,��.  

  

F� $ Y�= ( ��?��$ ��  ���� "! F��� (�� � ���1� '���S#��2 I*! *$�

! �� �� "#��,�2 "��B� '"���� X.��� �� (�.�;"! "#��*.� �.  

  

: '2' ����",�\?� ,
O0 �Z�  

 ���1 ��1�� �<��� �:E�*##��L�!	'  % ���S#��2 I*! ".����� "����

*=�� "! �*##��L�! ���1 (� �H�� FG �����5 . �$ '"j0�% �.��= ��

" � % �*= ��L�! M��?� ���! ���� '���� �� ,B� Y�= ���{� (�����G *����

*$� .� ( �� �*##��L�! ���1 O. ��Z�� ��� ���! �� ,B� �$ '�D.� 6��HE

"! M��?� ���!*=�� .  

 T����� '�*##��L�! ���1 �Z� �� ���S#��2 I*! >��2 "���� ����

\k�!]sx[�8�5 '�$ �*##��L�! ��$���1 % �*##��L�! ���1 F%*� �

v/s '�/v  %�/z (������ ����.� �� I����2�D!(�H= (�� � �� I� E� �*= ����

��� �*= ."! �� �*##��L�! ���1 F��� 6��K (� ab� �� "H��k ���1 O.

(������(�H= (�� � �� ��� I� E� �*= ����) Y�=)�t (( �� �� FG ��Z�� %

                                                
2- Confining Pressure 

)�*&&' ,#� ���� �� � ,�� -�� ���� �� ,�
og (���Z ��.  
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 � ��� ��� �	
� ���
� ������� ��� �� ��	�	 � ���� ���
������ ��
�  
� �� ��	!"��� 
#� $��  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+,  .-

 >��2�� � "���� (�� �.  ���1 �Z� I� E� X.��� Y�= �� �*##��L�! ��$

�v  ���z ��� �*= ���� F���. Y�= T��� ����$ �v  ���z ���1 I� E� �� '

"! ,.�31� (�� � ����1 �!%�;! '�*##��L�!*��. . �:E ,#� ab� ,.�31�

����1 "! (�� � "H��k |���� F*= �%*�! '(�� �*=�� .� �� �%PE ,.�31� '�.

"! �E�� '�*##��L�! ���1 ����� (]�$"#�#! �����7��#�. ��$ ���

*.G ��*� . "��#.� 6��Z� ,$� % (�� � ����� "�*=��L�! '�!� �.� �:E

"! (�� � "H��k*=�� . ,.�31� ��� ���0 ���S#��2 I*! '�.����#� ,#� ab�

����1 ���*� �� �*##��L�! ���1 ,.�31� �Z� �� ���!*.� � J�K�� ".  

  

  
 )�*&8' (�H= (�� � �%� �� ���! �.��= ���1 % �E�� Y!�= �*= ����

�*##��L�!.  

  

  
 )�*&9 ' ,#� "#�#!�  ,�� -�� ���� �� ,��	og  ��$���1 % (���Z ��

J:�B! �*##��L�!.  

  

  

 )�*&E' ,#� "#�#!�  ,�� -�� ���� �� ,��
og  ��$���1 % (���Z ��

 �*##��L�!J:�B!.  

  

  

 )�*&V ' ,#� "#�#!�  ,�� -�� ���� �� ,��mog  ��$���1 % (���Z ��

J:�B! �*##��L�!.  

  

: ':' ��� 	 �!�@! $�% ]
�=^� ���_ �Z� 	 �5	,	 �
�

<R	�-  

Y�=��$ �~  ��s� ,#� ���� �� �8�5 �� �� ,�� A.�) F%*� ��$

 d��bK� A.��) % d��bK��v/�  %sv/�  ".�:k ab� ��� (�� � "��2 %

(:�! %"! F��� �� "k%�7 % ��%�% ��$*$� .  

  

  
 )�*&W'  �Z� A.�),#� ���� � �� d��bK�� � ,���  ,�� -��	og (���Z ��.  

  

  

 )�*&X'  �Z� A.�),#� ���� � �� d��bK�� ,�� ��  ,�� -��
og (���Z ��.  
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 �� %�&�' ����()�*�
+ ��,+ � ��-.	 �/��-  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+, ..

  

 )�*+['  �Z� A.�),#� ���� � �� d��bK��  -�� �� ,�� ,��mog (���Z ��.  

  

� $F  A.�) ,.�31� �� ��� WB�! �*= (4��� ��$���� � �� ( (���

(:�! % (�� � "��2 % ".�:k ��b� ��� ��k�! d��bK� % ��%�% ��$

 '"k%�7,#� ab� "! ,.�31� (�� � ����1*��. . �� ( ��� �.� �:E

(:�! % (�� � "��2 % ".�:k ��b� ��� d��bK� A.�) ,.�31��$ ��%�% �

(:�! ����! 'd��bK� �Z� �� (�� � �� ������ ,B� '"k%�7 % % ��%�% ��$

 % �*= ��L�! "k%�7 ,#�*.G ��*� (�� � ���� ������ ����1 .

 J:�B! d��bK� A.��) ���� (� �*!G ��*� ��$���� � (�.�;! �� '��#e $

 ( ��� WB�! '"���� X.��� �� ( "!�D#$ ��b� ��� d��bK� A.�)

k(:�! % (�� � "��2 % ".�:"! �&K "k%�7 % ��%�% ��$ �.���.�3� '*=��

"! ��*� "���� (���� (� @��k*.G .(k% A��#! ����#f%� �.����#� ��$

�2 % ".�:k(:�! % (�� � "� ��*� �� " S! ,;� '"k%�7 % ��%�% ��$

���� I�H0 Y��0 "���� X.��� F��%G.  

   

: '`' <���
��5  ��Q0� ���_  

. +�� ��$ ,�� -�� �� ���! ���1� 6%�&� �*#$� F��� ( ".�$��!���2 �� "�

"! "������� �������� %"��!�#.� ,.�31� A.�) *=��_ ��� . ,.�31� A.�)

 (�� � ����1 �!%�;! (� "��!�#.� ����1 �!%�;! �H�� �D���� "��!�#.�

"! "������� �8�5 �� "#��*=�� . Y�=)s� (� ,�� -�� �Z� A.�) �

"! F��� �� "#�� (�� � "��!�#.� ,.�31�*$� .  

 Y�= T�����)s�( �*= (�1�� �<� �� d��bK� A.��) �� O. �$ ���� �� '

k% ���((:�! % (�� � "��2 % ".�:k ��$ -�� ,.�31� '"k%�7 % ��%�% ��$

"! (�� � "��!�#.� ,.�31� A.�) ,.�31� �E�� ,������ . ( ��b�� $

�*� X.���"! F��� �*!G � '*$� "��!�#.� ,.�31� A.�) ,.�31� ��*.*2 �.�

 ������ 6*= '��+�� d��bK� A.�) ���� �� ',�� -�� ,.�31� �Z� ��

"!*��. .  

                                                
1- Dynamic Increase Factor (DIF) 

 Y�=)ss (,.�31� A.�) �� d��bK� A.�) �Z�  �� "#�� (�� � "��!�#.�

"! F���*$� ."! F��� 3�� Y�= �.� ( ��b�� $ A.�) ,.�31� '*$�

"! (�� � "��!�#.� ,.�31� A.�) ,.�31� �E�� 3�� d��bK����� . �.�

 �Z� ��*.*2�) ,.�31� �� d��bK� A.�) -�� �� '"��!�#.� ,.�31� A.

,������ ������ 6*= '��+�� ��$ .  

  

  

 )�*+&'  �� ,�� -�� �Z�DIF.  

  

  

)�*++ ' �� d��bK� A.�) �Z� DIF.  

  

` ' ���F �b��!  

. '(8�;! �.� ��� �Sk "H��� ����7�� I*! O �Z� ��� ��� ���1� "���

,�� -����R� A��� ��#H! �� '+�� ���H�� ��$� % A.�B� O����! ��$

*.��� (4��� (������P2���.% . '(������P2���.% ���R� �� ���&��� �:E

 ��� *#��! ,�� -�� (� T��5 ���! ���1� J�K�� �� ���R� �.� ".�����

"!*=��. I*! (4��� �� 3�� A.�B� O����!B� ��$ '���! "D�B��� % A.�

(�H= ��:��0 ����"! ���� �� ���! �� A.�B� *#.G�1*=�� . ".����� A���

V$��1 �� F��!� �.� 'A.�B� O����! ��:��0 % (������P2���.% I*!     

"!� ����,�2 "���*� �� ���! >��2 F���� ��� � "#�� .�� U�+�� � �

���R� �� O. �$ �� ���&��� �*= �l ��$ �E�� % ���H� "1� '".�S#� (� 
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 � ��� ��� �	
� ���
� ������� ��� �� ��	�	 � ���� ���
������ ��
�  
� �� ��	!"��� 
#� $��  

���� ��	
 � ���� ���
 ������ ��� ����	�� ����  �! ���"� ����  �#$ %�&'
( � )"*�� �+,  ./

"!��= (�1�� �*.��� ���! A.�B� % Y�=���{� *#.G�1 �� "�B� ���� . I*!

 "��7 �0� �� �� ,�� -�� �Z� �� ��� �!%�;! ,.�31� ��� ���0 ���S#��2

*.� � J�K�� .��L�!���1 (� �H�� ���S#��2 I*! '��#e $ 3�� �*##

 �� �*##��L�! ���1 �Z� % ���� T��5����1 ,#� ab� ,.�31�  �� (�� �

,�2 "���*�"! "#��*# . d��bK� A.�) VS� '�D.� (k�� Y��0 (���

�:k ��b� ��� �! ��k�!(:�! % (�� � "��2 % ". �� '"k%�7 % ��%�% ��$
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