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�%��+:  ��(��� �]��� )�� '��:" �
�� �� ���N��� '��,:�� B��P� ��$����. \6 W;
 h(�. , ��"��� ���E� ��,� �!�C� J(� ��
W.� .� ����� �� ���S 9,� J(� �,iP� �� ��� �� +��.� J�6 �� �� ���=� �,��<� , �5�%� '^�N� �\@�X� W��6 ��E� +��
���� .���� �� ��S ��(: ���P$ �� ���0�� �� ���S 9,� J(� ���N^ F�(��L!� ')�� W�	��S �� �
�$ �� �J�| �� . :� \@�6 b(��N �;�N� ��

'��� '�w5 �!�L* h��$ '���� �� �� ��,� b(��N �� ':�. ���� W.� ��� �E(�C� W.� . '��� \6 ')�� W&�. 9,� J(� '�(�I� :�
 uN��i� W��6 �\%X� j�N �� 9,� +���N �,�=� ���S ��(: ���P$ +���N �|�� �#��� ���	�& +���N ���;� �'��:" �
�� ��(: ���P$

 +��.� W;
 ����� W�	��S , ��� �� +��.� �� J�(�� '�D0 �UV<� ��E� +���N �R W;
 #�������� �� ��� ��. 

�^�, '��	� '�� : ���N^ F�(��L!� , ':�. ���;� ���S ����N��� ',:��  

Abstract: In this Paper, an efficient and quick method for inverse kinematic solution of hyper-
redundant manipulators is presented. In addition, it minimizes the joints’ displacement, energy 
consumption, and actuators torque while the end effecter reaches the target. Due to the flexibility 
of the genetic algorithm, it is capable of handling any number of constraints. At the end, the 
simulation result is compared with a method based on workspace density function. The 
advantages of new method are fast, optimization of robot function, handling many constraints, 
independent of joint design, real time, minimum error and ability to control the direction of 
reaching the target. 
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1 .��%9�  

� \�!� ���*�  �'��:" �
�� +��� �.��.� �� ���S ��P�@ '�� #���
����� ��N s�CN :� '���E� �� . \�!� �� )�� '��:" �
�� �� ���N��� '��,:��

 �� �&���� '����E� :� �N���S )�� '��:" �
�� , \%X� ��(: ���P$ +��� ����
����( W.� UV<� ��� �(; �(, J(�`� �� ���& d&���� +��� :� #�' 

� ���� hN�� �� ���0�� +,�� F0 , ~� ���  .  
 �\�� a�R�0 #��� �)�� '��:" �
�� �� ���N��� ',:�� ��N����� #���

 )�� '��:" �
�� �� #��� , ��.��� #���'�;��N  �� �� #��� j�N J(� _	�V�
�����[1] ./.�$ ��� J�!,� '��� )�� '��:" �
�� �� #��� +���& ( ��*+��
�1 

 W.� �� #��� j�N J(� '��� a�N J(�$ >.��� �� �(��� ��D� .  
                                                            

1 Chirikjian 

��� �� #��� J(� '�������� ���� �  WP�@ �� ���X�.� �� +��$
+��.���$� [2,3]� '� ��E� '�������� �� ���X�.�[4]�6��
 �[6,5] �

:�� , WXN '�� �!�! �.�:��[7]�L�
 /�=� �� �(�.��� #��	�& �[8] �
� \� �.�:����E�� '�[5] ������� #��� �[9] ���( J�� #��	�& �[10] �

 #���#���0 �.�N �(�w5[11]  �(�w5 '�� ��L�E(� J�0�. ,[12]  �����
���.  

 �DCN �� +��.� �5�@ )�� '��:" �
�� �� ���N��� ',:�� ����� :� ���
 ��E� �R J�6 �� ��	� ���� ��N J�P� ��E� ',� �� W��6 �( , UV<� '�

(�� �����N �|�� I�N �� �(����S WE . '����S ��.� ,� �� +��$ �� �� ����S J(�
�� WV. '����S , �N�� �� J��P$ ����� /.�$ �� a�N  '�� W(�,�=� I


��� '��� F�EC$ ����� �� �� #��� J(� �$�m . \��� WV. '����S
 W(�,�=� , \@�X� W&�. W(�,�=� �\@�X� +��,� �(,�: W(�,�=�

���, �,��<������ �� \@�X� �� � . �i�0� +��� \S��6 \��� a�N '����S
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�� ����, �,��<� +��� \S��6 �\@�X� #���6  '^�N� +��� \S��6 �\@�X�
 , hN�� �� ���0�� a�& �\@�X� �� ����, ...����� �� . \��1  ����� +�<N

&�N� ,:��' N������ ��:" �
�� ��' ��:" �� ��� ��0�. )��(C=$ ��L<�$�C� 
JPL �� ����[9]. 

�	�E� ��� , ,:�� �.��� �� ����� �!�C� J(� ��  ��0���� �����.  G-.
9,� ���;� v�V�N�:� �����$ \��� �� �(�
 ��� '�w5�\@�X�  \6

F�(��L!� /.�$ B��P� ��$����. J(��;� J�5�( , ���N^ �� v��
   ��=!
 �,��<� +��� ���;��� ���� ��� ����� �� ��� .�N� �� ��� #��O� ��4�� �� �;

��" b(��N �(�
 9,� +��� b(��N �� , ��� ':�. ���� :� \@�6  :� \@�6
(�� �� 9,� :�' ���� �� �� ���n� �� ��� ��D�' �w5 �!�L* h��$' 

���') 9,�WSDF1( �E(�C� �W.� ���� ��. 

 
\��1 :,:��' N������ ��:" �
�� ��'  )��[9]  

2 .�uJ� v�� - -6�� ��2�� �  
1.2.  ��uJ� T)�`�  

� :� ���( �!�C� J. \6 �5�@�$���� , B��P� � \@�X� '�(�,: J�5�(
���� ��N UV<� ��� �� +��.� W;
 . J�| �� W.� ��,� �]��� ��	�

 �,��<� ��N�� ������(� '��������� �� ���0�� �� ���S B��P� ��$����. \6
 ��=! �� #��� ���	�& +���N ���;� ,+��:  ��E� �R +���N �|�� , '^�N� ,

���� \@�X� +��,� �(,�: ��S , �,��<� ��S ��N�� #��� �� ����, '����S .
� {�5� ��S �� W&�. #����x$ �� ���' � �� W.� a��"�  v��� :� +��$

��� �4�5�@  .  
�� ����S , #��� ���	�& +���N ���;� ������ \��� �.��� �� �����

��� �� ��0���� .  

                                                            
1  ) Work space density function :� ��� ��27  9,� J(� �� �!�C�

W.� ��� ����� .(  

2.2.  r%�  
���  '�(�,: :� '� ���� J�5�( , B��P� ��$����. \6 �!�C� J(� �	@�

 h��$ �� '� �N�� �� ���� �� \@�X�h  ����� ��� �$ #��� �. �	@�5 +��� �(
���� .  

)1(  
222 )()()()( gegege zzyyxxxh �����
  

eee zyx ,, #����. #�%�V�)�O�� '�;�N� ( ,ggg zyx ,,   #�%�V�
�DCN  , ���R /.�$ �� ����� �� ����R�CN v�V�N� �� �IN( �� F� �� �

,�' E�� ��N�� �� J��P$ .  
3.2. $��2 !����' ,!�
 �	���  

:� W.� #���& #��� ���	�& +��� ���;� :  
1- #��� W��6 +��� uN��i� : �i�0� WE(�� �� ��4�� J(� '���

� ��� ���� �(��N �(: �D��� �� �� \%X� a��$ #���6 ��(: ����� ����� W.
C�E� �D��� +��: ��������� \@�X� '�;���6 +�I�� �� F .  

)2(  
|))(|min  &  |)(|min(

1

'
,,

1

'
,, 







��
n

i
yiyi

n

i
xixi ::::  

 �D��� ��2�xi,: \%X� ��!,� �(,�:i  ,'
, xi:  \%X� �(�N�O �(,�:i  ��

 �0�* '��.��x ����� �� .yi,:: I�N \%X� ��!,� �(,�i  ,'
, yi: �(,�:

 \%X� �(�N�Oi�0�* '��.�� ��y  ����� �� . ��� J��P$ W�PS�� :� #���
W�PS�� �� '�  ��� J��P$  ���� ���S +" �� #��� �� �	=� ��,� ��  �L(�

)#��� '��� ���� ��=! �� (W�PS�� PS�� ���� W�PS�� , #��� ��!,��  W
��� �� �����N �(�N�O .  

2- �,��<� ':�. ���;� : \@�X� �� ����, �,��<� WE(�� �� ��4�� J(� '���
 �D��� :� ��3 �� ��� �� ��.�=������ ��.  W��6 W&�. ��N" �� �
�$ ��

��� �4�5�@ v��� �O� :� +��$ �� ���� �� J�(�� ���E� .�4N �� �,��<�  ��5��
. �,��<� �����PS�� �� F�E�.� W�� ��� �� +�� ���� .!��� \( >	D� J

N ��.�=� \��S�R �� #��� �� ����, �,��<� +��� E��� �� ���� . �� �
�$ ��
J��� W��6 \S��6 �� #��� \@�X� ��N" );� ��4�� ���^�N� +�� ��' ( ��

PS���� v�	D� W�  ���.� �� �%C� �,��<� J�5�� �4N �� ���;� ������� +���&
.���� �� W.�� �|�5 ':�.  

)3(  







n

i
iTT

1

2  

 iT��.�� �� \@�X� �� ����, �,��<�' ����=�' x,y ).���� ���& ,'( 
�� �����. ���' � \%X� �� �� ����, �,��<� ��.�=�� ��(��N �,��<� WE� 

! a��$ :���� ��' \%X� +" �� �O�� )!��� ��' �	
 �� ��5�� ���S'  +"
#��� �. �$ \%X� (���N ��.�=� �� . �D���4 � +�<N �� �,��<� ��.�=� ��=N� 

���.  
)4(  )( iiii FRZT �)
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)�� �D��� ��iZ �+��,� ��=�iR � ������a�
 I��� �$ \%X� J �EN�  ��
!���)iC (  ,iFN�,�' � ��m�
' )�D���5(      �� �����.  

\��2 :��N(�� +��!� �' �,��<� ��.�=�  
  
)5(  







n

ij
ji gmF  

 �D��� ��6 �m ���� �� ���! �� a�
 . �EN a�
 I���� ! ���N ��� :� I
 �D���6 � W.��� "(� .  

)6(  '0   iii cAC 

 �D��� ��6 '

ic! �� a�
 I��� �� , ���Ai
0�$��(��$ G(� JL�� #i� 

�R :� �� �����(,�N� /��,� ?(: \�� �� , ����$��� W(� ��.�=� �� ���� .  
)7(  AA  A 1i

i
0
1i

0
i

�
�


)8(  

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
��

��



�

1000
coscoscoscossinsin

sinsincoscoscossin
10sincos

idiiiiii

idiiiiii
iaii

A
ii
i

%%%:%:

%%%:%:
::

 

)�� �D��� �� ia �r��<� ���& ��Rid�	@�5 ,i: ,�:(+��,� � �� J
��=���' 1�iX,iX ,i%,�:(� �� �g�� ����� .\�� ��3 ��N( �

�(W.� ���" ��������� J.  

 
\��3  :��nL��N' ,�N�( ����$��� W[12] 

3- '^�N� +��� ����� :'^�N� +��� ����� :� ��� ���: �D��� +��� ��( �
�� ����  .   

)9(  
iiTE :�


���' ;��^�N� +�� ��'iiT :�, �� ��(�� ,� �� WE��N��� �� .��� +�� ��
� , �� ���� ��� \�S W�ES �� �,��<�� �(�� �� �;�$ W�ES J� +��� ��

i:�� ��0����� ��� .���' ��� +��� ��i:� �� ��( �D��� WE10 ;�� ��
���� .� a�;X�(� �D��� J(���� �� #��� �� W.� J( ��� �� W��6 J
�.��[12]  .  

)10(  
))()(min( 2

1

'
,,

1

2
,

'
, 







���
n

i
yiyi

n

i
xixi ::::  

4.2.  ,!��< �e2�%�R ��  
1- �,��<� : �� ����, �,��<� �� ���� '� �N�� �� WE(�� �� #��� '��� ����

���N :,�
$ ':�
� �6 :� \@�X�) �D���11.( 

)11(    1,2,3i      TT max(i)i 
#  
 �D��� ��)max(iT \%X� �� /.�$ \�=$ \��S �,��<� F�(I��� I�N ( �

I���(� /.�$ ���&� \��S �,��<� F���$� ���� �� UV<� '��.�� �� .  
2- X� +��,� �(,�: W(�,�=�\% : �� ��4�� J(� '��� +��,� �(,�: WE(��
X����LN ��<�� ':�
� �6 :� \%. 

)12(  0,1,...ni     �� j)max(i,ji,),min( 
##ji:  

),min( ji: ,),max( ji: �� \%X� �� +��,� �(,�: �����6 , \S��6 I�N
<� '��.������� �� UV. 

3.  W4 5-2  
��
� ��=N , ��� �� �V� J(�' � 9,����;�<' �:���� �� . �(�� ����� ��

;� �,���� '�;�,� ��  ��� �]��� 9,� �� ��� ��X�� F�(��L!� /.�$ ':�. ��
���� �� #,�X�� ���E� ���N^ . �� #��� �� ����, ��S ��(: ���P$ ��� J(� \�!�

;�,� :� ���X�.� �� ����: �(�I5� >�. �,���� '�( \6 +��: �� �D0 , ��
���� .����� �� I�N F�(��L!� '��
� >�$�$ ��� �� +���& �(: �� �� ��!�D�.  
1.3.  ��J� Y��`�  

���� _(�P$ #��� '��� W��6 ��E� WE(�� �� ����� �� . /.�$ ��� J(�
�� �(�IN s�CN J��P$ �� , ����� E� ',� F�'�;5�� +���& �� �� ��  �N���

��(n� �� #��@ ���E� . �$ #��� �. �	@�5 +��� \S��6 F�(��L!� �X��,
W.� s�CN J(� .  

2.3.  s-�� ��`e-  Y��`�  
 �( WE(�� �� �(��N :�K" �� ��0 W��6 �N���� #��� ��N" '���

W5�� �4N �� +" '��� j,�� W�P|, . {�5 �	6�� J(� ��  �� ��� a��$
 �;!,������� J��: �� ���& , F� ������ �� . �5�@ W�P|, J(� J�5�� �4N ��

 W��6 j,�� '��� �� '�L(� W�P|, �� +��$ �� , W.� ����. '���
��� v�V�N� .���� ��N j,�� W�P|, �� ��E��, F�(��L!� ���	�& . :� G�

 '��� j,�� W�P|, +���& �� \�S �	6�� �� #��� W�P|, W��6 j,��
�� �� +��.���� �� ��5�� �4N �� '�P� W�PS. 
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\�� 4  :��N(P|, j,�� ��#��� W��6 W  

3.3.  $��2 !����' ,!�
 �	���  
� ��(i� 9,� �V� J ��%� +��� ���;� , #��� W��6 +��� uN��

� ���� ��� '^�N��  #��� \@�X� �� ����, �,��<� +��� ���;� 9,� , ���
 W�ES ��3-5  �.����� ���� .+��� ���;�  ����$ #���6 �i�0�

\@�X�) �D���2( +�� ���;� >�.  �D���10 �N �� ,��� �
�^�N� +�� ��' �� 
��� .:($��@ �� ��� ���$ #���6 �i�0� ��� ;� \@�X�� �,n
� ��N�� ��

 j��
�N �;N"�;� I�� ��� ���� . ':�. ���;� ��� \@�X� #���6 �i�0�
����� #��@ ���N^ F�(��L!� /.�$ WE(�� ��S a��$� ��� +���& �� ���

 ����0 ���N^ F�(��L!� +�� ��� >�. �� �N��� ':�. ���;� �	�E� ���,
�� . �� �� '��� '�w5 U�%V$ +���& W=$ '�L(� 9,� :� \�!� J��� ��

��� �� ���X�.� \%X�.  
 \%X� �� ��� �� ��5�� �4N �� \%X� �� '��� �(�w5 ��4�� J(� '���

� �� +��,� �� ���S �;�$��N: ��w5' W.� ��� J��P$ . +��,� �(,�: ��.�=� '���
 ��� �� +��.� '��� #��� uN��i� W��6 W;
 �N��: �\%X� �� :�
�

 ��5�� �4N �� UV<� ��� ��) ���� +���& ��2/0 ��N�O .( +��,� �(,�: G-.
�(" �� W.�� �(: �D��� :� ���X�.� �� \@�X� .  

)13(  =  ��� ��5�� �4N �� +��: *�. W��6 W&
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���N:��� h��$ ��.�=� ��=N �� ���x$ d&�� �;�$ \%X� j�N ) :� #��� �. �	@�5
 ���(��� ��.   '�� \�� ��6 ,7  '��� B��P� ��$����. �	�E�2  j�N
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 +��,� �
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���� . �)�� W&�. �\@�X� j�N �� F�(��L!� +��� ��E��, a�& �J�(�� '�D0
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 :� _	�V� #�;
 :� ��� �� +��.�
���� �� 9,� J(� '�;�(I� . �� hN�� �� ���0�� a�& +��$ �� ��N" �� �
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