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زض اثتسا یه ٔسَ ضیبضي ثطای زیٙبٔیه ٌطزز. ثسیٗ ٔٙؾٛض ٔغطح ٔيپطٚاظی  یّٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ ثطای یه قٙبٚض تٙسضٚئزض ایٗ ٔمبِٝ، ٔؿ: چکیده

ٞبی ٔطثٛط ثٝ ؾطفتلیٛز ، ثب زض ٘ؾط ٌطفتٗ لیٛزی ضٚی ؾیؿتٓ ٞسایتثب وٕتطیٗ ظٔبٖ ٔب٘ٛض  ؾٙبضیٛی ٔؿیط ثٟیٙٝؾپؽ  .قٛزٔي اضائٝقٙبٚض  ایٗ غیط ذغي

-ثطای حُ ایٗ ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٔمیس ثٝ ضٚـ غیط اؾت. لطاض ٌطفتٝ ٔقطفي ٚ ٔٛضز ثطضؾيای قٙبٚض ٚ لیٛز غیط ِٞٛٛ٘ٛٔیه ٘بقي اظ زیٙبٔیه ذغي ٚ ظاٚیٝ

ؾبظی اظ ضٚـ ٌؿؿتٝ ثطای حُ فسزی ایٗ ٔقبزلات ٔؿتمیٓ، ٔدٕٛفٝ ٔقبزلات زیفطا٘ؿیُ ثب قطایظ ٔطظی ٔؿترطج اظ ٞبٔیّتٛ٘ي ؾیؿتٓ تكىیُ ٌطزیسٜ ٚ

ثطای افٕبَ لیٛز تؿبٚی ٚ ٘بٔؿبٚی، اؾتفبزٜ قسٜ  2یبفتٝ ذغي، ٚ ٕٞچٙیٗ تىٙیه تبثـ خطیٕٝ تٛؾق1ٝتطیٗ قیتٞبی وٙتطِي، تىٙیه فسزی ؾطیـٚضٚزی

ثطضؾي ضٚـ اؾت. زض ٟ٘بیت ثب ٔمبیؿٝ حُ تحّیّي ٔؿئّٝ ٔب٘ٛض ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ٚ ضٚـ ٔٛضز اؾتفبزٜ ٚ شوط چٙس ٔثبَ زض لبِت تقطیف ؾٙبضیٛٞبی ٔرتّف ثٝ 

زٞٙسٜ لبثّیت ثبلای ایٗ ضٚـ زض عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ، ثطای قٙبٚض تٙسضٚ پطٚاظی ٔٛضز ثطضؾي یح حبنُ اظ ایٗ ؾٙبضیٛٞب، ٘كبٖ. ٘تبقسٜ اؾت اضائٝ قسٜ پطزاذتٝ

 اؾت.

 

یبفتٝ تبثـ خطیٕٝ تٛؾقٝ، تطیٗ قیتضٚـ ؾطیـ، ٔقبزلات قطط ٔطظی ٞبٔیّتٛ٘ي، قٙبٚض پطٚاظی، عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ کلمات کلیدی:

 .ذغي

Time Optimal Trajectory Planning For a High Speed Planing Boat 

M.T. Ghorbani, H. Salarieh, N. Assadian 

Abstract: In this paper, the problem of trajectory planning for a high speed planing boat with 

the aim of time optimization under nonlinear equality and inequality constraints is addressed. First, 

a nonlinear mathematical model of the craft dynamic and then the Hamiltonian boundary value 

problem (HBVP) equations are derived. The problem is solved using nolinear programming by 

discretizing the control time history and adjoining the constraints to the cost function via Linear 

Extended Penalty Function (LEPF) method. The Steepest Descent (SD) approach is used to solve 

this nonlinear programming. Some examples of boat minimum time maneuver are presented to 

demonstrate the effectiveness of the approach for designing optimal maneuvers. 

 

Keywords: High Speed Planing Boat, Trajectory Optimization, Hamiltonian Boundary Value 

Problem, Steepest Descent Approach, Linear Extended Penalty Function Method. 
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 مقدمه -1
ا٘ساظی ٞبی ظیبزی زض ؾبذت ٚ ضاٜزض عَٛ ؾبِیبٖ ٔتٕبزی پیكطفت

ؾیؿتٓ ٞبی ٘بٚثطی زض فطنٝ زضیبیي حبنُ قسٜ اؾت. ثب ایٗ ٚخٛز 

زٞٙسٜ ایٗ ؾٛا٘ح زضیبیي ٘یع ثركي اظ ایٗ تٛؾقٝ ثٛزٜ اؾت. آٔبضٞب ٘كبٖ

ثب اؾت وٝ اوثط ایٗ ؾٛا٘ح ثٝ زِیُ ذغبی ا٘ؿب٘ي ضخ زازٜ اؾت. اظ عطفي  

ٞبی ٔرتّف قٙبٚضٞبی تٙسضٚ زض حٛظٜ ٘ؾبٔي ثٝ تٛخٝ ثٝ وبضثطز

ٞبیي وٝ حضٛض ظ٘ي ٚ قٙبؾبیي ٔحیظٞبی ٌكتذهٛل زض ٔبٔٛضیت

آٔیعتط اؾت، ٔؿبِٝ ٞسایت ذٛزوبض قٙبٚضٞبی ٔحؿٛؼ ٘بذسا ٔربعطٜ

تٙسضٚ إٞیت زٚچٙساٖ ٔي یبثس. ثٝ عٛض ٔقَٕٛ عطاحي ؾیؿتٓ ٞسایت 

(.  ثرف اَٚ [3]ٚ  [2]ٚ  [1]قٛز )ثرف تمؿیٓ ٔيقٙبٚضٞبی تٙسضٚ ثٝ زٚ 

 2ٚ ثرف زیٍط ثٝ نٛضت آ٘لایٗ 1عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ ثٝ نٛضت آفلایٗ

ٚ زض ثرف زْٚ وٙتطَ  ،3ٞسف عطاحي ٔؿیطثبقس. زض ثرف اَٚ ثیكتط ٔي

ٔؿبِٝ عطاحي ٔؿیط، ثٝ پطٚؾٝ ایدبز یه ٔؿیط ٔغّٛة ثب  ثبقس.ٔي 4ٔؿیط

ٞسف ا٘دبْ یه ٔب٘ٛض ٔكرم ثٝ نٛضت ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ یب ٔیٙیٕٓ ٔهطف 

 5ؾٛذت ٚ ثب زض ٘ؾط ٌطفتٗ زیٙبٔیه غیط ذغي قٙبٚض ٚ اقجبؿ فٍّٕطٞب

. اظ عطف زیٍط ٔؿبِٝ وٙتطَ ٔؿیط، ثٝ پطٚؾٝ حفؼ [4]ٌطزز اعلاق ٔي

ٌیطی قٙبٚض ٚ ؾطفت آٖ زض یه ٔمساض ٔٛضز ٘ؾط ٌفتٝ ٔٛلقیت ٚ خٟت

قٛز. زض ایٗ ٔمبِٝ ثٝ ثقس اَٚ ٔؿبِٝ، یقٙي عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ پطزاذتٝ ٔي

 قٛز. ٔي

ثٝ  6اوثط عطاحبٖ ٔؿیط ثطای عطاحي ٔؿیط، ثب ٚنُ وطزٖ ٘مبط ٔؿیط

. [1]وٕه تٛاثـ ذبني ٔثُ اؾپلایٗ ٚ ... الساْ ثٝ عطاحي ٔؿیط ٕ٘ٛزٜ ا٘س 

چٙیٗ ثٝ ٚخٛز وبض ٘بزیسٜ ٌطفتٗ زیٙبٔیه غیط ذغي قٙبٚض ٚ ٞٓفیت ایٗ

ثبقس. زض ازأٝ آٔسٖ فطأیٗ وٙتطِي غیطٕٔىٗ زض فطایٙس عطاحي ٔؿیط ٔي

 قٛز.ٔي ٔطٚضی ثط وبضٞبی ا٘دبْ قسٜ زض ظٔیٙٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ

 [5]ٞب، زخٛا٘ي ٚ ٕٞىبضاٖزض ظٔیٙٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ ثطای وكتي 

ؾپؽ وطز٘س ٚ ذغي قٙبٚض ٔغطح یه ٔسَ ضیبضي ثطای زیٙبٔیه غیط

ی ثٟیٙٝ  ٚ ثب زض ٘ؾط ٌطفتٗ ٔقبزلات طغا٘ -ثط ٔجٙبی ٔؿبِٝ ظٔبٖ ی ضأؿیط

لیٛز ٔحیغي  ٚلیٛز ضٚی ؾیؿتٓ ٞسایت  ،7فضبی حبِت غیط ٔحسة

ثطای حُ وٙتطَ ضا  8اِحبلي ٌؿؿتٝ  ضٚـ لاٌطا٘ػیآٟ٘ب  .عطاحي وطز٘س

ٌیطی اتٛٔبتیه ایٗ ضٚـ ثطای ٔب٘ٛض ٚ پّٟٛ .وطز٘س ؾتفبزٜٔمیس ثٟیٙٝ ا

ٞب زض ایٗ اؾت وٝ ایطاز ضٚـ ثىبض ضفتٝ زض وبض آٖ ضٚز.قٙبٚض ثىبض ٔي

ٌیطی قٙبٚض زض زؾتٍبٜ آٟ٘ب ؾقي وطز٘س وٝ ثب تمطیت ٔىبٖ ٚ خٟت

ٚ ؾپؽ اؾتفبزٜ اظ زیٙبٔیه  9ٞبی ثعیطٔرتهبت خٟب٘ي، ثط ٔجٙبی ٔٙحٙي

فتٗ ٔمساض پبضأتطٞبی وٙتطِي، ٔؿیط ثٟیٙٝ ضا عطاحي وٙٙس. ٔقىٛؼ ثطای یب

 ٕٞٛاض ٌطزیسٜ اؾت. وبض ٔٙدط ثٝ ایدبز فطأیٗ وٙتطِي غیطأب ایٗ

 
1 Offline 
2 Online 
3 Path planning 
4 Path control 
5 Actuator Saturation 
6  Waypoint 
7  Nonconvex 
8  Discrete augmented Lagrangian approach 
9 Bezier curve 

ثٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ اظ ِحبػ ٔهطف ؾٛذت ثطای  [6]اٌِٚٛیبؼ 

ٞبی ثعضي، ثب زض٘ؾط ٌطفتٗ اغتكبقبت ٔحیغي ٚ ٘یطٚٞبی وكتي

ٚ ِحبػ وطزٖ لیٛز ایٕٙي پطزاذتٝ اؾت. ایٗ لیٛز،  ٞیسضٚزیٙبٔیه

ضا زض  11قسٖ فطقٝ وكتيٚ ذیؽ 10ٞبی اؾّٕیًٙاحتٕبَ ٚلٛؿ پسیسٜ

ٞب اتفبق ای ضلٓ ٔي ظ٘س وٝ ایٗ پسیسٜ٘ؾط ٌطفتٝ، ٔؿیط عطاحي ضا ثٝ ٌٛ٘ٝ

 12ضفتٝ زض وبض ٚی ضٚـ ٔقطٚف ثط٘بٔٝ ضیعی زیٙبٔیىي٘یبفتٙس. ضٚـ ثىبض

 ثٛز.

، ٔؿبِٝ ٔب٘ٛض ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ضا ثطای یه وكتي [7]ضاٖ اٚتؿٛ ٚ ٕٞىب

. ثسیٗ ٘سثبقس، ضا ثطضؾي ٕ٘ٛزوٝ زض ٔقطو اغتكبقبت حبنُ اظ ثبز ٔي

ٔٙؾٛض اثتسا ٔسَ زیٙبٔیه وكتي ٔٛضز ٘ؾط اؾترطاج قسٜ ٚ تٛؾظ ضٚـ 

حؿبة تغییطات، یه ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی تقطیف قسٜ ٚ تٛؾظ ضٚـ 

ایٗ ضٚـ عطاحي ٔؿیط اظ  حُ ٌطزیس. ثب ایٗ حبَ 13ٌطازیبٖ ٔعزٚج

 .[8]ثبقس ِحبػ ظٔبٖ اخطا ٘بٔٙبؾت ٔي

ثب اؾتفبزٜ اظ اٍِٛضیتٓ غ٘تیه، ثٝ عطاحي ٔؿیط  [9]چًٙ ٚ ٕٞىبضاٖ 

 14ٞب ثب تقطیف یه تبثـ ثطاظ٘سٌيثٟیٙٝ ثطای یه وكتي پطزاذتٙس. آٖ

نّٝ ٞط ٘مغٝ اظ ٔؿیط تب ٔب٘ـ ثقسی ٚ ٔتكىُ اظ فبنّٝ تب ٔمهس ٚ ٔیٙیٕٓ فب

تقطیف یه ؾطی ٚظٖ ثطای ثطآٚضزٜ وطزٖ زٚ ٞسف ٔیٙیٕٓ فبنّٝ تب 

ٔمهس ٚ فسْ ثطذٛضز ثٝ ٔٛا٘ـ ٔحیغي ثط حؿت إٞیت آٖ زض عَٛ ٔؿیط، 

 تٛا٘ؿتٙس ٔؿیطٞبی ثٟیٙٝ تِٛیس وٙٙس.    

ٞبی ثط ٔجٙبی ٘ٛؿ خسیسی اظ اٍِٛضیتٓ [10]اؾىبضیٛ ٚ ٕٞىبضاٖ 

، تٛا٘ؿتٙس ؾٙبضی16ٛیبفتٝ ٔٛضچٍبٖثٝ ٘بْ اٍِٛضیتٓ تٛؾقٝ 15ٞٛـ اظزحبٔي

ثٝ فٙٛاٖ  17ٞبی ٔرتّف ٔب٘ٛض قٙبٚض ضا ثٟیٙٝ وٙٙس. آٟ٘ب اظ اتٛٔبتبی ؾِّٛي

ٞب ایٙؿت وٝ ثط ذلاف اؾتفبزٜ وطز٘س. حؿٗ وبض آٖ 18یه تبثـ اثتىبضی

ثٝ  19آٖ زٚ ٔؿبِٝ عطاحي ٔؿیط ٚ تقمیت ٔؿیط ٞبی ولاؾیه وٝ زضضٚـ

قٛز، زض ایٗ ضٚـ ایٗ زٚ ثرف زض یه ثرف لبثُ نٛضت ٔدعا حُ ٔي

 ا٘دبْ اؾت.

ثب ٔطٚض وبضٞبی پیكیٗ زض ظٔیٙٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ، ایٗ ٘ىتٝ خّت 

ٞبی وٙس وٝ تب ثٝ حبَ اوثط وبضٞبی ا٘دبْ قسٜ زض ٔٛضز وكتي تٛخٝ ٔي

 وٙٙس.ٞبی پبییٗ وبض ٔيلاً زض ٔحسٚزٜ ؾطفتثعضي ثٛزٜ اؾت وٝ ٔقٕٛ

ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ثٝ قٙبٚض ٔٛضز ثطضؾي زض ایٗ ٔمبِٝ، قٙبٚضی ثب ثس٘ٝ ٞبضز 

اؾت ٚ زاضای ایٗ ٚیػٌي اؾت وٝ ثب افعایف ؾطفت قٙبٚض  20چبیٗ

ٌطزز ٚ زض ٘تیدٝ ثب وبٞف ٘یطٚی لؿٕتي اظ ثس٘ٝ اظ ؾغح آة خسا ٔي

یبثس، ِصا زیٙبٔیه قٙبٚض افعایف ٔئمبٚٔت انغىبوي ؾطفت قٙبٚض 

تِٛیس  ؾبظی زیٙبٔیىي ٚ ثحثٔسَ إٞیت ثبقس ٚٚاثؿتٝ ثٝ ؾطفت آٖ ٔي
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. قٛزٔي ٔؿیطٞبی ثٟیٙٝ ثٝ فٙٛاٖ ثركي اظ ؾیؿتٓ ٞسایت قٙبٚض، حؽ

ٞبی تمطیجي ٞبی عطاحي ٔؿیط ثط ٔجٙبی ضٚـفلاٜٚ ثط ایٗ، چٖٛ اٍِٛضیتٓ

-ثبقٙس، زاضای ضقفضیعی زیٙبٔیه ٔيٝٞبی اثتىبضی ٚ یب ثط٘بٔٚ یب ضٚـ

ٕٔىٗ، ٔبٞیت تهبزفي زض چٖٛ ثٛخٛز آٔسٖ فطأیٗ وٙتطِي غیطٞبیي ٞٓ

 ضؾیسٖ ثٝ خٛاة ثٟیٙٝ ٚ ٞعیٙٝ ٔحبؾجبتي ثبلا ٔي ثبقٙس. 

زض ایٗ ٔمبِٝ، اثتسا ٔقبزلات زیٙبٔیه چٟبض زضخٝ آظازی 

پؽ قٛز. ؾاؾترطاج ٔي قٙبٚض تٙسضٚ 4ٚ یبٚ 3، ض2َٚ،اؾٛی1ؾطج

ٔقبزلات قطط ٔطظی ثٝ زؾت آٔسٜ اظ تغییطات ا٘تٍطاَ ٞبٔیّتٛ٘ي )ثط 

اؾبؼ ضٚـ حؿبة تغییطات( ثطای ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٔطثٛط ثٝ قٙبٚض 

ٌطزز. ٌطزز. زض ازأٝ ضٚـ فسزی حُ ایٗ ٔقبزلات ٔغطح ٔياضائٝ ٔي

زض ٟ٘بیت ٘تبیح ٔطثٛط ثٝ ؾٙبضیٛی ٔب٘ٛض قٙبٚض ثب وٕتطیٗ ظٔبٖ ٕٔىٗ 

زٞٙسٜ ٌیطز. ٘تیدٝ حبنُ اظ ایٗ ؾٙبضیٛ، ٘كبٖثطضؾي لطاض ٔي ٔٛضز

تٛإ٘ٙسی ضٚـ ٔٛضز اؾتفبزٜ زض یبفتٗ خٛاة ثٟیٙٝ ضٕٗ زض ٘ؾط ٌطفتٗ 

ٞبی زیٙبٔیه غیط ذغي قٙبٚض، اقجبؿ فٍّٕطٞب ٚ لیٛز ٔطثٛط ثٝ ؾطفت

 ثبقس.  ای قٙبٚض ٔيذغي ٚ ظاٚیٝ

 

 سازی شناور تندرو پروازیمدل -2
ز ثطضؾي زض ایٗ ٔمبِٝ، قٙبٚضی اؾت تٙسضٚ، ثب حساوثط قٙبٚض ٔٛض

اؾت ثربض وٝ لبثّیت  200٘بت ثٝ ٕٞطاٜ زٚ ٔٛتٛض  43ؾطفت پیكطٚی 

ٌطزـ ثٝ چپ ٚ ضاؾت زاض٘س. لاظْ ثٝ شوط اؾت وٝ ٔكرهبت ؾطفت ٚ 

تٛاٖ پیف ضا٘ف قٙبٚض ثط اؾبؼ یىي اظ قٙبٚضٞبی تٙسضٚ ثؿیبض پطوبضثطز 

زٚ  0 1قىُ ٕٟٛضی اؾلأي ایطاٖ اؾت. زض زض ٘بٌٚبٖ پّیؽ زضیبیي خ

وٝ  (xb-yb-zb)ٚ زؾتٍبٜ ٔتهُ ثٝ ثس٘ٝ  (x-y-z)زؾتٍبٜ ٔرتهبت خٟب٘ي 

ضٚ٘س، ثٝ ٕٞطاٜ زضخبت آظازی ایٗ وبض ٔيثطای تٛنیف حطوبت قٙبٚض ثٝ

چٙیٗ ٔٛلقیت . ٞٓ[12]ٚ  [11]قٙبٚض زض زؾتٍبٜ ثس٘ي ٔكرم قسٜ اؾت 

٘یطٚی پیكطاٖ ٘ؿجت ثٝ زؾتٍبٜ ثس٘ي قٙبٚض ٔكرم قسٜ اؾت. زض ازأٝ 

 قٛ٘س.تط تٛضیح زازٜ ٔيپبضأتطٞبی ٔٛخٛز زض ایٗ قىُ ثیف

ٔمساض  بئٓ قٙبٚض زض ٔؿبِٝ ٔب٘ٛض قٙبٚضزضخبت آظازی لثب فطو ایٙىٝ 

ِصا چٟبض زضخٝ آظازی ؾطج، اؾٛی، ضَٚ ٚ یبٚ ٔٛضز  ،[13]وٕي ثبقس 

 ٌیطز.ثطضؾي لطاض ٔي

ٚض زض خٟت قجیٝ ؾبظی ضفتبض قٙب (1)زضخٝ آظازی  4ٔسَ غیط ذغي 

خطْ  m. زض ایٗ ٔسَ [12]حبِت ٔب٘ٛض ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌطفتٝ اؾت 

ٔبتطیؽ ٕٔبٖ ایٙطؾي قٙبٚض زض زؾتٍبٜ ٔتهُ ثٝ ثس٘ٝ قٙبٚض ٚ  Ibقٙبٚض، 

ثطزاض ؾطفت ذغي قٙبٚض زض  [u v]ٚالـ زض ٔطوع خطْ قٙبٚض، ثطزاض 

قٙبٚض  ای ضَٚ ٚ یبٚثطزاض ؾطفت ظاٚیٝ [p r]زؾتٍبٜ ٔتهُ ثٝ ثس٘ٝ، ثطزاض 

ثبقس. زض ؾٕت ضاؾت ٔقبزِٝ، ٘یطٚٞب ٚ زض زؾتٍبٜ ٔتهُ ثٝ ثس٘ٝ، ٔي

 ثبقس:ٌكتبٚضٞبی ٞط یه اظ زضخبت آظازی قٙبٚض ثٝ نٛضت ظیط ٔي

Resistance ٚٞبی ٔمبْٚ زض ٔمبثُ حطوت قٙبٚض.٘یط 

 
1 surge 
2 sway  
3  roll  
4 yaw  

Control ٞبی وٙتطِي افٕبِي ثٝ قٙبٚض.ٚضٚزی 

H ٖٞبی ٞیسضٚزیٙبٔیىي ٚاضز قسٜ ثٝ ثس٘ٝ قٙبٚض.٘یطٚٞب ٚ ٕٔب 

Resistance Control H

[ ] 

[ ]  
 

b

xx

b

zz

m u vr

m v ur

I p

I r

  

 
 

 
   

 
  

 (1)  

 
 ا٘ٛاؿ زضخبت آظازی زض زؾتٍبٜ ثس٘ي قٙبٚض: 1 قىُ

تّف آظازی ثٝ قىُ ظیط تقطیف زض زضخبت ٔر Resistanceٔمساض 

 ٔي ٌطزز.

T

Resistance

-R

0 

0

0



 
 
 

  
 
  

 (2)  

، ٔمبٚٔت وُ ٚاضزٜ ثط قٙبٚض تٙسضٚ زض TRزض ایٗ ضاثغٝ ٔمساض 

 حبَ حطوت ٔي ثبقس. ثطای ٔحبؾجٝ ٔمساض ٔمبٚٔت ٚاضز ثط قٙبٚض ٔقٕٛلاً

قٛز. ثٝ عٛض ٔثبَ ثب ذغٛط ثس٘ٝ قٙبٚض اؾتفبزٜ ٔي حبًاظ ٞٙسؾٝ ٚ انغلا

تٛاٖ حسٚز ٔي Maxsurfا٘تمبَ ذغٛط ثس٘ٝ قٙبٚض ثٝ ٘طْ افعاض تدبضی 

ٔمساض ٔمبٚٔت قٙبٚض ثط حؿت ؾطفت ؾطج آٖ ضا ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز. زض قىُ 

ایٗ ٔمساض زض ٘طْ افعاض ٔصوٛض ثط ٔجٙبی تئٛضی ؾبٚیتؿىي ٔحبؾجٝ قسٜ  2

  اؾت.

 

 ٔٙحٙي ٘یطٚی وُ ٔمبْٚ ٚاضزٜ ثط قٙبٚض ثط حؿت ؾطفت پیكطٚی :2 قىُ
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قٛز، ثب افعایف ؾطفت، ٔمبٚٔت وُ ٚاضز ٌٛ٘ٝ وٝ ٔكبٞسٜ ٔيٕٞبٖ

، قسٜٚ وبٞف ؾغح ذیؽاظ ؾغح آة ثط قٙبٚض ثٝ زِیُ خسا قسٖ ثس٘ٝ 

ٞبی زیٍط ٔمبٚٔت، یبثس، أب ٔدسزاً ثٝ زِیُ افعایف ِٔٛفٝوبٞف ٔي

 یبثس. ٞبی ثبلاتط افعایف ٔيقٙبٚض زض ؾطفت ٔمبٚٔت وُ ٚاضز ثط

قسٜ تٛؾظ  ٞبی ٘یطٚی پیكطاٖ تِٛیسحبنُ اظ إِبٖ 

ٞبی قٙبٚض اؾت. زض ایٙدب ثط اؾبؼ ٔسَ ٚیػٜ قٙبٚض ؾىبٖ ٚ یب پطٚا٘ٝ

ٔٛخٛز زض ا٘تٟبی  ٞسف، وٙتطَ تٛؾظ تغییطات ظاٚیٝ زٚ فسز پطٚا٘ٝ

قسٜ اؾت وٝ قٙبٚض زاضای ٌطزز. ثٝ فجبضت زیٍط فطو قٙبٚض تبٔیٗ ٔي

زٚ پطٚا٘ٝ ثب لبثّیت تغییط ظاٚیٝ ٚ تغییط زٚض اؾت. تغییط ظاٚیٝ، خٟت ثطزاض 

زٞس. ضاٖ ضا تغییط ٔيضاٖ ٚ تغییط زٚض، ٔمساض ٘یطٚی پیف٘یطٚی پیف

 ثٙبثطایٗ:

cos
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sin

sin

p

p
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p p
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T z

T x










 
 
 

  
 
  

 (3) 

ٔرتهبت  [xp  zp]ضاٖ زٚ پطٚا٘ٝ، ٔدٕٛؿ ٘یطٚی پیف Tوٝ زض ایٗ ضاثغٝ

پطٚا٘ٝ ٞب زض زؾتٍبٜ ٔتهُ ثٝ ثس٘ٝ ٚ
p ٝ٘ٞب ٘ؿجت ثٝ ظاٚیٝ چطذف پطٚا

 ثبقس.حبِت فٕٛزی ٔي

H ٖبٔیىي ٚاضز قسٜ ثٝ ثس٘ٝ قٙبٚض ٞبی ٞیسضٚزیٙ٘یطٚٞب ٚ ٕٔب

ٞب ٚ ظ تیّٛض ثٝ نٛضت ظیط ثط حؿت ؾطفتثبقٙس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ثؿٔي

 قٛ٘س:ٞب تمطیت ظزٜ ٔيقتبة
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(4)  

وٝ ضطایت ٞیسضٚزیٙبٔیىي ٔٛخٛز زض ایٗ ضاثغٝ ثب اؾتفبزٜ اظ ٔمبزیط 

ٞبی تٙسضٚ پطٚاظی ثسؾت ٔيثطای قٙبٚض [14]ٚ  [13]ٔٛخٛز زض ٔطخـ 

 آیٙس.

پبضأتط  4 فلاٜٚ ثط ٔقطفي پبضأتطٞبی فضبی حبِت ٔقطفي قسٜ،

قٛز ثبقس، ٔقطفي ٔيفضبی حبِت ظیط وٝ ٔطثٛط ثٝ ؾیٕٙبتیه قٙبٚض ٔي

[15]. 
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 (5) 

,زض ایٗ ضاثغٝ    ٝظاٚیٝ ضَٚ ٚ ظاٚیٝ یبٚ ٔمبزیط ثٝ تطتیت ٔطثٛط ث

  ثبقس.قٙبٚض ٔي

 

 تعریف مساله کنترل بهینه  -3
ٞبی ضا تقییٗ ؾیٍٙبَ ، ٞسف اظ یه ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ[16]وطن 

زض ضٕٗ اضضبی لیٛز عطاحي، ٞٙسؾي ٚ  وٙتطِي لاظْ ثطای یه ؾیؿتٓ،

ٚ ثب ٞسف ٔیٙیٕٓ ٚ یب ٔبوعیٕٓ وطزٖ یه تبثـ ٞعیٙٝ  فیعیىي آٖ ؾیؿتٓ

ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ظیط ضا زض ٘ؾط ثٍیطیس. ٞسف تقییٗ  وٙس.ٔقطفي ٔي

)ٚضٚزی وٙتطِي )  u  mt  .وٝ تبثـ ٞعیٙٝ ثِٛعا ضا ٔیٙیٕٓ وٙس 

0

0 0( ( ), , ( ), )

( ( ), ( ), )
f

f f

t

t

J t t t t

g t t t dt

 



x x

x u
 (6) 

)زض ایٗ ضاثغٝ  )  x  nt  ،0ثطزاض ٔتغیطٞبی فضبی حبِتt 

 لیٛز زیٙبٔیىيثبقس. بٖ ٟ٘بیي )ثبثت یب آظاز( ٔيظٔ ftظٔبٖ اثتسا ٚ 

 قٛز.ؾیؿتٓ ٔغبثك ضاثغٝ ظیط تقطیف ٔي

0( ) ( ( ), ( ), ), [ , ]ft t t t t t t x f x u  (7) 

 ٌطزز.قطایظ ٔطظی ثٝ قىُ ظیط تقطیف ٔي

0 0( ( ), , ( ), )f ft t t t h x x 0  (8) 

 ٌطزز.ُ ظیط تقطیف ٔيلیٛز ٘بٔؿبٚی ثٝ قى

0( ( ), ( ), ) , [ , ]ft t t t t t c x u 0 (9) 

 (6)ثبقس. ٔقبزلات ٔي hh  ٚccزض ٔدٕٛفٝ ضٚاثظ فٛق 

ا ٔقطٚف ٞؿت. ٔحسٚزٜ ظٔب٘ي ایٗ ٔؿبِٝ ثٝ ٔؿبِٝ پیٛؾتٝ ثِٛع (9)تب 

0[ , ]ft t ثبقس. ضٚـ غیط ٔؿتمیٓ حُ ٔؿبِٝ تجسیُ یبفتٝ ثِٛعا، ٔي

اؾتفبزٜ اظ تىٙیه حؿبة تغییطات اؾت. ایٗ ضٚـ ثط ٔجٙبی انُ ثٙیبزیٗ 

یه خٛاة  x*. ٔغبثك ایٗ انُ اٌط [16] حؿبة تغییطات اؾتٛاض اؾت

 ثبیؿتي نفط ثبقس: x*ثط ضٚی  Jاوؿتطٔبَ ثبقس، تغییطات تبثـ ٞعیٙٝ 

*( , ) 0, admisiblex x x   J  (10) 

 (9)ٚ  (8) ، تبثـ ٞعیٙٝ اِحبلي وٝ اظ اضبفٝ وطزٖ لیٛزثطای حُ ٔؿبِٝ ٔمیس

آیس، ثٝ زؾت ٔي [17] ثٝ تبثـ ٞعیٙٝ، ثب ضٚـ تبثـ خطیٕٝ ذغي تٛؾقٝ یبفتٝ

 :قٛز نٛضت ظیط تكىیُ ٔي ثٝ
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(11) 

h (11)زض ضاثغٝ  j
ب ته ته خٕلات ثطزاضثطاثط ث 

0 0( ( ), , ( ), )f ft t t th x x ٚci ثطاثط ثب ته ته خٕلات ثطزاض 

( ( ), ( ), )t t tc x u ثٝ نٛضت  (11)ضاثغٝ ثبقس. ؾبیط ٔدٟٛلات ٔي

 .[17] ثبقسظیط ٔي
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 (14) 

ثبقس. زض ٚالـ ثیبٍ٘ط ٔطحّٝ اخطای ثط٘بٔٝ ثٟیٙٝ ؾبظی ٔي ،kا٘سیؽ

ای پیف زض ضٚـ تبثـ ٞعیٙٝ، ضٚ٘س حُ زض عي ٔطاحُ تىطاض ثط٘بٔٝ ثٍٛ٘ٝ

ضٚز وٝ لیٛز ٔؿبٚی ٚ ٘بٔؿبٚی اضضب قٛز. حبَ ثب ٔحبؾجٝ تغییطات ٔي

aJ  ثطاثط نفط  (10)اظ ٔتغیطٞبی آظاز ٔغبثك ضاثغٝ ٘ؿجت ثٝ ٞط یه ٚ

قٛز. ثب حُ حبنُ ٔي 1لطاض زازٖ حبنُ، قطایظ ٔطتجٝ اَٚ ثٟیٍٙي

آیس. ایٗ ٔدٕٛفٝ قطایظ ٔصوٛض، خٛاة ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثسؾت ٔي

ٔؿتمیٓ ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٔقطٚف اؾت. قطٚط ضٚـ ثٝ ضٚـ حُ غیط

 :(15) ثب تقطیف ٞبٔیّتٛ٘ي ثٝ فطْ ضاثغٝٔصوٛض 
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(15) 

 .[18]ثبقٙس ٔي (16) تط قسٜ ٚ ثٝ قىُ ضاثغٝؾبزٜ

 
1 First-order optimality conditions 
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(16) 

ایٗ ٔدٕٛفٝ ٔقبزلات ثٝ ٔؿبِٝ قطط ٔطظی ٞبٔیّتٛ٘ي ٔقطٚف اؾت. 

ٔقٕٛلاً قطایظ اِٚیٝ زض ٔؿبئُ وٙتطَ ثٟیٙٝ ٔكرم ٚ ثبثت ٚ 

0 0( ( ), , ( ), )f ft t t t x x ُثٝ قى( ( ), )f ft t x  .اؾت

 ٌطزز.ؾبزٜ ٔي (17) ثٝ قىُ (16) ِصا ٔقبزلات
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 ذیط

فّٛچبضت حُ ٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ ثٝ ضٚـ فسزی:  3 قىُ  
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ي ثطای ٔؿبئُ ظٔبٖ ٟ٘بی (17) تىٙیه فسزی حُ ٔدٕٛفٝ ٔقبزلات

یٓ ظٔبٖ ٚ ثٝ تجـ آٖ ٔمساض ثبثت ثسیٗ نٛضت اؾت وٝ اثتسا ثب تمؿ

وٙتطَ  لؿٕت ٚ حسؼ اِٚیٝ ثطای ٔمساض وٙتطِي ثٝٚضٚزی 

 :(18)ثٝ قىُ   ٔطحّٝ اَٚ 

1 1 1

0[ ..... ]NU u u  (18) 

ضؾب٘ي  . زض ایٗ فّٛچبضت ثطای ثطٚظقٛزاؾتفبزٜ ٔي 3قىُ  اظ فّٛچبضت

 .ٌطززاؾتفبزٜ ٔيتطیٗ قیت ٞب اظ ضٚـ ؾطیـٔمساض وٙتطَ

فسزی ثبثت وٝ زیٙبٔیه ؾیؿتٓ  kٕٞچٙیٗ زض ایٗ ٔمبِٝ ٔمساض 

ٌطزز. ٘ىتٝ لبثُ شوط ایٗ اؾت وٝ حتي زض ضا تحطیه وٙس، ا٘تربة ٔي

)نٛضتي وٝ ٔمساض )ftx قٛز وٝ ٔمساض ٔكرم ثٛز، ثبظ فطو ٔي

)آٖ آظاز ٞؿت ٚ ٔقبزِٝ  )f ft x x  ٝثٝ فٙٛاٖ یه لیس تؿبٚی ث

 قٛز.ٔسَ ٔي (8)قىُ ٔقبزِٝ 

ثبقس، ثب ٔي 3قىُ ثطای ٔؿبئُ ظٔبٖ ٟ٘بیي آظاز، ضٚ٘س حُ ٔكبثٝ 

ٟ٘بیي ٔكرم ٘یؿت، اثتسا ظٔبٖ ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ تفبٚت وٝ چٖٛ ظٔبٖ 

قٛز ٚ ؾپؽ ٌطازیبٖ تغییطات تبثـ ٞعیٙٝ ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ ا٘تٟب ٘طٔبَ ٔي

 ظٔبٖ ا٘تٟب ٔحبؾجٝ ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ آٖ، زض ٞط ٔطحّٝ ٔمساض ظٔبٖ ٟ٘بیي ثٝ

 زٞس.قٛز. ٔقبزلات ظیط ایٗ ضٚ٘س ضا ٕ٘بیف ٔيضٚظ ٔي

0 0 1f

t
p t t p

p
           (19) 
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(20) 

زض ظٔبٖ )وٝ قبُٔ وٙتطَ  Uٌطازیبٖ ثطزاضزض ایٗ نٛضت ٔمساض 

 ثٝ قىُ ظیط ٔي ثبقس. ٚ ظٔبٖ ٟ٘بیي اؾت (نفط تب ظٔبٖ ٟ٘بیي

1 1 1

0[ ..... , ]TN

a

a

p

J

f
J

p



 
 
  
 
  

U u u

u
 

(21) 

ضٚظ وطزٖ ٔمساض وٙتطَ ٚ ظٔبٖ ٟ٘بیي ثٝ وٕه ضٚـ ؾطیـ ثطای ثٝ

 قٛز.تطیٗ قیت ، اظ ضاثغٝ ظیط اؾتفبزٜ ٔي

1k k k f   U U  (22) 

تطیٗ قیت زض یبفتٗ خٛاة ثٟیٙٝ زض ٚیػٌي ضٚـ ٌطازیب٘ي ؾطیـ

ؾبظی، ضؾیسٖ ثٝ خٛاة زض تقساز ٔٙبؾجي اظ ٔطحّٝ پیبزٜفیٗ ؾبزٌي 

-تطی ٞٓٞبی ٌطازیب٘ي پیكطفتٝثبقس. زض فیٗ حبَ ضٚـتىطاض ثط٘بٔٝ ٔي

-تطیٗ قیت ٔي٘یع خبیٍعٖ ثٟتطی ثطای ضٚـ ؾطیـ BFGSچٖٛ ضٚـ 

 .[17] ثبقس

 

 سازی عددیشبیه -4
ض زض ایٗ ثرف ؾٙبضیٛی ٔب٘ٛض ثب ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ٕٔىٗ ثطای قٙبٚ

-تٙسضٚ پطٚاظی، عطاحي ٚ ثب ضٚـ ٔٛضز ثحث زض لؿٕت لجُ اخطا ٔي

 ٔقطفي قسٜ اؾت.  1ٌطزز. ٔكرهبت قٙبٚض تٙسضٚ زض خسَٚ 

 پبضأتطٞبی فیعیىي ٔٛضز اؾتفبزٜ زض تحّیُ زیٙبٔیىي قٙبٚض ٞسف: 1َ خسٚ

 Value Units پارامتر مورد نظر

 kg 3600 خطْ

Ixx 1435 kg.m2 

Iyy 9865 kg.m2 

Izz 11320 kg.m2 

Ixy 0 kg.m2 

Iyz 0 kg.m2 

Ixz 0 kg.m2 

 m 2.018 فطو قٙبٚض

 m 7.95 عَٛ قٙبٚض

فبنّٝ عِٛي فمت وكتي 

 تب ٔطوع خطْ
2.518 m 

ظاٚیٝ ٌٜٛ ٔب٘ٙس ظیط قٙبٚض 

 ثب ؾغح افك
20 deg 

 kg/m3 1025 چٍبِي آة

 ٌطزز.ٔؿیط ثٟیٙٝ اضائٝ ٔيزض ازأٝ ؾٙبضیٛٞبی ٔرتّف عطاحي 

ضؾیسٖ ثٝ ٔىب٘ي زض ضاؾتبی ذظ زیس قٙبٚض زض  4-1

  وٕیٙٝ ظٔبٖ ٕٔىٗ

قٙبٚض ثب ؾطفت اِٚیٝ نفط ٚ ظاٚیٝ یبٚ نفط زضخٝ زض ایٗ ؾٙبضیٛ، 

ٌطزز وٝ زض ٔجسأ ٔرتهبت لطاض زاضز. ؾٙبضیٛ ثسیٗ ٌٛ٘ٝ تقطیف ٔي

ثطؾس، ٚ  x = 300 mتطیٗ ظٔبٖ ٕٔىٗ ثٝ ٘مغٝ ثبیؿت زض ؾطیـقٙبٚض ٔي

زض ایٗ ٘مغٝ ؾطفت قٙبٚض نفط ثبقس. زض ایٗ ؾٙبضیٛ ظٔبٖ ٟ٘بیي ضا آظاز 

وٙیٓ تب ٔغٕئٗ ثبقیٓ ؾطفت قٙبٚض زض ا٘تٟبی ٔؿیط ثٝ نفط فطو ٔي

1N 

1
U
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ٌطزز ٚ ثطؾس. زض اثتسا ٔؿبِٝ ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ثٝ نٛضت تحّیّي حُ ٔي

 قٛز. ؾپؽ ثب ضٚـ فسزی ثرف ٌصقتٝ ٔمبیؿٝ ٔي

ایٗ ؾٙبضیٛ ٔؿیط ا٘تٟبی قٙبٚض زض ضاؾتبی ذظ زیس خب وٝ زض اظ آٖ

ثبقس ٚ ِصا فمظ ثبقس، ِصا ٔؿیط قٙبٚض ٔؿتمیٓ اِرظ ٔيقٙبٚض ٔي

ٌیطز. قٙبٚض ٔٛضز ثطضؾي لطاض ٔي xٚ ٔىبٖ  uٔقبزلات ؾطفت پیكطٚی 

 آیس:ثٙبثطایٗ ٔقبزلات زیٙبٔیه قٙبٚض ثٝ قىُ ظیط زض ٔي

 

u

T

u

R T
u

m X

x

 






 (23) 

 ٞب ضا ٔكرم ٔئدٕٛفٝ ٔقبزلات ظیط لیٛز ٔطثٛط ثٝ ظٔبٖ، وٙتطَ

 وٙس.

ft free

0 ( ) 7.5T t KN 
 (24)    

 ٌطزز.تبثـ ٞعیٙٝ ثٝ قىُ ظیط تقطیف ٔي

( ( ), ( )) fJ t t tx u  (25) 

ی حُ تحّیّي ٔؿئّٝ ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ثب تكىیُ ٞبٔیّتٛ٘ي حبَ ثطا

 ؾیؿتٓ ثٝ قىُ ظیط زاضیٓ:

 T

f u x

u

R T
t u

m X
 

 
   


 (26) 

 ٌطز٘س.حبِت ؾیؿتٓ ثٝ قىُ ظیط تقطیف ٔئقبزلات قجٝ

0

T

u u x

u

x

R

u

u m X

x

  



 
      

 


  

 
 

(27) 

یٙىٝ پبضأتط وٙتطِي زض ایٗ حبِت تٟٙب ٘یطٚی تطاؾت ٔيثب تٛخٝ ثٝ ا

ؾبظی ثبقس ٚ ٔمساض تطاؾت ٔمیس اؾت. ِصا ثب اؾتفبزٜ اظ انُ ٔیٙیٕٓ

  لبثُ حهَٛ اؾت. (28)ٔقبزِٝ  ثٝ قىُ 1پٛ٘تطیٍیٗ

max

sin

0

0

0 0

g

T if
T

T T if
T

if
T







 

















 (28) 

ثغٝزض ایٗ ضا
sin gT  ٝٔقطف فطٔبٖ وٙتطِي زض حبِتي اؾت و

[ قطایظ 16زٞس. ثب تٛخٝ ثٝ تٛضیحبت ٔطخـ ] قطایظ تىیٗ ضخ ٔي

 
1 Pontryagin 

زٞس وٝ ؾیؿتٓ زیٙبٔیىي ٍٞٙبٔي ضخ ٔيثطای ٔؿبِٝ ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ تىیٗ 

تٛاٖ ٘كبٖ زاز وٝ ؾیؿتٓ ٔٛضز ثطضؾي زاضای أب ٔي پصیط ٘جبقس.وٙتطَ

 .[19]ي وٙتطَ پصیط اؾت زیٙبٔیى

ٞبی وٙتطِي، ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ؾیؿتٓ اظ ثطای تقییٗ تقساز ؾٛییچ

ٞبی وٙتطِي ثطاثط ِصا تقساز ؾٛییچ ٞبیثبقس، ِصا تقساز ؾٛییچٔي 2ٔطتجٝ 

. ِصا ثطای ایٙىٝ زض ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ثٝ ٔمهس ثطؾیٓ ثبیؿتي   [16]ثبقس ٔي 1

نفط ؾٛییچ وٙس ٚ ثمیٝ حبلات ثٝ ٔمساض  فطٔبٖ وٙتطِي اظ ٔمساض 

 ثبقس.ؾٛییچ وطزٖ غیط ٔٙغمي ٔي

ثطای تقییٗ ظٔبٖ ٔیٙیٕٓ ٚ ظٔبٖ ؾٛییچ وطزٖ ٔمساض تطاؾت اظ 

ثط حؿت ٞٓ   u  ٚxٔمساض ٔبوعیٕٓ ثٝ نفط، پبضأتطٞبی فضبی حبِت 

نفط ثب  اظ قطایظ اِٚیٝ (23)ٌطزز. ثسیٗ ٌٛ٘ٝ وٝ اثتسا ؾیؿتٓ  ضؾٓ ٔي

ٔمساض تطاؾت ٚضٚزی ٔبوعیٕٓ حُ قسٜ ٚ زض حبِت زیٍط زیٙبٔیه 

ٔصوٛض اظ قطایظ ٟ٘بیي زض ٔمهس ثب ٔمساض تطاؾت نفط ثٝ نٛضت 

ضؾٓ قسٜ، ٔحُ تمبعـ ٕ٘ٛزاضٞبی ٔصوٛض ٔحُ ؾٛییچ  2ٌطزفمت

 زٞس. وٙتطِي ضا ٘كبٖ ٔي

زض قىُ ظیط ٔٙحٙي ؾٛییچ پبضأتطٞبی وٙتطِي ثب تٛخٝ ثٝ 

ضؾٓ قسٜ اؾت. ٔغبثك ایٗ قىُ ثطای ایٙىٝ ثب ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ثٝ  تٛضیحبت

ٔتط  258ٔمهس ثطؾیٓ، لاظْ اؾت وٝ قٙبٚض ثب ٔبوعیٕٓ تطاؾت تب ٔىبٖ 

ٚ  x = 300 mٔتط ثط ثب٘یٝ پیف ضفتٝ ٚ ثطای ایٙىٝ ثٝ ٔمهس  9ٚ ؾطفت 

ؾطفت نفط ثطؾس، ثبیؿتي ضٚی ٔٙحٙي تطاؾت نفط حطوت وٙس تب ثٝ 

 ٔمهس ثطؾس.

 
ٔٙحٙي فبظ ؾیؿتٓ ثطای تقییٗ ؾٛییچ وٙتطِي: 4 ُقى  

قٙبٚض ثب ثطای تقییٗ ٔمساض ظٔبٖ ؾٛییچ وبفي اؾت ظٔب٘ي وٝ 

ضا یبفت. ایٗ ٔتط ثط ثب٘یٝ  9ٔتط ٚ ؾطفت  258ٔىبٖ  ثٝٔبوعیٕٓ تطاؾت 

ثبقس. ثطای تقییٗ ظٔب٘ي وٝ قٙبٚض اظ ٔىبٖ ٚ ؾطفت ٔي t = 37 s ظٔبٖ

ٞبی ٔٙحٙي تطاؾت قٛز اظ زازٜٔتٛلف  ٔعثٛض ثٝ ٔمهس ضؾیسٜ ٚ زض آٖ

 ثب٘یٝ ٔي 16نفط قىُ فٛق اؾتفبزٜ ٚ ظٔبٖ ثقس اظ ؾٛییچ تب ا٘تٟب حسٚز 

زض ایٗ حبِت ضؾٓ قسٜ  تطاؾتثبقس. ِصا ٕ٘ٛزاض ٔمساض ٔىبٖ ٚ ؾطفت ٚ 

 اؾت. 
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قٙبٚض ثب حُ تحّیّي تطاؾتٚ ٔىبٖ ٚ ؾطفت ٕ٘ٛزاضٞبی : 5 قىُ  

، اثتسا ثب تكىیُ تبثـ 3فّٛچبضت قىُ  ثطای حُ فسزی ثب اؾتفبزٜ اظ

 ٞعیٙٝ اِحبلي ثٝ نٛضت ٔقبزِٝ ظیط زاضیٓ:

  

' '

0

( ( ), ( )) ( ) ( )

(c ) .
f

a k j

j

t

f k i i

i

J t t H r H h

t r C d t



 
   

 





x u

 (29) 

ٔٙحٙي ٔؿیط ٔؿتمیٓ اِرظ قٙبٚض آٚضزٜ قسٜ اؾت. زض  6قىُ زض 

ظٔبٖ حطوت قٙبٚض ضؾٓ قسٜ اؾت. ٕٞبٖ عٛض -ٕ٘ٛزاض ٔىبٖ 7قىُ 

قٛز قٙبٚض تٛا٘ؿتٝ اؾت، ٔجسأ ٔرتهبت تب ٘مغٝ ا٘تٟبیي سٜ ٔيوٝ ٔكبٞ

ؾطفت پیكطٚی قٙبٚض  8قىُ ثب٘یٝ عي وٙس. زض  53ضا زض ٔست ظٔبٖ 

قٛز وٝ قٙبٚض اظ حبِت ؾىٖٛ قطٚؿ ثٝ ضؾٓ ٌطزیسٜ اؾت. ٔكبٞسٜ ٔي

ٔتط ثط ثب٘یٝ افعایف زازٜ  9حطوت وطزٜ ٚ ؾطفت ذٛز ضا تب حسٚز 

ض زض ٔىبٖ ٔمهس تٛلف زاقتٝ ثبقس، ؾطفت وٝ قٙبٚاؾت. ثطای ایٗ

ٔمساض  9قىُ ذٛز ضا وبٞف زازٜ ٚ زض ٔمهس ٔتٛلف ٌطزیسٜ اؾت. زض 

عٛض وٝ ٘یطٚی تطاؾت وّي ثطای ایٗ ؾٙبضیٛ ضؾٓ قسٜ اؾت. ٕٞبٖ

قٛز، قٙبٚض ثطای ایٙىٝ ذٛز ضا زض وٕتطیٗ ظٔبٖ ٕٔىٗ ثٝ  ٔكبٞسٜ ٔي

٘یٛتٗ قطٚؿ  7500ٗ یقٙي تطیٗ ٔمساض تطاؾت ٕٔىٔمهس ثطؾب٘س، ثب ثیف

ثٝ قتبة ٌیطی وطزٜ اؾت ٚ ثطای ایٙىٝ زض ٔمهس ٔتٛلف قٛز، اظ 

اْ تطاؾت نفط قسٜ اؾت ٚ قٙبٚض ثب تٟٙب فبُٔ وبٞف  38حسٚز ثب٘یٝ 

ؾطفت یقٙي ٘یطٚی ٔمبٚٔت آة تٛا٘ؿتٝ ؾطفت ذٛز ضا زض ا٘تٟب ثٝ نفط 

قٙي وٝ ثبقس. ثسیٗ ٔٔي 1ثًٙ-ثطؾب٘س. ایٗ قىُ ثیب٘ي اظ انُ ثًٙ

ثطای ضؾیسٖ زض وٕتطیٗ ظٔبٖ ٕٔىٗ، ثبیؿتي فطٔبٖ وٙتطِي ٚاضز ثٝ 

ؾیؿتٓ زض ٔست ظٔبٖ افٕبَ، ٔبوعیٕٓ فطٔبٖ وٙتطِي ثٛزٜ ثبقس. زض ایٗ 

ؾٙبضیٛ ٔبوعیٕٓ فطٔبٖ وٙتطِي یقٙي ٘یطٚی تطاؾت افٕبَ قسٜ ٚ ثقس اظ 

ت ٘یطٚی تطٔعی ٔؿتمّي ثطای ؾیؿتٓ ٘ساضیٓ، ٘یطٚی تطاؾ آٖ چٖٛ فٕلاً

 ثطؾیٓ.  x = 300 mنفط قسٜ اؾت تب ثٝ ٔمهس یقٙي 

حُ  فسزیقٛز، ٘تبیح حبنُ اظ ضٚـ ٌٛ٘ٝ وٝ ٔكبٞسٜ ٔيٕٞبٖ

 ضٚـ تحّیّي ثؿیبض ٘عزیه اؾت. ٝثٔؿبِٝ وٙتطَ ثٟیٙٝ 

 
1 Bang-bang principle 

 

 

 

ٔٙحٙي ٔؿیط قٙبٚض: 6 قىُ  

 

ٔٙحٙي ٔىبٖ قٙبٚض ثطای ضؾیسٖ ثٝ ٔمهس: 7 قىُ  

 

حؿت ظٔبٖ ٔٙحٙي ؾطفت ؾطج قٙبٚض ثط: 8 قىُ  
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ٔٙحٙي ؾطفت ؾطج قٙبٚض ثط حؿت ظٔبٖ: 9 قىُ  

ثب خٟت  زض وٕیٙٝ ظٔبٖ ٕٔىٗمهس ضؾیسٖ ثٝ ٔ 4-2

 زضخٝ 90ٌیطی اِٚیٝ 

زض ؾٙبضیٛی لجُ قٙبٚض ٔؿیطی ٔؿتمیٓ ضا ثطای ضؾیسٖ ثٝ ٘مغٝ 

ٟ٘بیي عي وطز. زض ایٗ لؿٕت ثطآ٘یٓ وٝ ٘مغٝ پبیب٘ي ثٝ ٌٛ٘ٝ ای تٙؾیٓ 

ه ؾیؿتٓ تحطیه قٛز. یقٙي قٙبٚض زض ٔؿیط قٛز وٝ لیٛز غیط ِٞٛٛ٘ٛٔی

عطاحي ثٝ نٛضت ٘مغٝ ای زیسٜ ٘كٛز. ثسیٗ ٔٙؾٛض ٕٞبٖ ؾٙبضیٛی لجّي 

ضا تقطیف ٔي وٙیٓ، ثب ایٗ تفبٚت وٝ ظاٚیٝ خٟت ٌیطی یبٚ اِٚیٝ قٙبٚض 

ثٝ ٕٞطاٜ  (24)ٚ وٙتطَ  ظٔبٖ زضخٝ ثبقس. لیٛز 90ثٝ خبی نفط زضخٝ، 

ؾطج ٚ  ثطلطاض اؾت، ضٕٗ ایٙىٝ لیٛزی ضا ثطای ؾطفت (29)تبثـ ٞعیٙٝ 

چطذف ای ضَٚ ٚ یبٚ ٚ ظاٚیٝ ضَٚ قٙبٚض ٚ ظاٚیٝ ٞبی ظاٚیٝؾطفت

تقطیف  (34)تب  (30)ثٝ قىُ ٔقبزلات  ٞب ٘ؿجت ثٝ حبِت فٕٛزیپطٚا٘ٝ

وٙیٓ. ایٗ لیٛز ثطای حفؼ ایٕٙي قٙبٚض ٚ ذسٔٝ، ایدبز پبیساضی ٚ ٔي

ٞبی حطوتي ٕٞٛاض ثطای قٙبٚض ٚ ثط اؾبؼ ٘تبیح تؿت قٙبٚض زض آة

 آضاْ ٚضـ قسٜ اؾت. 
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ؾطج ٚ ؾطفت  11ٔؿیط قٙبٚض ٚ زض قىُ  10قىُ  زض ٕ٘ٛزاض

ٌطززوٝ اٍِٛضیتٓ وٙتطِي، ضؾٓ قسٜ اؾت. ٔكبٞسٜ ٔي قٙبٚضؾٛی ا

ای ضلٓ ظزٜ اؾت وٝ قٙبٚض ثقس اظ ٔستي ثب ٔؿیط ٔؿیط قٙبٚض ضا ثٝ ٌٛ٘ٝ

 12 اؾت. زض قىُٚ زض آ٘دب ٔتٛلف قسٜ ٔؿتمیٓ اِرظ ثٝ ٔمهس ضؾیسٜ 

ای ٔتٙبؽط ثب آٖ ضؾٓ ٞبی ظاٚیٝٔمبزیط ظٚایبی ضَٚ ٚ یبٚ ثٝ ٕٞطاٜ ؾطفت

ٞبی ٔتٙبؽط آٖ اظ ٔمساض ٔدبظ تدبٚظ اؾت. ٔمساض ظٚایب ٚ ؾطفتقسٜ 

 ٞبی وٙتطِي لاظْ ثطای ایٗ ؾٙبضیٛ زض قىُا٘س . زض ٟ٘بیت ٚضٚزی٘ىطزٜ

قٛز، قٙبٚض ثطای ایٙىٝ عٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔيضؾٓ قسٜ اؾت. ٕٞبٖ 13

تطیٗ ٔمساض ذٛز ضا زض وٕتطیٗ ظٔبٖ ٕٔىٗ ثٝ ٔمهس ثطؾب٘س، ثب ثیف

٘یٛتٗ قطٚؿ ثٝ قتبة ٌیطی وطزٜ اؾت ٚ  7500ىٗ یقٙي ضا٘ف ٕٔپیف

ضا٘ف نفط اْ پیف 40ثطای ایٙىٝ زض ٔمهس ٔتٛلف قٛز، اظ حسٚز ثب٘یٝ 

قسٜ اؾت ٚ قٙبٚض ثب تٟٙب فبُٔ وبٞف ؾطفت یقٙي ٘یطٚی ٔمبٚٔت آة 

انُ  حبِت ٘یعایٗ زض تٛا٘ؿتٝ ؾطفت ذٛز ضا زض ا٘تٟب ثٝ نفط ثطؾب٘س. 

 س. ثبقٔي ثطلطاض ثًٙ-ثًٙ

 

ٔمهس زض وٕتطیٗ ظٔبٖ  تب ضؾیسٖ ثٝ ٘مغٝحطوت قٙبٚض  ٔؿیطٕ٘ٛزاض : 10 قىُ

 ٕٔىٗ

 

 ٕ٘ٛزاض ؾطفت ٞبی ذغي قٙبٚض ثط حؿت ظٔبٖ: 11 قىُ

 

 ای ٔتٙبؽط ثب آٖٞبی ظاٚیٝظٚایبی ضَٚ ٚ یبٚ ثٝ ٕٞطاٜ ؾطفت ٕ٘ٛزاض :12 قىُ
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 ثط حؿت ظٔبٖ قٙبٚضٚضٚزی ٞبی وٙتطِي  ٕ٘ٛزاض :13 قىُ

زض ذلاف  زض وٕیٙٝ ظٔبٖ ٕٔىٗمهس ضؾیسٖ ثٝ ٔ 4-3

 ذظ زیس قٙبٚض 

قٛز وٝ قٙبٚض ثب ثطای ثطضؾي وبضایي ثیكتط فطو ٔيزض ایٗ لؿٕت 

ٔرتهبت لطاض زاضز ٚ ثبیؿتي ثٝ ٔمهس  سأزض ٔج 180ظاٚیٝ یبٚ 

300 , 0x m y   .لیٛز ظٔبٖ ٚ وٙتطَ ضفتٝ ٚ زض آ٘دب ٔتٛلف قٛز

ٕٞچٙبٖ ثطلطاض  (34)تب  (30)ٔقبزلات ٚ  (29)ثٝ ٕٞطاٜ تبثـ ٞعیٙٝ  (24)

  اؾت.

ٌطزز ٔؿیط حطوت قٙبٚض ضؾٓ قسٜ اؾت. ٔلاحؾٝ ٔي 14زض قىُ 

بْ ثٝ نٛضت ٔؿتمیٓ وٝ قٙبٚض ثب عي یه ٔؿیط ٔٙحٙي اِكىُ ؾطا٘د

 اِرظ ثٝ ٘مغٝ ٔمهس ضؾیسٜ اؾت. 

ظٚایبی ضَٚ ٚ  16ٞبی ذغي قٙبٚض ٚ زض قىُ ؾطفت 15زض قىُ 

ٞبی ٔتٙبؽط ثب آٖ ضؾٓ قسٜ اؾت. ضؾٓ قسٜ اؾت. یبٚ ثٝ ٕٞطاٜ ؾطفت

ٞبی وٙتطِي ثطای ضؾیسٖ ثٝ ٔمهس ضؾٓ ٘یع ٔمساض ٚضٚزی 17زض قىُ 

وٝ ظاٚیٝ چطذف پطٚا٘ٝ قٙبٚض  قٛزقسٜ اؾت. زض ایٗ قىُ ٔكبٞسٜ ٔي

زضخٝ قطٚؿ قسٜ ٚ ثٝ تسضیح ثقس اظ ایٙىٝ ٔمهس زض ضاؾتبی  15اظ ٔمساض 

 ٌطزز.ذظ زیس قٙبٚض لطاض ٌطفت، ایٗ ظاٚیٝ نفط ٔي

 

 
ٔمهس زض وٕتطیٗ ظٔبٖ  ٕ٘ٛزاض ٔؿیط حطوت قٙبٚض تب ضؾیسٖ ثٝ ٘مغٝ: 14 قىُ

 زض قطایظ اِٚیٝ ذلاف ذظ زیس قٙبٚض ٕٔىٗ

 
 ٕ٘ٛزاض ؾطفت ٞبی ذغي قٙبٚض ثط حؿت ظٔبٖ: 15 قىُ

 

 ای ٔتٙبؽط ثب آٖٞبی ظاٚیٝ: ٕ٘ٛزاض ظٚایبی ضَٚ ٚ یبٚ ثٝ ٕٞطاٜ ؾطفت16 قىُ

 
 : ٕ٘ٛزاض ٚضٚزی ٞبی وٙتطِي قٙبٚض ثط حؿت ظٔب17ٖ قىُ

 

 گیری  نتیجه -5
زض ایٗ ٔمبِٝ ٔؿبِٝ عطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ ثطای یه قٙبٚض تٙسضٚ 

ؾبظی غیطٔؿتمیٓ، اضائٝ قس. ثسیٗ اظ تىٙیه ثٟیٙٝ پطٚاظی ثب اؾتفبزٜ

حبِت ثسؾت آٔس ٚ ٔٙؾٛض اثتسا ٔقبزلات فضبی حبِت ٚ ٔقبزلات قجٝ

-ؾپؽ ثب تقطیف تبثـ ٞسف ٔغّٛة، ٚ ثب تقطیف لیٛز لاظْ ثطای ٔتغیط

ٞبی فضبی حبِت ٚ وٙتطَ ٚ افٕبَ آٖ ثٝ تبثـ ٞعیٙٝ اظ ضٚـ تبثـ خطیٕٝ 

ه ٌطازیب٘ي ؾطیقتطیٗ قیت، خٛاة ثٟیٙٝ ذغي تٛؾقٝ یبفتٝ، ثب تىی

0 10 20 30 40 50 60
0

5000

10000
Total Thrust(N) vs Time(s)

time(s)

T
o
ta

l 
T

h
ru

s
t(

N
)

0 10 20 30 40 50 60
-5

0

5

10

time(s)


p
(d

e
g
)

0 50 100 150 200 250 300

-100

-50

0

50

100

x (m)

y
 (

m
)

0 10 20 30 40 50 60

2

4

6

8

10

Time (sec)

u
(m

/s
e
c
)

0 10 20 30 40 50 60
-1

0

1

2

Time (sec)

v
(m

/s
e
c
)

0 20 40 60
-15

-10

-5

0

5

Time (sec)

R
o
ll(

D
e
g
)

0 20 40 60
-100

0

100

200

Time (sec)

Y
a
w

(D
e
g
)

0 20 40 60
-20

-10

0

10

Time (sec)

p
(d

e
g
/s

e
c
)

0 20 40 60
-20

-10

0

10

Time (sec)

r(
d
e
g
/s

e
c
)

0 10 20 30 40 50 60
0

5000

10000

Time (sec)

T
o
ta

l 
T

h
ru

s
t 

(N
)

0 10 20 30 40 50 60
-10

0

10

20

Time (sec)


p
(d

e
g
)



Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir

68 

 

 ؾبظی ظٔبٖعطاحي ٔؿیط ثٟیٙٝ ثطای یه قٙبٚض تٙسضٚی پطٚاظی ثب ٞسف وٕیٙٝ

 اؾسیبٖٔحٕس تمي لطثب٘ي، حؿٗ ؾبلاضیٝ، ٘یٕب 

 

Journal of Control,  Vol. 5,  No. 3, Fall 2011  1390، پبییع 3، قٕبضٜ 5ٔدّٝ وٙتطَ، خّس 

 

ثسؾت آٔس. زض ایٗ ضاؾتب ؾٙبضیٛی ٔیٙیٕٓ ظٔبٖ ٔٛضز ثطضؾي لطاض 

زٞٙسٜ تٛإ٘ٙسی ضٚـ ٔصوٛض زض عطاحي ٌطفت. ٘تبیح حبنُ ٘كبٖ

 ٞبی تٙسضٚ پطٚاظی اؾت.ٔؿیطٞبی ثٟیٙٝ ثطای قٙبٚض
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